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Resumen

La conjetura de Erdds, Faber y Lovasz refleja muy bien
esa persistencia del matematico por tratar de resolver un
problema y que dentro de los intentos, el problema se
traslada de un area de las matematicas a otra. En este
texto, veremos varias equivalencias de esta famosa conje-
tura que nos llevan de la teoria de conjuntos a la teoria
de orden pasando por la teoria de graficas, hipergraficas
y mas.

1. Introduccién

Durante una reunién de té en Colorado, en el ano de 1972 [15], Erdds,
Faber y Lovasz formularon un problema «sencillo» que al dia de hoy si-
gue abierto. Tal problema se conoce como la conjetura de Erdos-Faber-
Lovéasz (conjetura EFL) la cual dice en su forma original [12]:

Conjetura 1.1. Si |A;| =n, 1 < i <n son tales que |A;NA;| <1 para

cualesquiera 1 < i < j < n, entonces uno puede colorear los elementos
n

de la union |JA; con n colores, de tal forma que cada conjunto tiene
i=1

elementos de todos los colores.

En efecto, gran parte de la belleza de esta conjetura radica en su
sencillez, solo se requiere saber lo basico de teoria de conjuntos para
entenderla. Erdés comenta en el articulo [12]: «Es sorprendente que
ningin progreso se ha hecho en este problema, ofrezco 50 libras por
su prueba o por un contraejemplo» (después de [13], Erdds ofrecié 100
délares).
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Sin embargo, a mas de 45 anos de la formulacién inicial de la conjetu-
ra EFL, solamente se conocen resultados parciales. En este articulo de
divulgacién, veremos diferentes formulaciones en diferentes contextos
matematicos, daremos algunos resultados en las versiones en cuestién
y en general, veremos el estado de la conjetura.

2. Graficas completas

Una formulacion natural de la conjetura EFL estd dada en términos
de graficas completas. Recordemos que una grdfica G es un par (V, E)
donde V' es un conjunto no vacio de elementos llamados vértices y £ son
subconjuntos de vértices con exactamente dos elementos. Una grafica
se llama completa si cada par de vértices distintos forma una arista,
usualmente denotada como K, si consta de n vértices. Por otro lado,
el nimero cromético x(G) de una grafica G se define como el minimo
nimero de colores usados en cualquier coloracién de los vértices de
tal forma que cada arista tiene colores distintos en los vértices que la
forman. Ver [7] para saber mds de gréficas y coloraciones.

Tal formulacién fue dada por el mismo Erdés en [14], a lo que co-
menta: «Su dificultad fue descubriéndose lentamente. Ahora ofrezco 500
délares por una prueba o por un contraejemplo...» y continta: «Tal
vez la siguiente formulacion dada en teoria de graficas resulte mas in-
teresante», véase la figura [1| para un ejemplo.

Conjetura 2.1. Sea G; una grdfica completa de n vértices para cada
1 < i < n y tales que cada dos de ellas tienen a lo mas un vértice
n

comin, entonces x(|JGi) = n.
i=1

Figura 1. Un ejemplo de una gréafica para n = 4.

En [I7] aparece una versién aplicada de la conjetura en términos
de miembros y comités. A continuacion reinterpretamos esa versién en
términos de miembros y jurados (entiéndase ‘jurado’ como conjunto de
personas), donde las gréficas completas se interpretan como los comités
y los colores como sillas.
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Conjetura 2.2. Suponga que hay n jurados cada uno con n miembros,
de tal forma que cada dos jurados tienen a lo mds un miembro en
comun. Los jurados asisten a una sala de juicio con n sillas, entonces
siempre es posible asignar una silla a cada persona la cual usard de
manera fija en cada juicio independiente del jurado que estard presente
en tal juicio.

La siguiente secciéon habla de una version de la conjetura en una
teoria que generaliza a las graficas.

3. Hipergraficas lineales

Una hipergrdfica H es un par (V, E) donde V' es un conjunto no vacio
de elementos llamados vértices y E son subconjuntos de vértices lla-
mados hiperaristas. Decimos que una hipergrafica H es lineal si para
cualquier par de vértices hay a lo méas una hiperarista que contiene
a ambos vértices. Una hipergréfica se llama t-uniforme si cada hiper-
arista contiene t vértices. Notemos que una grafica es una hipergrafica
lineal 2-uniforme. El nimero cromdtico x(H) de una hipergrafica H es
una coloracién en los vértices de ‘H usando el menor nimero de colores
tal que cada hiperarista es heterocromatica, es decir, cada uno de sus
vértices es de color distinto. Las siguientes dos versiones estan dadas
por Sanchez-Arroyo en [31], véase la figura [2] para un ejemplo.

Conjetura 3.1. Para cada hipergrafica lineal n-uniforme H de n hi-
peraristas se tiene que x(H) = n.

Figura 2. Un ejemplo de una hipergrafica lineal para n = 4.

La siguiente equivalencia se obtiene de la conjetura al observar
que en cada hiperarista existen vértices de grado uno. El grado de un
vértice es el numero de hiperaristas al que pertenece y el grado minimo
d(H) es el menor de los grados sobre todos los vértices de H. Entonces,
si se remueven los vértices de grado uno, una coloracién en los vértices
de la nueva grafica H' puede ser extendida a la hipergréfica original H
y viceversa, véase la figura 3]
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Conjetura 3.2. St H es una hipergrafica lineal de n hiperaristas, cada
una con a lo sumo n vértices, y 6(H) > 2, entonces x(H) < n.

Figura 3. Un ejemplo de una hipergrafica lineal para n = 4 y de grado
minimo 2.

Una hipergrafica de n vértices es densa si su grado minimo es mayor
que y/n. La hipergréfica de la figura |3 tiene grado minimo igual a \/n
por lo que no es densa. A continuacién enunciamos un primer resultado
relevante que aparece en [31].

Teorema 3.1. Sea H una hipergrdfica lineal de n hiperaristas, cada
una con a lo sumo n vértices, y 6(H) > 2. Si H es densa, entonces

xX(H) < n.

4. Hipergraficas simples

La hipegréafica dual H* de una hipergrafica H tiene como conjunto
de vértices a las hiperaristas de H y un conjunto de vértices forma
una hiperarista si las correspondientes hiperaristas en H comparten un
mismo vértice, véase la figura [4l Note que el dual de una hipergrafica
lineal es lineal.

Por otro lado, una hipergrafica se llama simple si es lineal y no hay
lazos, es decir, hiperaristas con exactamente un vértice. Entonces, da-
da una hipergrafica H con las hipdtesis de la conjetura (lineal de n
hiperaristas, cada una con a lo sumo n vértices, y 6(H) > 2), al con-
siderar su hipergrafica dual H* se obtiene una hipergrafica simple. Y
viceversa, dada una hipergrafica simple H, al considerar su hipegrafica
dual H* se obtiene una hipergafica con las hipdtesis de la conjetura 3.2

En consecuencia, colorear vértices corresponde a colorear hiperaristas
en la hipergrafica dual, de tal forma que si los vértices en una hiperaris-
ta tienen colores distintos, las hiperaristas incidentes en un vértice en la
hipergrafica dual tienen colores distintos, y viceversa. Luego, el nime-
ro cromatico de una hipergrafica se traduce al pardmetro denominado
indice cromatico x'. En [18], Hindman propuso la siguiente versién de
la conjetura EFL, véase también [0, 21]:
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Figura 4. Ejemplos de hipergraficas y sus duales.

Conjetura 4.1. Para cualquier hipergrdfica simple H de n vértices,
X'(H) <n.

En [21], Kahn prueba el siguiente resultado que brinda una cota
superior lineal en términos del indice cromatico:

Teorema 4.1. Para cualquier hipergrdfica simple H con n wvértices,
X' (H) <n+on).

Recordemos que la notacién asintética o(n) es el conjunto de funcio-
nes f(n) tales que para cualquier constante positiva ¢ > 0, existe una
constante ng > 0 tal que 0 < f(n) < cn para toda n > ng. Por abuso
de notacidn, se escribe f(n) = o(n) en lugar de f(n) € o(n).

5. Espacios parcialmente lineales y graficas

En la seccién [ vimos que la conjetura EFL es equivalente a que ca-
da hipergrafica simple de n vértices acepta una n-coloraciéon en sus
hiperaristas tal que cada par de hiperaristas incidentes tienen colores
distintos. Una hipergrafica simple también se conoce como un espacio
parcialmente lineal, donde los vértices se llaman puntos, las hiperaris-
tas se llaman lineas y cumple que cualesquiera dos puntos pertenecen
a lo mas una linea y cualquier linea tiene al menos dos puntos, véase
la figura bl Entonces, la conjetura se enuncia como sigue:

Conjetura 5.1. Para cada espacio parcialmente lineal S de n puntos,

X'(S) <n.



48 CHRISTIAN RUBIO-MONTIEL
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Figura 5. La hipergrifica H cumple que su grado minimo es 2, H™* es su
dual, S es el espacio lineal asociado y Gs la gréfica de interseccién de S.

Esta version de la conjetura se puede encontrar en [22] donde prueban
otra equivalencia como sigue.

Dado un espacio parcialmente lineal S = (P, L), se define la grafica
de interseccion Gs = (V, E) como la grafica con conjunto de vértices
V = L y conjunto de aristas E = {{l,g9}: I N g # 0}, es decir, hay
una arista en Gg si las correspondientes lineas en S tienen un punto en
comun.

Inversamente, sea G = (V, E) una grafica. Dado un vértice z € V,
sea [, = {e € E: z € e} el conjunto de todas las aristas incidentes a z.
Entonces el espacio dual G* de G tiene conjunto de puntos E, conjunto
de lineas {F,: x € V} y es un espacio parcialmente lineal siempre que
no haya vértices de grado 1 en G, en tal caso, simplemente se agrega
un nuevo punto a este tipo de lineas. No es dificil ver que este nuevo
espacio G* cumple que Ge es isomorfa a G.

Ergo, dada una grafica G, definimos ¥(G) como el minimo v € N
para el cual existe un espacio parcialmente lineal S de v puntos tal que
Gs es isomorfa a G, llamado el numero de interseccion lineal de G.
Esto da pauta a la siguiente equivalencia de la conjetura.

Conjetura 5.2. Para cada grifica G, x(G) < 9(G).

Recordemos que, el nimero cromatico x(G) de G fue definido en
la seccién 2 como el minimo k tal que los vértices de G se pueden
colorear con k colores de tal forma que vértices adyacentes tienen colores
distintos. Este parametro es sin duda, el mas popular dentro de la teoria
de graficas cuyo origen se encuentra en el famoso «Teorema de los cuatro
colores» [20].
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6. Cumulus

Una hipergrafica n uniforme de n hiperaristas tal que cada par de hiper-
aristas comparten exactamente un vértice se llama n-cimulu. En [29],
Romero y Sanchez-Arroyo prueban una equivalencia muy interesante
de la conjetura EFL obteniendo la siguiente forma:

Conjetura 6.1. Si H es un n-cimulu, entonces x(H) = n.

Ahora bien, siguiendo el mismo razonamiento previo, se definen los
n-cuasi-cumulus al tomar n-cimulus y eliminar los vértices de grado
uno, es decir, se obtiene una hipergrafica de hiperaristas tal que dos a
dos comparten exactamente un vértice y donde cada vértice pertenece
al menos a dos de ellas. En [29] también proponen la siguiente versiéon
de la conjetura:

Conjetura 6.2. Si H es un n-cuasi-cumulu, entonces x(H) < n.

7. Espacios lineales

La hipergrafica dual de un cuasi-cimulu cumple que cada dos vértices
definen exactamente una hiperarista y cada hiperarista contiene al me-
nos dos vértices. Esta estructura es equivalente a la llamada espacio
lineal finito donde las hiperaristas son llamadas lineas y los vértices
puntos; por lo que la conjetura toma la siguiente forma:

Conjetura 7.1. Sv S es un espacio lineal de n puntos, entonces
X'(S) <n.

La conjetura de EFL en esta presentacion aparece en [4] (véase tam-
bién [16]) donde se demuestra que los espacios lineales llamados pro-
yectivos cumplen con la conjetura, es decir:

Teorema 7.1. Para cualquier espacio proyectivo finito S de n puntos
se tiene que X'(S) < n.

Bajo esta equivalencia, se ha probado que la conjetura EFL se cumple
cuando n es a lo méas 12, véase [18, 28], es decir:

Teorema 7.2. 5i S es un espacio lineal de n < 12 puntos, entonces
X'(S) <n.

A continuacién, definimos los espacios proyectivos finitos; para una
introduccién detallada revisar el libro de Hirschfeld [19], véase también
[T1] para saber més de espacios lineales y espacios parcialmente lineales.

Sea AG(d+1,q) el espacio vectorial (d + 1)-dimensional sobre un
campo finito de g elementos, GF(q). El espacio proyectivo d-dimensional
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PG(d, q) es la geometria cuyos subespacios k-dimensionales para k =
0,1,...,d son los subespacios (k+ 1)-dimensionales de AG(d + 1, ¢) sin
el cero vectorial. En particular, subespacios de dimensiéon cero, uno y
dos son llamados punto, linea y plano, respectivamente. Véase la figura
6l

La relacién ~

x~y<3d0#£aeGF(q) : x=ay

es una relacién de equivalencia de AG(d + 1, ¢) \ 0 cuyas clases de equi-
valencia son los puntos de PG(d, q).

Al espacio vectorial AG(d, ¢) también se le conoce como el espacio
afin d-dimensional de orden ¢. No es dificil ver que planos paralelos
forman clases crométicas por lo que para cualquier espacio proyectivo
afin de n puntos, su indice cromatico es a lo sumo n. Los espacios
proyectivos afines y proyectivos finitos se pueden entender como unas
estructuras mas generales descritas en la siguiente subseccion.

L

Figura 6. EIl espacio proyectivo finito PG(2,2) también conocido como
plano de Fano.

7.1 Disenos de bloque

Los espacios lineales que cumplen condiciones de regularidad también
se conocen como disenos de bloque. Enseguida definimos los disenos de
bloque llamados 2-sistemas de Steiner.

Sean n, b, k y r enteros positivos con n > 1. Sea D = (P, B) un
par consistiendo de un conjunto P con n objetos, llamados puntos de
D, y un conjunto B de b subconjuntos de P, llamados bloques de D.
Decimos que D es un 2 — (n, b, k, r)-diseno si satisface:

1. Cada bloque de D contiene exactamente k puntos (distintos) de
D.

2. Cada punto de D estd contenido en exactamente r bloques (dis-
tintos) de D.

3. Si x y y son puntos distintos de D, entonces hay exactamente un
bloque de D que los contiene.



LA MULTIFACETICA CONJETURA DE ERDOS, FABER Y LOVASZ o1

Un 2 — (n,b,k,r)-diseio también se conoce como diserio de bloque
balanceado incompleto y se denota también como (n, k)-disefio ya que
los pardmetros de un 2 — (n, b, k, r)-disenio no son independientes. Las
siguientes formulas los relacionan:

nr=0bk y r(k—1)=(n-1). (1)

Un (n, k)-disenio se llama ciclico si existe una etiquetacion de P con
Z,, tal que la biyeccién ¢ — ¢ 4+ 1 preserva la estructura del diseno, es
decir, es un isomorfismo. Colbourn and Colbourn [9] demostraron que
los disenos ciclicos cumplen con la conjetura EFL; es decir,

Teorema 7.3. Para cualquier (n,k)-diseno ciclico D, se tiene que
X'(D) <n.

Cuando k = 3, los (n, k)-disefios se conocen comunmente como las
ternas de Steiner. Cabe mencionar que ain no se sabe si todas las
ternas de Steiner cumplen con la conjetura, excepto si n < 19 [8, 10],
véase también [23] y para saber mas de bloques de disefios véase [].

8. Descomposiciones de graficas completas

Sea S un espacio lineal con conjunto de n puntos y conjunto de lineas
L. Si identificamos los puntos de & con los vértices de la grafica com-
pleta K,, entonces de forma natural el conjunto de puntos de cada
linea induce una subgrafica completa, lo que produce una particiéon en
las aristas de K, es decir, una descomposicién de la grafica comple-
ta en subgraficas completas donde cada elemento de £ equivale a una
subgrafica completa, y viceversa, dada una particion de las aristas de la
grafica completa K, tal que cada parte induce una subgrafica comple-
ta, entonces se obtiene un espacio lineal. Tal particiéon se denota como
[K,,, P]. Similarmente, colorear lineas se traduce en colorear aristas en
K,, de manera que todas las aristas en una misma parte tiene el mismo
color. Esta vision de la conjetura aparece en [2], véase también [3].

Conjetura 8.1. Si [K,,, P] es una descomposicion de K, entonces
X ([Kn, P]) < n.

Es esta versiéon de la conjetura donde se aprecia como extension del
Teorema de Vizing ya que cuando cada elemento de la particion es una
arista, por el Teorema de Vizing, su indice cromatico es n o n — 1 por
lo que la conjetura EFL se cumple, véase la figura [7]

En [18] se propone la conjetura como un juego de tablero T' de n x n
que se puede interpretar como sigue: Dada una grafica completa K,
con vértices vy, vy, ...,v, y una descomposicién [K,, P], etiquete las
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Figura 7. Una descomposicién de K~ coloreada con 6 colores.

columnas del tablero T con los vértices de K, y etiquete los renglones
del tablero T' con los colores 1,2,...,n. Cada elemento P; de la par-
ticién P es asignado a un rengléon de T, escribiendo P; en el espacio
correspondiente a cada columna que corresponde a los vértices de la
grafica inducida por P;. Entonces las clases crométicas corresponden
a los renglones, por lo que la conjetura afirma que existe una manera
de que el arreglo acepte n renglones o menos. El cuadro (1] ilustra un
tablero completado con éxito.

c | PP P

Co Py | P Py

c3 | Pr Py | Py Py | Py
cy || Py P | Py | Py Py
cs | Bs Py Ps | P5 | Py
Ce P Ps | Bs
C7

Cuadro 1. Un tablero de 7 x 7 llenado usando las subgraficas de K7 in-
ducidas por los subconjuntos de vértices P, = {1,2,4}, P, = {2,3,5},
P; = {3,4,6}, P» = {4,5,7}, Ps = {5,6,1}, Ps = {6,7,2}, P = {1,7},
Pg :{1,3} yP9 = {3,7}

9. Clones

La conjetura EFL también acepta una formulaciéon en términos alge-
braicos de acuerdo con Haddad y Tardif [I7]. Dada una instancia H de
la conjetura [3.1] es decir una hipergrafica H que satisface las hipGtesis
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de la conjetura , se puede definir una estructura de relaciéon (Vy, Ry)
con ciertas restricciones que veremos a continuacién.
Una relacién n-aria es un par (V, R) donde V' es un conjunto y R es un

subconjunto de V" llamada irreflexiva si para cada (z1,...,x,) € R,
los elementos z1, ..., x, son todos distintos, y totalmente simétrica si
para cada (z1,...,x,) € Ry cada permutacién o de {1,...,n} se tiene

que (To(1), - - - To(n)) € R.

Un homomorfismo entre dos relaciones n-arias (V,R) y (V', R') es
un mapeo ¢ de V a V' tal que (¢(x1),...,¢(x,)) € R’ para toda
(x1,...,2,) € R. Un mapeo ¢ de un subconjunto dom, de V a V'
es llamado un homomorfismo parcial si (¢(z1),...,¢(x,)) € R para
cualesquiera 1, ..., z, € dom, tales que (z1,...,2,) € R.

Dada una instancia H, se define una relacién (V3, Ry) tal que Vy
coincide con el conjunto de vértices de H y Ry es la relacion n-aria
que consiste de todas las n-tuplas (z1,...,z,) tales que {x1,...,2,}
es una hiperarista de H. Entonces Ry resulta irreflexiva y totalmente
simétrica con n - n! elementos.

Sea m un entero. La m-ésima potencia (V,R)™ de la relacién n-
aria (V, R) es la relacién n-aria (V™ R'), donde R = {(Xy,...,X,) €
(Vmyr: (mi(Xy), ..., m(X,)) € R,i =1,...,m} donde 7 es la proyec-
cién dada por m;(ay, ..., an) = a;.

Una funcion parcial de una potencia de V' a V' se llama una operaciéon
parcial de V. Sea pPol(V, R) el conjunto de todas las operaciones par-
ciales en V' que son homomorfismos parciales de una potencia de (V, R)
a (V, R). Notemos que pPol(V, R) contiene a todas las proyecciones y
es cerrada bajo las siguientes composiciones:

Si ¢1,..., ¢, son homomorfismos parciales de (V,R)™ a (V,R) y v
es un homomorfismo parcial de (V, R)* a (V, R), entonces ¥(¢1, . . ., )
es el homomorfismo parcial dado por

(X1, 0, X)) =» (01X, X)), (X, -, X)),

sobre el dominio que consiste de todas las m-tuplas (X1, ..., X,,) para
el cual la funcién esta bien definida.

Un conjunto de operaciones parciales que contiene todas las proyec-
ciones y es cerrada bajo la composicion se llama clon parcial. Un clon
parcial se llama mazimal si no estd contenido propiamente en ningtin
otro clon parcial, excepto del conjunto de todas las operaciones parcia-
les en V. En [I7] fue probada la siguiente equivalencia de la conjetura
EFL.

Conjetura 9.1. Sea H una instancia de la conjetura EFL. Entonces
pPol(Vy, Ry) es un clon parcial maximal.
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10. Conclusion

La palabra multifacética no existe en el diccionario de la RAE, en cam-
bio se usa polifacética: 1. adj. Que ofrece varias facetas o aspectos. 2.
adj. Dicho de una persona: De variada condicién o de miltiples apti-
tudes. El titulo del articulo lleva la palabra multifacética porque a mi
parecer esa palabra expresa mejor que la conjetura EFL no tenga varios
caras sino que tiene una cara que se puede expresar en una variedad
de formas, en algunas de ellas luce «simple» pero en otras se puede
apreciar a priori su dificultad. Dependiendo de la versién, se da pauta a
resolver instancias que poco a poco van cerrando la brecha que apunta
a que la conjetura es cierta, en el survey [30], se pueden encontrar in-
cluso otras versiones de la conjetura EFL. Sin embargo, también se ha
tratado de atacar la conjetura por el otro lado, es decir, en bisquedas
de contraejemplos. Faber probé en [I5] que de haber un contraejemplo,
este debe de estar en un rango de hipergraficas ralas y densas. Recuerde
que hipergrafica G de orden n es densa si §(G)? > n. Por el contrario,
una hipergrafica G de orden n es rala si cA(G)? < n para una constante
absoluta c. De hecho, en hipergraficas regulares y uniformes de grado
fijo, solamente puede haber un ntmero finito de contraejemplos [15].
Véase [5], 20, 24, 25], 27] para otros resultados de la conjetura.
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