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En agosto de 1755 Euler recibié una carta de un joven de 19 anos
mostrandole como recuperar con un método analitico, y de una manera
casi automatica, su propia condicién necesaria. Euler acogié con entu-
siasmo el método de Lagrange dando asi nacimiento a una nueva area
en la matematicas: El calculo de variaciones.

Desde la Grecia clasica circulaban en el medio cientifico problemas
isoperimétricos, donde sin duda uno de los més famosos es el de la reina
Dido (semi histérica princesa Fenicia y Reina de Cartago), pero no es
sino en el siglo XVII en Europa que se plantean importantes problemas
de lo que mas tarde sera el calculo de variaciones. Entre ellos fueron
fundamentales los trabajos de Fermat en éptica geométrica (1662), el
estudio de cuerpos moviéndose en fluidos formulado por Newton y el
que sin duda serd un problema fundacional en esta area: el problema
de la braquistécrona. En efecto, en 1638 Galileo formulé el siguiente
problema: Determinar la curva de descenso mas rapido de una particula
que se desliza de un punto A dado a otro punto B (que no esté en la recta
vertical que pasa por A). Se considera que la friccién y la resistencia
del aire son despreciables.

En términos modernos, se pretende minimizar el valor de la integral
I que representa el tiempo de descenso,

/ 1+ \y
2g9y(x

donde g es la fuerza de gravedad, ( A, (z1,y(x1)) = B. De-
bido a que la respuesta de Galileo fue 1ncorrecta, en su Acta Editorum
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de 1696 Johannes Bernoulli desafié a los mateméticos de la época re-
tomando el problema y formulandolo en los siguientes términos:

Datis in plano verticali punctis A et B, assignare mobili M
viam AM B, per quam gravitate sua descends, et moveri
incipiens a puncto A, brevissimo tempore perveniat ad al-
terum punctum B.

Newton, Leibniz, L’Hopital, Johannes y Jacobi' Bernoulli encon-
traron una solucion correcta por métodos distintos.

Asi, a principios del siglo XVIII, se buscaba resolver problemas,
muchos de ellos practicos, donde era necesario caracterizar curvas que
minimizaban o maximizaban alguna cantidad.

Aunque no todos los historiadores (e.g. [4]) consideran que Euler
se interesd en los problemas de esta naturaleza durante su estancia
en Basel con Johannes Bernoulli, es claro que su obra Methodus in-
veniendi lineas curvas maximi minime Proprietate Gaudendis de 1744
representd el nacimiento de un método general para abordar proble-
mas de una misma naturaleza. Hasta ese momento, muchos problemas
se habian resuelto con éxito pero no existian métodos generales para
tratarlos. Fuler en su Methodus, a través de consideraciones geométri-
cas, diferencias sucesivas y series, y cambiando derivadas por cocientes
de diferencias e integrales por sumas finitas, obtuvo férmulas que se
podian aplicar a una gran variedad de problemas. Aunque en ese mo-
mento el método era poco preciso, Euler lo ejemplifica con un gran
nimero de problemas concretos. El método de “méximos y minimos
aplicado a (lineas) curvas” busca las curvas para las cuales cierta mag-
nitud alcanza su valor maximo o minimo. Euler introduce las siguientes
condiciones:

1. El problema se plantea y se resuelve en un tinico segmento de las
abcisas.

2. Se introducen dos tipos de extremos absolutos y relativos.

3. Se define la forma funcional “como una magnitud integral in-

definida” ,
W= / Z(xayaylvy”?'“>dx

donde Z esta dada.

'He encontrado varia versiones de sus nombres, Johann, John, Juan, Jakob,
Jacob, James etc. Tomo aqui los nombres como aparecen en sus publicaciones.
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El método introducido es el siguiente: Supongamos que en [a, b] es nece-
sario elegir f(z,y) = 0 de manera que ff Zdx alcanza un valor critico.

Euler sustituye cada curva y = y(x) definida en [a, b] por una curva
poligonal dividiendo al intervalo en n partes iguales. Ademas aproxi-
ma la derivada por las diferencias finitas. De esta manera sustituye la
integral

b
W:/ Z(ZL’,y,y,,y”,"')dl’

por una suma de la forma

n—1
Sn = Z(xayaylay”?'“)dx
i=0
donde ;
—a
dr = ., xo=a,r; =T,_1 +dr
n
Y1 Y v Y~ Y Y2 — 2yt
Yi=0Di=—7F > Y =G = = .

dx dx dx?

Para ejemplificar este proceso, supongamos que Z sélo depende de
(x,y,y), es decir,

b
W:/ Z(z,y,y')dz. (1)
Se sustituye (1) por
n—1 y y
I Z(z g, P Y g 9
; (x,y,idx )dzx (2)

Para resolver el problema de busqueda de puntos criticos de (2) Euler
varia cierta ordenada arbitraria y,. La diferencia de los valores de [
correspondientes a la curva original y la curva modificada los iguala a
cero. Obtiene asi una ecuacién diferencial de las curvas criticas.

Si y,, se obtiene por un incremento vy, entonces (2) sélo cambia en
los términos que contienen a y,,, es decir,

Yy — Yv—1
7)7

yl/"rl - yI/ )
dx )

Z(Ty, Yo, .

Z(xu—lv Yv-1,
Considerando Z una funcién de tres variables (x,y, p), para calcu-
lar su incremento Euler derivaba Z respecto a x,y,p y sustituia las
diferenciales
dxi? dyw dpz
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yvn
>\\
Yy
Zg Ty Ly, xv—l—l Ty

por los incrementos de las magnitudes correspondientes

Liy Yiy Di

Asi,
dZ(xu—la yy—lupy—l) - dey—l + Ndyu—l + Pdpy—la

dZ(xy,y,,p,) = M'dx, + N'dy, + P'dp,.

Como el incremento es sélo en y,,

dxl/—l = dxl/ = dyl/—l = 07 dyl/ = Vp,

v, -V,
dp,—1 = _n’ dp, = -
Pr=t1 dx b dx
Por consiguiente:
Z(Ty-1,Yu-1, %)dw + Z(y, Yo, %)dw =

v, v,
= (P2 +Nvy,— P dz.
( dx+ v d:v)x

Pero P/ — P = dP y en lugar de N’ se puede escribir N, se obtiene

Un 1 prn _ _
(de-i-NVn de)dx dP + Ndz = 0.

Con el simbolismo actual esto significa

dz d dZ
d_y_@(d—y’) = 0. (3)

Esta notacion se debe entender en el siguiente sentido. El integrando
Z(x,y,y’) es funcién de las variables independientes z, v,y por lo que
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dz z d (dZ :
respecta a 25y a 5. Sin embargo para calcular %(d—y,) es necesario

utlizar que y’' y y dependen de x. Asi (3) queda transformada en:

az  d*Z ez , &z
dy dy'dx dy’dyy dy’dy’y

= 0. (4)

Esta famosa ecuacion que Euler publicé en 1736 sigue siendo la base
del célculo de variaciones. La ecuacién (4) no es la adecuada cuando los
integrandos son mas complicados. Euler siguié desarrollando su método
y aplicandolo a un gran nimero de ejemplos siendo esto lo que publi-
c6 en 1744.

Lagrange se interesé por el trabajo de Euler y cuando le escribié en
1755 describia lo que el llamaria variaciones. Una de las innovaciones de
Lagrange fue no variar ordenadas individuales de la curva minimizadora
o maximizadora y(z) sino introducir nuevas curvas entre los puntos
(a,y(a)) y (b,y(b)). Lagrange represent6 estas curvas como

y(x) + dy(x)

donde ¢ era una notacion especial que indicaba una “variaciéon comple-
ta” de la curva y.

y(7) + dy(z)

y(7)

La introduccion de una nueva curva en el integrando de W cambiaba
desde luego los valores de ésta. El incremento en W que denotaremos
por AW es entonces

b
AW = / Z(2,y + 6y, 9+ 0) — Z(z,y,y)] da (5)

Lagrange vi6 a Z como funcién de tres variables pero donde x no cam-
biaba y escribe el desarrollo de Taylor para una funcion de dos variables.
Asi obtiene

1 1
donde )
oW = / (Z,0y + Z, 0y )dz.
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Segun varios autores (ver e.g. [4], [8]) el argumento de Lagrange
para justificar que 6W = 0 no era correcto. Reproduzco aqui el argu-
mento que aparece en [6] donde Lagrange argumenta que dado que W
contiene los términos de primer orden para pequenas variaciones 0y y
dy’ debe dominar el lado derecho de (6) por lo que AW tendra el mismo
signo que 0W. Sin embargo, en un maximo o en un minimo W y AW
deben tener el mismo signo (esto no es muy claro). Por la expresion (5)
si y maximiza W entonces W y AW tendran signos contrarios. Esto
nos indica que 0W debe ser cero. Lagrange afirma que

)
dx
intercambiando d y . Esto es correcto pero para sus contemporaneos
no era claro y Euler lo aclaré posteriormente. La primera variacion 6W

es entonces )
d(d

Se concluye

d
Zy — %(Zy’) =0

obteniendo la misma ecuacién que Euler.

El enfoque utilizado por Lagrange permitié aplicar algoritmos se-
mejantes a los del célculo diferencial y este enfoque fue el que sin duda
entusiasmé a Euler. De acuerdo a algunos autores (ver e.g.[7]) Euler
detuvo sus publicaciones en el tema para permitir a Lagrange publicar
sus resultados, lo que ocurrié en 1762. Después de esta fecha, retoman-
do el término introducido por Lagrange de “variaciones”, Euler di6 en
una serie de trabajos una exposicién detallada, perfeccionada y con mu-
chos ejemplos de la recientemente nacida area del las matematicas: “El
calculo de variaciones”. El trabajo iniciado por Euler y Lagrange ha sido
extendido de muchas maneras por Bliss, Bolza, Carathéodory, Clebsch,
Hahn, Hamilton, Hilbert, Kneser, Jacobi, Legendre, Mayer, Weierstrass
por citar a algunos. Es indudable que en la matematica moderna y en
muchas de sus aplicaciones el calculo de variaciones y los llamados
métodos variacionales son fundamentales. En la bibliografia incluimos
algunos textos introductorios [5, 2, 3] asi como algunos mas avanzados
1, 8, 10].

La apropiacion del término “variaciones” para una nueva disciplina
muestra la genialidad de Euler no sélo desde el punto de vista mate-
matico sino en su calidad humana al reconocer el trabajo de un joven
alentandolo y haciéndolo propio.
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