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Introduccion.

A principios del siglo XIX, después de varios siglos de intentos in-
fructuosos por demostrar el V Postulado de Euclides a partir de los
otros cuatro, se abren paso las primeras ideas acerca de la posibilidad
de desarrollar una geometria no-euclidiana, geometria que se construye
negando el V Postulado y considerando vélida la hipétesis del angulo
agudo. La hipdtesis del angulo agudo implica que la suma de los angulos
internos de un triangulo es menor que dos rectos y que dada una recta
en el plano y un punto exterior a ella, hay una infinidad de paralelas
por ese punto a la recta dada.

Se suele atribuir la paternidad de estas ideas a tres grandes ma-
tematicos que las desarrollan de manera casi contemporanea y, al pa-
recer, independiente.

En 1826 Nikolai Ivanovich Lobachevski expone ante los miembros de
la Facultad de Fisico-Matematica de la Universidad de Kazan, sus ideas
acerca de una nueva geometria. El manuscrito, titulado Ezxposition suc-
cincte des principes de la Géometrie avec une demonstration rigoureuse
du theoréme des paralléles, fue entregado a una comision de profesores
de la misma Universidad y al parecer se extravié (Lombardo-Radice,
1974). Entre 1829 y 1830 Lobachevski publica en el periédico Kazans-
ki Vestnik algunos articulos bajo el titulo Acerca de los fundamentos
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de la geometria. Estos articulos constituyen la primera obra publicada
que se conozca, acerca de la geometria no-euclidiana. En 1835 publica
la Geometria Imaginaria. Més adelante, entre 1835 y 1838 publica por
partes los Nuevos Principios de la Geometria con una Teoria Completa
de las Paralelas donde se incluye el desarrollo completo de la que habia
denominado Geometria Imaginaria.

Por otro lado, en 1832 el mateméatico hingaro Wolfgang Bolyai pu-
blica dos volimenes de matematicas elementales titulados Tentamen.
En ellos retne sus ideas acerca de los principios de la matematica e
incluye, como un apéndice al primer volumen, una nueva teoria sobre
el espacio desarrollada por su hijo, Janos Bolyai (1802-1866). En es-
te apéndice, titulado La ciencia absoluta del espacio, Janos Bolyai da
una definicién de rectas paralelas y sus propiedades, y a partir de ello
desarrolla una geometria no-euclidiana. Janos Bolyai define las para-
lelas diciendo “S7 el rayo AM no es cortado por el rayo BN situado
en el mismo plano, pero es cortado por todo rayo BP comprendido en
el angulo ABN, diremos que al rayo BN es paralelo al rayo AM ...”
(Bolyai J., 1832, p. 5).

El otro gran matematico al que se suele considerar entre los iniciado-
res de la geometria no-euclidiana es Karl Friedrich Gauss (1777-1855).
A diferencia de N.I. Lobachevski y J. Bolyai, Gauss no dej6 publicacién
alguna que nos permita apreciar sus aportaciones a la nueva geometria.
La tnica informacién que se tiene al respecto se encuentra en las cartas
que intercambié a lo largo de mas de tres décadas con algunos colegas y
amigos. En éstas discute sus ideas acerca de la posibilidad de desarro-
llar una geometria distinta a la geometria euclidiana y presenta algunos
avances. Sin embargo, no deja de despertar cierta curiosidad el hecho de
que no existan publicaciones de Gauss sobre geometria no-euclidiana,
sobre todo cuando recordamos que este tema le interesé profundamente
y trabajé sobre él a lo largo de 30 6 35 anos de su vida, como él mismo
lo comenta en una carta dirigida a su amigo Wolfgang Bolyai en 1832.
Para satisfacer esta curiosidad seria quizas necesario salirse del ambito
de las matematicas y adentrarse en un analisis socio-histérico de la épo-
ca y del ambiente en el que vivié Gauss. Habria que analizar ademas la
personalidad de este matematico, astrénomo y geodesta aleman. No es
éste, sin embargo, el propdsito de este escrito. Aqui sélo comentaremos
que en las universidades alemanas de la época se consideraba que la
geometria euclidiana era la unica geometria que describia correctamen-
te el espacio. Como consecuencia de amplias discusiones al respecto, ya
en 1763 en la Universidad de Gottingen se habia declarado, de mane-
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ra oficial, la necesidad de someterse a la geometria euclidiana. Gauss
se formé en la Universidad de Gottingen, fue director del Observato-
rio Astronémico de Gottingen y varias veces decano de la Facultad de
Astronomia de esta Universidad. Esto es, pertenecia a las autoridades
académicas, era un académico reconocido y apreciado. Sus bidgrafos lo
describen ademéds como una persona que siempre trataba de evitar los
enfrentamientos, en particular con las autoridades (tanto las académicas
como las estatales); era muy conservador, nacionalista, tradicionalista
y admirador de la realeza y la aristocracia.

Esta informacién junto con los comentarios que hace el mismo Gauss
en alguna de sus cartas, pueden ayudarnos a formular algunas hipote-
sis que nos permitan entender por qué este gran matemédtico nunca
publico sus ideas acerca de una geometria no-euclidiana. En una carta
enviada a Taurinus en 1824, por ejemplo, Gauss pide absoluta discre-
cion con las ideas sobre geometria que alli va a expresar. En otra carta,
que envia a Bessel en 1829, manifiesta su temor a las reacciones que
pudieran provocar sus ideas acerca de la geometria al no ser debida-
mente comprendidas. Gauss temia exponer publicamente sus ideas, si
bien las discutia en privado, aunque siempre de manera muy sucinta
y solo al alcance de expertos en el tema. Exponer abiertamente sus
concepciones sobre geometria hubiera implicado criticar las ideas do-
minantes, enfrentarse con lo establecido, probablemente provocar una
reaccion oficial desfavorable. Parece que Gauss no estaba dispuesto a
enfrentar situaciones de este tipo.

Finalmente, es también interesante observar como su personalidad y
su caracter profundamente conservador influyeron en la produccion mis-
ma de sus ideas. Al analizar algunas de las cartas queda de manifiesto el
conflicto que se generaba entre sus principios conservadores y las ideas
innovadoras que lo empujaban hacia la aceptacion y el desarrollo de una
geometria no-euclidiana, y este conflicto parece haber frenado ademas
un desarrollo temprano y mas completo de la misma. Pero finalmente
Gauss admitié la posibilidad de una geometria distinta a la euclidiana,
que no asume como cierto el V Postulado, y esto le permitié desarrollar
varios de sus aspectos, aunque nunca los presenté publicamente.
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Las ideas de Gauss a través de su corres-
pondencia.

Los intercambios epistolares que Gauss sostuvo con amigos y colegas
y en los cuales discute sus puntos de vista acerca de los fundamentos
de la geometria, pueden dividirse en tres grandes periodos:

I. Periodo. En este periodo la correspondencia que sostiene Gauss
principalmente con Wolfgang Bolyai (carta de 1799 y carta de 1804)
revela su fuerte preocupacion por tratar de probar el V Postulado de
Euclides.

II. Periodo. Las notas personales de Gauss de 1813 y las cartas que
intercambia con Gerling (1816), Wechter (1816) y Olbers (1817) nos
hacen participes de las dudas que se estan gestando en Gauss acerca
de la unicidad de la geometria euclidiana. Ponen ademés de manifiesto
sus primeras consideraciones acerca de la posibilidad de que se pueda
desarrollar una geometria no-euclidiana.

III. Periodo. Este periodo abarca la correspondencia que Gauss in-
tercambio con colegas y amigos entre 1818 y 1832. En este lapso bastan-
te largo de tiempo se carte6 con Gerling (1818, 1819, 1832), Taurinus
(1824), Schumacher (1831) y Wolfgang Bolyai (1832). Se cuenta ademés
con sus notas personales de 1828. Tanto de las cartas como de sus notas
se desprende que Gauss ha llegado a aceptar la posibilidad de desarro-
llar una geometria no-euclidiana totalmente coherente, que no incluye
el V Postulado de Euclides, y la desarrolla, si bien no publica nada al
respecto.

A continuacién se comentan de manera muy sucinta estos tres pe-
riodos. Para ello se toman como referencia las traducciones parciales

y los comentarios que aparecen en Bonola (1906), Coxeter (1977) y
Lombardo-Radice (1974).

Cartas del 1. Periodo.

El interés de Gauss gira alrededor de la prueba del V Postulado de
Fuclides.

1799 - carta a W. Bolyai. Esta carta contiene, al parecer, el primer
registro escrito al que se tiene acceso de las ideas de Gauss acerca de
los fundamentos de la geometria. En ella Gauss da una prueba del V
Postulado de Euclides asumiendo su falsedad de manera similar a como
lo hicieran Saccheri y Lambert afios antes. No hay pruebas contunden-
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tes de que Gauss conociera los trabajos de estos ultimos. Sin embargo,
Gauss no queda satisfecho con la demostracién que realiza y comenta
en su carta a su amigo y companero de estudios Wolfgang Bolyai: “Por
ejemplo, si se pudiera demostrar que es posible tener un tridngulo rec-
tilineo cuya drea fuera mayor que cualquier drea dada, entonces estaria
listo para probar con absoluto rigor toda la geometria” (Bonola, 1906,
p. 65).

1804 - carta a W. Bolyai. Esta carta contiene algunos comentarios
de Gauss acerca de las paralelas y surgen en respuesta a la Teoria
de las Paralelas escrita por Wolfgang Bolyai. Conviene mencionar que
Wolfgang Bolyai se ocupé de este tema a lo largo de toda su vida. En
la carta Gauss expresa a su amigo el deseo de que logren vencer por
fin los obstaculos encontrados en estas investigaciones que preocupan a
ambos.

Cartas y notas del II. Periodo.

Gauss manifiesta su insatisfaccion con los logros obtenidos y empie-
za a discutir la posibilidad de desarrollar una geometria no-euclidiana.

1813 - de las notas de Gauss. En sus notas personales Gauss registra
el comentario siguiente: “En la teoria de las paralelas aun no hemos
progresado mds alld de Fuclides. Es una vergienza para la matemdtica
que tarde o temprano tendrd que adquirir otro aspecto” (Coxeter, 1977,
p. 388). Aqui no hay aun comentario alguno sobre una nueva geometria,
pero se expresa claramente la insatisfaccién con lo logrado hasta el
momento.

1816 - carta a C. L. Gerling. En esta carta Gauss retoma la discu-
sion acerca de las pruebas del V Postulado senalando el error cometido
por Legendre en su prueba. En ésta, asi como otras cartas de este
periodo, Gauss empieza a mencionar la idea de una nueva geometria
para la que existe una unidad absoluta de medida que llama la cons-
tante.

1816 - carta de Wechter. Gauss recibe una carta de Wechter. De
los comentarios de este tltimo se desprende que Gauss habia estado
discutiendo con él acerca de una nueva geometria que denominaba Anti-
Euclidiana. Wechter escribe “ Si su geometria Anti- Euclidiana es cierta
spor qué “la constante” queda indeterminada?” (Coxeter, 1977, p. 388).

1817 - carta a H. W. M. Olbers. En esta carta a Olbers hay evi-
dencias de las dudas que aun acechaban a Gauss y de lo dificil que le
resultaba aceptar la existencia de una geometria diferente a la Euclidia-
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na. Escribia: “Llego mas y mas a la conclusion de que no se puede probar
la necesidad de nuestra geometria (la euclidiana). Quizds en otra vida
obtendremos cierta comprension de la naturaleza del espacio, lo que por
ahora estd fuera de nuestro alcance”. (Coxeter, 1977, p. 388-389).

Cartas y notas del II1. Periodo.

Gauss acepta la posibilidad de una geometria no-euclidiana, da de-
finiciones y desarrolla demostraciones.

1818 - carta de C. L. Gerling. A peticién de Schweikart, profesor
de jurisprudencia, Gerling envié a Gauss un memorandum solicitando
su opinién sobre las ideas que en él se presentaban. En el memoran-
dum Schweikart afirmaba que existian dos geometrias: la Euclidiana y
la astral. Consideraba que en la geometria astral la suma de los angu-
los de un triangulo era distinta a 180°, era menor a 180°, y que esta
suma decrecia cuando el area del triangulo crecia. Afirmaba también
que, en esta geometria, si bien la altura de un triangulo rectangulo
isosceles crecia al crecer los lados del triangulo, ésta no podia superar
un determinado segmento que él, Schweikart, llamaba “constante”.

1819 - carta a C. L. Gerling. Gauss contesta a la carta enviada por
Gerling en 1818 y en ella alaba el trabajo desarrollado por Schweikart.
Comenta que el defecto angular de un tridngulo no sélo aumenta con el
area, sino que es proporcional a ésta. Anade también que él mismo ha
ampliado la geometria astral y que podria probar todo si se conociera
la “constante” de Schweikart.

1824 - carta a F. A. Taurinus. Gauss dirige esta carta a Taurinus,
sobrino de Schweikart, y le solicita explicitamente guardar absoluta dis-
crecion acerca de lo que le va a comentar. En esta carta encontramos por
primera vez una referencia explicita, por parte de Gauss, a la geometria
no-euclidiana: “No puedo encontrar contradiccion alguna que surja de
esta geometria no-euclidiana” (Coxeter, 1977, p. 389). Dird ademas:
“Lo que en este sistema repugna a nuestra razon es que, si éste fuese
verdadero, en el espacio ezistiria un segmento (geométricamente) de-
finido, si bien desconocido para nosotros. Sin embargo, me parece que
st prescindimos de la sabiduria verbal de los metafisicos, vacia de sig-
nificado, sabemos muy poco o casi nada de la esencia del espacio: no
podemos confundir lo que a nuestros ojos resulta algo no natural con
lo absolutamente imposible” (Lombardo-Radice, 1974 p. 34). Con este
comentario Gauss manifiesta claramente su inconformidad con las ideas
oficialmente establecidas. Por eso, quizas, insistio en la discrecion. Afir-
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ma ademéds que al suponer que la suma de los tres angulos internos de
un tridngulo es menor que 180° lleva a una geometria diferente a la
euclidiana, pero consistente, que él ya ha desarrollado completamente.
Menciona también la existencia de una constante, unidad absoluta de
longitud, cuyo valor no se puede fijar a priori.

1828 - de las notas de Gauss. Las notas personales de Gauss de
este periodo también dan testimonio de su preocupacion por el tema
en cuestion. Aparecen nuevamente registros de los intentos de Gauss
para probar, de manera independiente del V Postulado, que la suma
de los dngulos internos de un triangulo es 180°. Repite de hecho lo ya
desarrollado anteriormente por Schweikart. Prueba varias de las pro-
posiciones de Euclides siguiendo los pasos del mismo Euclides. Estas
notas sugieren la persistencia de cierta resistencia de Gauss en aceptar
una geometria diferente, de sus intentos por probar la validez absoluta
de la geometria euclidiana, y de lo dificil que le resultaba aceptar que
ambas podrian eventualmente convivir.

1831 - carta a H. K. Schumacher. Aqui Gauss comenta acerca de su
propio ensayo titulado Lineas Paralelas, no publicado, y escribe: “Des-
pués de meditar cerca de cuarenta anos sin escribir algo al respecto. . . he
empezado, por fin, a poner por escrito algunos de mis pensamientos pa-
ra que no mueran conmigo”. (Coxeter, 1977, p. 389). En este ensayo
Gauss da, entre otras, una definicion de lineas paralelas, demuestra que
esta propiedad es simétrica y transitiva y define puntos correspondien-
tes sobre dos paralelas.

1832 - recibe el escrito de Janos Bolyai titulado “La Ciencia Abso-
luta del Espacio”. En enero de 1832 Gauss recibe el texto de geometria
escrito por su amigo Wolfgang Bolyai en 1829. Este texto incluye un
Apéndice escrito por el hijo de Wolfgang Bolyai, Janos Bolyai, titulado
La Ciencia Absoluta del Espacio. Se dice que una primera copia del tex-
to ya habia sido enviada a Gauss con anterioridad, sin embargo, parece
que éste nunca la recibid.

1832 - carta a C. L. Gerling. En febrero de 1832 Gauss comenta,
en una carta a Gerling, acerca del Apéndice escrito por Janos Bolyai.
Entre otras cosas afirma que Janos ha redescubierto todas las ideas y
resultados que él mismo, Gauss, ya habia desarrollado. Considera que
Janos las ha sabido presentar de una manera muy elegante, si bien
demasiado concisa para que alguien no familiarizado con el tema las
pueda entender.

1832 - carta a W. Bolyai. Esta carta esta dirigida a Wolfgang Bol-
yai. En ella Gauss reivindica de manera muy sutil la primacia de las
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ideas expuestas por Janos Bolyai en el ya citado Apéndice. Dice que
lo desarrollado por este ultimo coincide casi totalmente con lo que él,
Gauss, habia estado pensando en los ultimos 30 6 35 anos. Anade tam-
bién que si bien no habia tenido la intencién de publicar estas ideas,
finalmente habia decidido hacerlo para que no murieran con él. Sin em-
bargo, con gran sorpresa constata que se le estd ahorrando esa molestia
y manifiesta su alegria por el hecho de que sea el hijo de un viejo amigo
el que se le haya adelantado en ponerlas por escrito. Hace ademas algu-
nos comentarios corrigiendo la nomenclatura usada por Janos Bolyai.
Finalmente afirma que él tiene otra manera de proceder para demos-
trar que la suma de los angulos de un tridngulo difiere de 180° en una
cantidad proporcional al area del tridngulo, e incluye en la carta una
prueba, puramente geométrica, que consta de siete pasos.

Si bien las cartas y las notas de Gauss aportan elementos muy valio-
sos que nos permiten conocer las ideas de Gauss acerca de la geometria
no-euclidiana en distintas etapas de su vida, no encontramos en ellas ni
una exposicion clara y sistematica de esta nueva geometria ni un desa-
rrollo detallado de las pocas demostraciones que alli se incluyen. Tanto
en sus notas como en sus cartas Gauss es muy escueto, no proporcio-
na detalles, se dirige exclusivamente a los pocos iniciados en el tema.
Parece que Gauss cuida siempre que sus ideas respecto a la geometria
no-euclidiana no trasluzcan demasiado y, eventualmente, le acarreen
problemas. Muy diferente en este aspecto es, como ya lo mencionamos
al principio, el trabajo de Lobachevski, que es el tinico que desarrolla
plenamente y en detalle la nueva geometria y externa publicamente sus
ideas en multiples ocasiones.

A partir de las cartas y las notas personales de Gauss no es facil
apreciar plenamente hasta qué punto habia desarrollado la nueva geo-
metria. Sin embargo, si nos tomamos el trabajo de hacer explicitos los
pasos que subyacen a las demostraciones que Gauss presenta de manera
muy concisa y escueta, nos damos cuenta del grado de este desarrollo.
Con este propésito a continuacion se analiza la demostracién que in-
cluy6 en la carta dirigida a Wolfgang Bolyai en 1832. Para ello nos
basamos en la traduccién de la misma que aparece en Coxeter (1977).

Como ya se menciond, en la carta que dirige a Wolfgang Bolyai en
1832 Gauss incluye una demostracion de siete pasos en la que prueba
que la suma interna de los dngulos de un triangulo puede ser menor
que 180° y que ésta difiere de 180° en wuna cantidad proporcional al
area del tridngulo.
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A continuacién se presenta la demostracién de Gauss (se usa la letra
cursiva para resaltarla) y se comenta cada uno de los siete pasos.

El primer paso de la demostracién de Gauss incluye una afirmacién
acompanada de una figura:

I. Tres lineas paralelas por pares en direcciones opuestas forman un
tridngulo T triplemente asintotico.

Figura 1.

Ante todo hay que analizar qué implica esta afirmacién. ;Puede
existir un triangulo triplemente asintotico? La contestacion es afirma-
tiva si se considera que:

1. dada una recta y un punto exterior a ella, existen dos paralelas a
la recta que salen del punto en sentidos opuestos;

2. dado un angulo siempre existen dos lineas paralelas con ese angulo
como angulo de paralelismo.

Gauss en su ensayo titulado Lineas Paralelas (no publicado) defi-
nio qué entendia por paralelas:

Si las lineas rectas coplanares AM, BN no se intersectan
mutuamente mientras que cualquier linea recta que pasa por

A entre AM y AB corta BN, entonces se dice que AM es
paralela a BN.
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8 

M
A

Figura 2.

(Bonola, 1906, p. 67-68)

Esta definicion implica que la paralela a BN por el punto A es el
primer rayo, de un haz de rayos que salen de un punto, que no corta
la recta BN. Gauss no menciona de manera explicita el angulo de
paralelismo pero lo usa. Se trata del angulo que forma la paralela a
una recta dada con la perpendicular a la misma recta trazada desde el
punto del cual sale el rayo paralelo. El angulo de paralelismo se suele
indicar con 7(a) donde a representa la distancia del punto a la recta.

Figura 3.

Con estas premisas construyamos un triangulo triplemente asintoti-
co. Para ello consideremos una recta y un punto A exterior a la misma,
a una distancia a

//\

Figura 4.
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Tracemos las dos paralelas a la recta por el punto A indicando con
7(a) el dngulo de paralelismo correspondiente

Figura 5.

Al bisectar el angulo m — 27 (a) se obtienen los dngulos 7(c)

Figura 6.

El éngulo 7(c) puede ser también un angulo de paralelismo y, por lo
tanto, a la distancia ¢ del punto A y perpendicularmente a la bisectriz
del dngulo m — 27(a) encontraremos la paralela correspondiente
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Figura 7.

Hemos construido asi un triangulo triplemente asintético constitui-
do por las tres rectas ab, cd y ef , que son paralelas por pares en
direcciones opuestas: ab paralela a dc, cd paralela a fe y ef paralela a

ba.
/ O

b T C
f e
Figura 8.

En el segundo paso de su demostracion Gauss afirma:

II. El drea de T es finita (si asi no fuera se podria aprorimar por
un tridngulo ordinario de drea arbitrariamente grande, lo cual
volveria euclidiana a esta geometria).

Para entender esta afirmacién hay que remitirse a la carta de 1799
que Gauss escribié a Wolfgang Bolyai en la que se puede leer “Por ejem-
plo, si se pudiera demostrar que es posible tener un tridngulo rectilineo
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cuya drea fuera mayor que cualquier drea dada, entonces estaria listo
para probar con absoluto rigor toda la geometria” (Bonola, 1906, p. 65).
Al no poder probar esta afirmacién Gauss acepta la hipdtesis contraria,
lo que implica que el tridngulo en cuestion tiene un area finita.

El tercer paso de la demostracién consta de la afirmacion siguiente:

ITI. Una linea fe y dos lineas a ella paralelas desde un punto exterior
A forman un tridngulo doblemente asintético cuya drea es una
funcion f(¢) del dngulo externo en A, drea que crece desde f(0) =
0 hasta f(m) =t.

f Figura 9. e

En efecto, podemos observar en la grafica que cuando el angulo
¢ = 0, las dos paralelas a la recta fe forman entre si un angulo de 180°
y estamos, por lo tanto, en la geometria de Euclides. Desaparece asi el
tridngulo doblemente asintdtico y, por lo tanto, su area f(0) es igual a
cero. Por lo contrario, cuando el angulo ¢ tiende a 7 nos aproximamos
al triangulo triplemente asintotico ya mencionado en el primer paso de
esta demostracion, cuya area f(m) esigual a t .

En el cuarto paso se afirma:

IV. En la siguiente figura vemos que f(¢) + f(m — ¢) = t.

Figura 10.
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Lo que se observa aqui es que Gauss descompone el triangulo triple-
mente asintético en dos triangulos doblemente asintéticos. Si recorda-
mos la manera en la que se procedioé para construir el tridngulo doble-
mente asintotico, nos damos cuenta que esta descomposicion es posible:

Si se acepta ademads la afirmacién hecha en el paso tres, queda evi-
dente este cuarto paso.

El siguiente es el quinto paso de la demostracion de Gauss:

V. En la siguiente figura vemos que

f@)+fW)+ flm—¢o—1)=t.

Figura 11.

Para aceptar esta afirmacién hay que considerar otra construccion
de un tridangulo triplemente asintético. Consideremos la recta bb’ y un
punto A exterior a la misma. Tracemos las dos paralelas a la recta que
salen del punto A. Llamemos v al angulo externo en A.

A
4
A’
-
b b’
Figura 12.

Podemos considerar ahora a ¢ como un angulo de paralelismo y
construir la paralela dd’ a la recta AA’.
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Figura 13.

Consideremos ahora el angulo (¢+1)/2 como angulo de paralelismo
y construimos la paralela correspondiente ee’.

Figura 14.

Consideremos ahora los tres tridngulos doblemente asintéticos bAY
dAd' vy eAe’. Por el paso tres el drea de estos tres tridangulos serd respec-
tivamente f (1), f(¢) y f(m — ¢ —1)). De lo cual se obtiene la siguiente

ecuacion f(9) + F(¥) + fr — ¢ — ) = .

Sigue el sexto y peniltimo paso de la demostracion:

VI. Dado que f(¢)+ f(¥) =t— f(m—od—1) = f(o+), f(d)/0 es
constante y es f(¢)/o =t/7.
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Del paso cuatro se tiene que f(¢)+f(m—¢) = tosea f(¢) = t—f(n—
®). Si ahora se sustituye en esta expresién el angulo ¢ por el &ngulo ¢+
se tiene que: f(p+y)+f(m—p—1) = testoes f(p+1)) = t—f(m—p—1)).
Pero por el paso V sabemos que f(¢) + f(¢v) =t — f(m — ¢ — 1), por
lo tanto se tendra, f(¢)+ f(¥) = f(o + ).

Lo anterior implica que f(¢ + @) = f(¢) + f(¢) = 2f(¢). Se trata
por lo tanto de una funcién lineal. Esto nos permite afirmar que la rela-

cién que existe entre el angulo y el area debe ser constante. En efecto,
consideremos ¢ = ni, se tendré: f(¢)/¢ = f(ny)/np = nf(W)/ny =
fW)/v.

,Cual es esta constante? La constante en realidad se proporciona
desde el paso tres, cuando se afirma que el area es funcién del angulo
externo y ésta crece desde f(0) = 0 hasta f(7) = t. Tendremos asi que
para todo dangulo la relacion entre éste y el drea es f(¢)/¢ =t/m.

Este es el ultimo paso, el séptimo, con el cual Gauss termina la
demostracion anunciada:

VII. En la siguiente figura vemos como un tridngulo T triplemente
asintotico puede descomponerse en un tridngulo finito ABC de
drea digamos Z y tres tridangulos doblemente asintoticos cuyas
dreas son:

Figura 15.

De donde t = a+0B+~v+7Z = ({t/m)(A+B+C)+Z yZ =
(t/m)(m—A—B—-C).
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Ante todo veamos que es factible llevar a cabo la construccion pro-
puesta'. Consideremos un tridngulo triplemente asintético y tomemos
un punto arbitrario en su interior. Tracemos a partir de este punto
las dos paralelas a la recta bb'. Por transitividad estas dos rectas son
a su vez paralelas en un sentido de paralelismo también a d'd y a €’e
respectivamente.

e d’
e d
///\\
b b’
Figura 16.

Tomemos ahora otro punto arbitrario sobre la paralela comun a b'b
y €'e y tracemos a partir de este punto la otra paralela a la recta ee’.

Figura 17.

!Para esta construccién no se tomard en consideracién el axioma de Pasch —que
afirma que “una recta que entra a un tridngulo por un vértice sale por el lado
opuesto a ese vértice”— dado que Pasch es posterior a Gauss.
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Prolonguemos ahora la paralela comun a bb’ y d'd hasta que cruce
la paralela a ee’. No hay duda de que llegara a cruzarla dado que e€’,
su paralela y dd' se acercan asintéticamente, mientras que la paralela
comun a bt y d'd, que es la que estamos considerando, se aleja cada vez
més de d'd cuando la prolongamos (esto por definicién de paralelismo).

Hemos construido asi un triangulo finito, cuyos angulos denotaremos
como hace Gauss con A, B y C'y cuya area se designara con Z.

Figura 18.

Las areas de los tres triangulos doblemente asintdticos obtenidos se
pueden expresar en funcion de la constante determinada en el paso seis:
a=f(A)=(t/m)A, 8= f(B)=(t/m)B,v=f(C)=(t/7)C.

Considerando que el area del triangulo triplemente asintético es
igual a t, se tienet =a+F+v+ 2 = (t/7)(A+ B+ C) de donde el
area del tridngulo finito resulta ser Z = (t/7)(m — A — B — C). Por lo
tanto, la suma de los angulos de un triangulo finito difiere de 180° por
una cantidad proporcional a su érea, ya que: A+ B+ C =7 — Z7/t.

Comentario a modo de conclusion.

La demostracién que acabamos de analizar y cuyos pasos hemos
hechos explicitos, nos permite ver hasta qué punto habia desarrolla-
do Gauss sus ideas acerca de la geometria en la que se supone como
cierta la hipétesis del angulo agudo en sustitucion del V Postulado de
Euclides. Podemos asi observar que Gauss estaba usando de manera
implicita muchas de las ideas fundamentales sobre las que se sustenta
esta nueva geometria. Esto reafirma lo que él mismo habia comentado
en sus cartas cuando decia haber avanzado mucho en el desarrollo de
esta nueva geometria. Sin embargo, a diferencia de N. I. Lobachevski
o Janos Bolyai, no hay evidencias que nos permitan afirmar que Gauss
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logré el desarrollo completo de una geometria no-euclidiana. Este pro-
bablemente estaba en su mente pero no dejo testimonios escritos y bien
estructurados de ello.
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