UNA CARACTERIZACION SENCILLA DE LAS TSOMETRIAS.

Robert Cabane®*

Introduccidn.

"En este trabajo estudiamos las isometrias del
espaci0 éuC1idianb‘iRn}iEstas transfdrmaCiones se conOcén
usualmente como aquellas que préSefvan'las distanciask'Primef
ré»recordamos cémo‘se_felacionanfcon 1as-apiicacionesvortogo-b

nales del-espacio\vectoriai.euclidiano'iRg (teorema 1).

El resultado principal ‘dice que, dada una trans
formacién de R", es suficienté‘que preSérve las distancias
;guales a paraﬂque.séa isometria (teorema 2). Este criterio
era ya conocido para:-n=2 { 1] ; alin en este casdﬂ,nueétra¢prue—
ba reSulta‘menosiintrincada;iy, segﬁn creemos, originai.

Lé‘idea>fundéméntalvque,usamo$>es‘bonstfuir
"figuras rigidas";'o sea conjuntos finitos de puntos sobre
1os cuales la transformacién actia isométricamenté. Por ejemplo,
para n=2, convienen el tridngulo equildtero y (segfin se proba-
rd) el rombo, de lado 1. Logrambs asi probar qu las distan-
cias préservadas forman un conjunto denso en ‘Rw, y conclui-
mos con uh argumento de paso al limite, que estd muy relacio-‘

nado con la continuidad.
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Notacidn.
B Suponemos que el lector . conoce 1a geometrla

' euclldlana en R" s Y un poco de- andlisis én R, Sea Q el espa-

 c1o‘euc11d1ano IR'» Dados dos puntos My P de Qo denotaremos
MP su dlstanc1a M+P el punto cuyas coordenadas son la suma de
las coordenadas de M y P; I Ml y <M,P> la norma y el producto
éscalar euclidianos. Para mayores detalles'sobre‘la geometria
afin euclidiana, véase [2].
abB. Sea f una transformacién de 2,0, maskgeneral—

_mente, de T en Q 51endo T unz&uerto de Q. Denotaremos f(M)aM'.
Diremos qué la distancia £ > 0 es "preservada" por f 51, para ~
cualquier par de puntos M y P,,con MP=£, se tlene. MP—M P,
‘Sea A €1 conjunto de 1as3Wdistanc1aé'preservadas7p6r'f“;v

c.'Llamamds "simplejo" de Q‘toda figurafformada
por n+1 puntos {AO,.. A } que no se hallen todos en un mismo
h1perp1ano El s1mp1eJo es "regular de 1ado 1" 51 se tiene |
radamés A, AJ—] para todos iy J d15t1ntos Denotaremos el |
centr01de del simplejo regular por: G-(A0+A1+.;;+Ah)/(n+1).
Denotaremoé,también por'H(B15;‘;,Bn)_elihiperplano generado 3
“por‘n-puntosiindépéhdiéntés B1;.};,Bn. I | |

d Llamamos "1sometria" de Q toda transforma-:
cién g de Q tal que w(M) g(M) g(O) deflna una ap11cac1on 11nea1
y ortogonal (o sea, para todos los puntos My N y nﬁmeros

reales X,y se tlene < w(M), ¢(N)> . < M N > ,
e CMIYN)= x 9 () 4y 0(N)).



~Teorema 1. Sean I un abierto de @, y £i I' » Q una aplicacidn
que preserva las distancias. Entonces f es la restriccién a

. T de una isometria.

,Prueba.'Cohsideremos un simplejo,regular {AO,...,A } incluido
en‘P. Cualquler punto M de Q estd determinado por las n+1 dlS’

tanc1as A M En efecto, si se tuv1era, para todo iz AiM A N

entonces: AOMZ. -AgNE-AMPeA NP0

0 sea: < M-Aj,M-Ay>- < N-A NA0> < M-Ay MA>+<NA N-A>=0

0,

< M-N,M-AO>+< N-A;,M-Ay> - < N-M,N- A0> < M- AO,N Ay

- < M N M- A > - < N A M- A >+-/ N4M,N~Ai>-< M-Ai,N-Ai>

]

vDespeJando y agrupando se obtlene

i
=

< M-N, M+N 2A0> < M N, M+N ZA >
< M N ZAi—2A0>w—2 <»M_N’ Ai«AO? ‘

I
o

Entonces MfN Seria ortogonél-a_n_Vectores.indepepdientés,,pQr
lo tanto nulo, asi-que M=N, Médiante dos traslaciones (que son
,ylsometrlas) podemos suponer que AO-Ab-OQ Deflnamos entonces
g: 2> Q por 11nea11dad a partlr de g (A ) A1,7.,,g(A ) A')‘

Sean M= Z Al A y N= Z uJAJ dos puntos de Q Tenemos:

llA:'L||2+||A'||2 Iay A'Ilz
< g™ N> T A, .,<.A!,A!>=,EZ'>\. N
»g(),g() E uJ} R 1uJ} TN
a R EATN ||2-||A AN o o
=2 2Z Asus 1 J — =<M,N> puesto que £ preserva

17 : 2

: 1as d15tanc1as, g es asi una 1sometr1a que c01nC1de con f en
' .AO’A1’7"
d15tanc1as_ A iMs entonces M y g(M) verlflcan A'M' A' g(M) =AM;

«An' Para M elemento de T, f y g preservan las n+1

apllcando lo anterior al slmplejo {A',,. A'} obtenemos M'“g(M).



]vTeofemé 2 “Sea f: Q Q. SiAnoes {0}; ént6ndes: A =R,
y f es una isometr1a.' k o |
La prueba se d1v1de en varlos 1eﬁés.:g
Lema 1. Podemos suponer que 1. pertenece a A )
Basta reemplazar £ por f' =h g £ o h, slendo h una homotecia .

de razén "'k # 0, y k un elemento de A.

Dado un simplejo regularyde'lado 1: {Ag, . ,AL),

sean hn la distancia de Ay a‘H(A1,..;,An),“y-rn Ai'G para
i=0,1,2;...,n. Ahora calculamos estas distancias.
: )

Lema 2. Se tiene:’hn--/ %%l‘ y rn=/ _n

2n+2

Prueba: por inducciéh.,Para n=1 fenemos dos puntos, y h1=1,

o ' . .’.=/n"=n‘v .
r1f1/2,»Supon1endo.‘hn_1 " 2n-2  n-1 rn_1,‘cons;deramqs
un simplejo {Ajy,..:,A }, su centroide G, y K la proyeccidn

oftogonal de Ad sobre H(A1,.;..,An).'Por simetrfa, K es el’
centroide del simplejo n-1 diménsional'{Ai,...,Ah}, y el teo-
rema de Pitdgoras implica: ‘

2

2.2 _ .2 . m1% n . _ o
By Y The1 T by * ('n')f Tz -
'_o sea: h_ = E:l ;

n- 2n
-~ "Por.otra parte, tenemos:‘AbﬁG = AOﬁK+K~G, Y

_por lo tanto

) ‘ n o
Ag-G=AgK + cz A, )/nv(Z A )/(n+1)- AO K +d - 11)>$A1—A0/(nf1)

=A_0'K’ + (? Ay) (nf(_r}+1 )-Ay/ (p+1 ).=A,-K+(K-Aq)/ (nfl ) =n2—1“(A0'B



ST

Tomando normas obtenemos‘ G Ag= n+1 K Ap= n+1 h, = / 2n+2 .

(Este cédlculo puede 1nterp1etarse como un cdlculo de barlcentros,

o sea centroides de puntos, pero con distlntos pesos El lec-

tor podri consultar a' este efecto 1a referenc1a [2] )




Lema 3. Existe un simplejo'{BO,..,,Bn} tal que, para j > i > 0:

_BdBi=1 y:»BiBj=2hn‘ Sean K' la proyeécién ortogonal de By sobre

1

H(BT"f'?Bn)’ y h) = ByK'. Entonces se tiene que: h‘ iy

Prueba:JCQnsideremos un 51mp1ejo regular n-1- dlmen51ona1
{Bq?f.f;Bn},‘de lado 2hn, y su centroide K'; B, K! Vale 2 hyro 4
“pofve14lema 2, o sea: V1- —7_<_T, Existe, pues, un punto B0
sobre ia recta ortogonal an{B1,.,Q,Bn} en K', tal que:

ByB,=1 > B1K'. Por simetria, resulta también: B,B;=1 para

i > 1. Finalmente obténeﬁbs«por e14£eorema de Pitdgoras:

B-OKT2 + K'B%\: 1 = h’24 (2 h ”rhmi)z,’o sea: hﬁ2=1-(1-1/n2)

que es el resultado deseado (vease la figura 2)

‘ En los prox1mos dos lemad, txatamos de encon—_
trar un par de elementos convenlentes de A dlstlntos de 00y 1.
Lema 4. A contiene 2hn y Zhﬁf
Prueba: Sean AO y'BO tales que: AOBO'-‘= Zhn' La interseccién del
hiperplano bisector de A0BO y de la esfera de centro AO, Ta-
dio 1, da 'una esfera n—1-dimeh$ional, que consta de los buntos
a distancia 1 de A0 y B0 En‘esta“ﬁltimé.inscribimos un simplejo
regular n-1- dlmen51ona1 {A1,.. ;An}; Su lado vale 1, pues el
radio de la esferaes segln Pltagorasv: /1?11—21 = rn_'1 . Resultan asf
{Ad,A1,...,An}fy’{BO,A1,L..;An} simplejos regulares de lado 1.

Las esferas devcentro AO, radiO'Zhn, y dé'cen~

tro By, v
la primera, y que el didmetro.de esta vale: 4 h, > 1. Elija-

radio 1, se intersectan, puesto que B, pertenece a

mos entonces un punto D comlin a ambas esferas. Construyamos
finalmente {Cl""’cn} en el hiperplano bisector de AyD, como

lo hicimos para {A,,...,A } (véase la figura 3).



-~ Ahora probamos que {AO’A1?"’An’B0} y

{A‘,A%,,;.,Aﬁ;Bb} son_isométrigos. Es evidente ya para los

simplejos presentes. Si Aévy‘Bb coincidieran, entonces resul-
2. 1 vt = tHY = < - Ve . . )

taria: BODO AoDO 06 2 hn seglin Ab y D0 colncldgn 0 no.

'Esto‘cdntradice‘ia'hipétesis B0D0=1, lo que prueba 1o deseado.

En particular ténemos~que: ApB=AyBy=2h , © sea, que. Zh_ perte-

nece a A.

Para 2h£ razonamos con simplejos andlogos a los
que vimos en el lema 3, "opuestos por la base". Tendremos enton-

ces, para j > i > 0: AoAi=BOAi=AOCi=D0Ci=1; y: AiAj=CiCj=2hn.

Cqmo zh, peftenecg a A, {A ..,An,BO} y {A'?...,Aﬁ,Bé} sop‘

0"
isométricos, a menos que AbDb valga 1. Esto no sucederd para

n > 2, porque entonces: Zh! # 1.




@

En el caso n=2, construimos también otro elemento de A, dis-

tinto de 0,1 y 2h, = /3:

Lema 5. Si n vale 2, entonces 1/2 pertenece a A.

- Prueba: Consideramos.primero dos puntos A y B a distancia 2,

y la figura {A,B,C,D,E} que consta de dos rombos (véase la

- figura 4).»Graciés.a1 lema 4, thransforma cada rombo ‘isomé-

tricamente. Entonces {A,B,C;D;E} y {AF,B',C',D',E‘} son iso-

métricos, y tenemos: AB=A'B'=2. 0 sea, 2 pertenece a A.

Fig.4 .

Sean ahora AyB a;distancia’T/Z; y la figura:

{A,B,...,I} formada'por varios romes'(véase la figura 5).'Como

‘ A’contiene 1'y.2, f transforma isométricamente {A,C,D,F,H} y

{A,C,E;G,I}, Es.imposible que E' y D' coincidan: se tendria

én tal caso H'=G',I'=F',F'H'=F'G'=2. Sin embargo, considefando



o1 -




el tridngulo A'C'D', se ve que F'H' es mehor que A'é*éx, Contra—
d1cc1on por lo cual £ es 1sométr1ca sobre toda la flgura y
A'B'=AB=1/2, que pertenece por lo tanto a A.-

Lémq 6. (Kronecker) Sea z unvirracionai poéitivo} Entonces
G={p-qz/p e N, q EIN} eé denso en R, o

-Esta prop1edad se demuestra por métodos elementales, pero sale’
del enfoque de este artlculo _El lector podrid consultar [3] ‘a n

“este efecto.

De 105 lemas 1, 4 y 5 vemos que 51‘f preserva la"
disténcia'1v entonces tamblen preserva las dlstanc1as 2h y
Zh' (J— y 1/2 si n= 2) Eleglmos estas d15tanc1as porque gene-
ran por productos un subconJunto de A denso eniR » como lo
asegura el siguiente lema. |
Lema 7. A es denso en R, .
Prueba: Sean hfla homotecia de razdn Zhn? y: g=h'; fo h. Si
tenemos: AB=1, entonces resulta también h(A)th)=2h' v
C£(n(A))£(h(B))=2h (Lema 4) y finalmente: g(A)g(B)=1; g pre-
serva pues, la distancia 1. Esto 1mp11ca, como para- f, que
g presérva las disfanéias Zhn y Zhﬁ; f preserva ahora las
distancias (Zhn)2 y (Zhn)(Zhﬁ)? puesto que:“f=‘h 0 g o hf_1
‘Usando la homotencia h' de razén‘Zhﬁ, obténemos de’igual maqgr%’
(ZhAjZ ;.A. Procediendo por doble‘ihducciéh para‘hbmotécias
hpf1,(h’)q71,'se prueba del mismo quo que A coﬁtienevtodos
'105 (Zhn)p(Zhﬁ)q péfa_p y q enteros positiﬁos..Paraﬂan obte-
nemosf‘(/g_)p/Zq £ A;

Apllcamos el 1ema 6 a Log A, que contiene e1e~
Log 2h

1
Log Zhn

mentos - p Log 2hn+ g Log ZhA. Basta averiguar que



Log ZH

. . =
es 1rrac10na1 81 se tuv1era. EEE"TE"_ = - F con a y b enpe_
" ros, resultarla. (Zh )@ (Zh ) )b(Z/ n+1 , 0 sea:
22b+a(n+1) = nabe, absurdo puesto que nf1 no divide a n.
Para n=2, obtenemos PQ 1/z _ %., o sea 3a=22b; Absurdo
' : Log V3 : ~
también.

P@ueba del teorema 2: Sean Ay Ben @ k y £ en A tales que,

‘para toda n = 0: AB-£ < kn < AB, y'que: £Lim £n=0. Como las
B : ~ ' N> - :
desigualdades triangulares son vilidas, existe C, tal que:

=1 . = . . S e CIRU= .
ACr.1 kn’ y: Cn_B\ Ln. Obtenemo§. A'Cﬁ knf CnB Ln, y
k-2, < A'B' < kﬁ+ £, por desigualdad triangular. Pasando al
limite, y notando que’Zim'kn‘= AB, se tiene: AB=A'B'. El teo-
i n-—>o ) : .
rema 1, con I'=Q, da el resultado.

Corolario. Sea f tal que existan k y k' positivos, y que para
todos M y P se tenga M'P' = k' si MP=k. Entonces f es‘una

'semejanza de razén k'/k,

Esto resulta del teorema ' al considerar:
-g=h' o f oh; hyh' siendo homotecias de razones k y 1/k'

respectivamente.

Hcmés prdbado recientemente el'teorema siguien-
te:
Teorema 3. Sean T un abierto conexo de Q = Rz,‘de'radio T
es la cota superior de los radios de discos-incluidos en T),

y £: T'+Q que preserva la distancia £. Si se tiene: r > 22,
entonces f es la restriccidén de una isometria a T.

La prueba sigue los mismos métodos, usando esta
vez distancias diddicas. Se verifica que las construcciones

necesarias para probar que f es isométrica en un pequefio disco



"'caben'' en T'v, ¥ luegd se eict‘i_-;:end,e‘ progresivam
‘dad a T , gracias a su conexidad por arcos, No Sabemdquué

sucede en el caso: r < 24.
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