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UNA CARACTERIZACION SENCILLA DE LAS ISOMETRIAS. 

Robert Cabane* 

Intróducción. 

En este trabajo estudiamos la.s isometrías del 

.espacio euclidiano lR.n. Estas transfo'rmaciones se conocen 

usualmente como aquellas que preservan las distancias~ Prime

ro recordamos cómo se relacionan con las aplicaciones ortogo

nales del espacio vectorial euclidiano lR.n (teo~ema 1). 

El resultado principal d.ice que, dada una tran~ 

formación de lRn, es suficient~ que preserve las distancias 

iguales a 1 para que sea isometria (teorema 2). Este criterio 

era ya conotido p~ra / n=2 [ 1]; ·aún en este caso, nuestra prue-

ba resulta menos intrincadai y~ segfin cr~emos, original. 

La idea fundamental que usamos e~ construir 

"figuras rígidas", o sea conjuntos finitos de puntos sobre 

los cuales la transformación actúa isométricamente. Por ejemplo, 

para n=2, convienen el triángulo equilátero y (según se proba

rá) el rombo, de lado 1. Logramos así probar que la~ distan

cias preservadas forman un conjunto denso en lR+' y conclui

mos con un argumento de paso al límite, que está muy relacio

nado con la continuidad. 
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·a. Suponemos que el lector conoce la geometría 

lRn, y un poco de análisis én R. Sea íl el espa ... 
n . . 

R ~ Dados dos putitos M y P de íl • denotaremos 

MP su distancia; M+P el' punto cuyas coordenadas son la suma de 

las coordenadas de M y P; 11 M 11 y <M, P> la norma y el producto 

escalar euclidianos. Para mayores detalles sobre la geometría 

afín euclidiana, véase [ 2]. 

b. Sea f una transformación de íl~o, más general

mente, de r en íl, siendo Tunabierto de íl. Denotaremos: f(M)=M'. 

Diremos que la distancia .t. ~O es "preservada" por f si, para 

cualquier par de puntos M y P, con MP=.t., se tiene: MP=M'P'. 

Sea 6, el conjunto de las ''distancias preservadas por f". 

c. Llamamos "simplejo" de íl toda figura formada 

por n+1 puntos {A0, ... ,An} que no se hallen todos en un mismo 

hiperplano. El simplejo es "regular de lado 1" si se tiene 

además: A.A.=1 para todos i y j distintos. Denotaremos el 
. ·. 1 J 

tentroide del simplejo regular por: G=(A0+A1+ .. · .+An)./(n+1). 

Denotaremos también por H (Bp .•. , Bn) e1 hiperplano generado 

por n puntos ind~pendi~ntes B1, .•. ,Bn. 

d. Llamamos· "isometr:í'.aí' de íl toda transforma-. 

ci6n g de íl tal que ~(M)=g(M)-g(O) defina una aplicación lineal 

y ortogonal (o sea, para todos los puntos M y N; y números 

reales x,y se tiene <·~(M), ~(N)> = <·M,N >, 

~(xM+yN)= x ~(M)+y ~(N)). 
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·Teorema 1. Sean r un abierto de íl, y f; r + íl una aplicaci6ri 

que preserva las distancias. Entonces f es la restricci6n a 

r de una isometría. 

Prueba. Consideremos un simplejo regular {A0 , ... ,An} incluido 

en r. Cualquier punto M de íl .está determinado por las n+1 dis¡ 

tancias AiM. En efecto, si se tuviera, para todo i:A1M=AiN' 

entonces: A0M2 -A0N 2 ~A1M2 +A1N 2 =o. 

"' 

O sea: < M-A0 ,M-A0> - < N-.A.0 ,N ,.A0> - < M-Ai ,M,-Ai> + < N-Ai ,N-A1>=o 

= .< M-N M-A > + < N-A ~1-A > - < N. -M N-A > - < M-A N-A '.> 
' O O' O ' O· O' O 

- < M-N, M-A. > - < N-A. ,M-A.> + < N...;M,N-A.> - < M-A. ,N-A.> 
. . . 1 1 1. 1 1 1 

Despejando y agrupando se obtiene: 

< M-N, M+N-2A0> - < M-N,. M+N-2A1> = O 

< M-N, 2Ai-2Ao>= 2 < M-N, Ai-Ao> = o 

Entonces M-N seria ortogonal a n vectores independientes , por 

lo tanto nulo; así que M=N. Mediante dos traslaciones (que son 

isometrías) podemos suponer que: A0=A6=0. Definamos en~onces 

g: íl +· íl por linealidad a partir de:g (A 1 )=A1,··•,g(An)=A~). 
Sean: M= E A.A. y N= E µ.A. dos puntos de íl. Tenemos: 

. 
1 1 

. . J J . · . llÁ.!H2+llA!ll 2-llA!-A!11 2 
< g (M) , g (N) > = E E A.µ. < A! , A!>= .~ E J...µ. 1 J 1 J 

.. 1 J 1 J lJ 2 

=EE:\.µ. 
1 J 

. 1 J ~ 

llA.11 2+11A..11 2-llA. ,-A.11 2 
1 :J . 1 J =<M,N> 

2 
puesto que f preserva 

las djstancias; g es así una isometría que coi~cide con. f en 

A0,A1 , ... ,An. Para M elemento de r, f y g preservan las n+1 

distancias A.M; entonces M' y g(M) verifican A!M'=A! g(M)=A.M; 
1 . . 1 1 1 

aplicando lo anterior al sÍmplejo {A¿, .... ,A~} obtenemos: M'=g(M). 
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Teoreilia 2. Sea f: íl + íl • Si A no es {O}, enton¿es: A = R+, 

y f ei una isometria. 

La prueba se divid~ en varios lemas. 

Lema 1. Podemos suponer que 1 pertenece a A • 
..:1 

Basta reemplazar f por f' = · h o f o h, siendo h una homotecia .• · 

de razG~ ·k f O, y k un elemento de A~ 

Dado un simpleJo regular de lado 1: {A0 , .. ,An}' 

sean hn la distancia. de A0 a H(A1 , ... ,An), ·y rn = Ai G para 

i=0,1,2, ..• ,n. Ahora calculamos estas distancias. 
j 

Lema 2. Se tiene: hn =/~~ 1 
Y rn=/ 2n~2 

Prueba: por inducción. Para n~1 tenemos dos puntos, y h1=1, 

r 1=1/2. Suponiendo: hn_ 1 = / 2~ ... 2 = n~ 1 rn_ 1 ,.consideramos 

un simplejo {A0, .. ~,An},·su centroide G, y K la proyección 

ortogonal de Ao sobre H(A1 , •••• ,An). Por simetría, K es el· 

centroide del simplejo n-l dimensional.{A1 , ... ,An}, y el teo

rema de Pitágoras implica: 

. 2 
h2 + r2 

1
. = h2 + (n"'"1} n = 1 , 

n n- . n n 2n-2 

o sea: hn =~ 2n 

Por otra parte, tenemos: A0 ~G = A0 ~K+K-G~ y, 

por lo tanto: 

n n . 1 
A0·-G=A0-K + (~ A.)/n·(~ A.)/(n+l)= A0 ~K +(-1 · 1 0 l · · ·n 

, n. 
_J_l)~ A--A-/(n+1) n+ 1 . i ·u . 
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Toma.n.do ~ormas obten.emos; G A0= n~ 1 K A0= n~1 hn = /2~+2 · 

(Este cálculo puede interpretarse como un cálculo de baricentros, 

o sea centroid~s de puntos, pero con distintos pesos. El lec-

tor podrá consultar. a' este efecto la referencia r 2] • ) 

A 1 

G 

·1/2.. r = 111 

K 

Fig. 1 

B 1 

h 
2 

Fig.2 

·s 
2. 
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Lema 3. Existe un simplejo {B 0 , ... ,Bn} tal que, para j > i >O: 

B0·B.=1 y: B.B.~2h . Sean K' la proyección ortogonal de Ba sobre 
1 1 J n 

H(B 1 , ••. ,Bn), y h~ = B0K 1
• Entonces se tiene que: h~ = k 

Prueba: Consideremos un simplejo·regular n-1-dimensional 

{B1 , ... ,Bn}, de lado 2hn' y su centroide K'; B1K1 vale 2 hnrn-l 

por .el lema 2, o sea: /1---_--z ..... 1-. < 1. Existe, pues, un punto B
0 n 

sobre la recta ortogonal a {B 1 , .. ;,Bn} en K', tal que: 

B0B1=1 > B1K1
• Por simetría, resulta también: B0Bi=1 para 

i > 1. Finalmente obtenemos por el teorema de Pitágoras: 

B K1 2 + K'B 2 = 1 = h12~ (2 h r ) 2 o sea: h 12 =1-(1-1/n 2) 
O 1 n n n-1 '. n 

que es el resultado deseado (véase la figura 2) . 

En los próximos .dos lemas, tratamos de encon-

trar un ·par de elementos convenientes de~' distintos de O y 1 .. 

Lema 4. ~ contiene 2hn y 2h~. 

Prueba: Sean A0 y B0 tales que: A0B0 = 2hn. La intersecci6n del 

hiperplano bisector de A0B0 y de la esfera de centro A0 , ra

dio 1, da. una ·esfera n-1-dimensional, que consta de los puntos 

a distancia 1 de A0 y B0 . En esta última inscribimos un simplejo 

regular n-1-di:mensional {A1 , ... ,An}. Su lado vale 1, pues el 

radio de l'a esferaes según Pi tá.goras: /1-h~ = rn-l. Resultan así 

{A0 ,A1 , ... ,An} y {B 0 ,A1 , ... ,An} simplejos regulares de lado 1. 

Las esferas de centro A0 , radio 2hn' y di cen-

tro B0 , radio 1, se interse~tan 1 puesto que B0 pertenece a 

la primera, y que el di§metro.de esta vale: 4 hn > 1. Elija

mos entonces un punto n0 común a amba~ esferas. Construyamos 

finalmente {C 1 , ... ,Cn} en el hiperplano bisector de A0D0 como 

lo hicimos para {A1 , ... ,An} (véase la figura 3). 
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Ahora probamos que {A0 ,A1 ,. ,,An,B01 Y 

{Ab,A~, ... ,A~,Bb} son isométricos. Es eVidente ya para los 

simplejos presentes. Si A6.Y Bb coincidier~n, entonces resul-

taria· B'D' * A'D' . o o o o = O 6 2 hn segfin A¿ y n¿ coincidan o no. 

Esto contradice la hipótesi~ BaD 0=1, lo que prueba lo deseado. 

En particular tenemos que: A6B6=A0B0=2hn' o sea, que 2hn perte

_nece a /J.. 

Para 2h~ razonamos con simplejos análogos a los 

que vimos en el lema 3, "opuestos por la base". Tendremos enton-

ces, para j > i >O: AOA.=B A.=AoC.=DoC.=1' y: A.A.=C.C.=2h . 
1 o 1 1 1 1 J 1. J n 

Como 2hn pertenece a !J., {A0 , ... ,An,BO} y {A¿, ... ,A~,Bb} son 

isométricos, a menos que AbDb valga 1. Esto no sucederá para 

n > 2, porque entonces: 2h~ 'f. 1 . 

1 ªº \ 
\ 
\ 

/ 

1 

/ 
"/ 

/ 

-/ ºº . 1 . 

1 
/ 

-- / 
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En el caso n::;2, construimos tambien otro elemento de A, dis

tinto de o , 1 y 2 h2 = 13: 

Lema 5. Si n vale 2, entonces 1 /2 pertenece a A .. 

Prueba: Consideramos. primero dos puntos A y B a distancia 2, 

y la figura {A,B,C,D,E} que consta de dos rombos (véase la 

figura 4). Gracias al lema 4, f transforma cada rombo isom@

tricamente. 'Entonces {A,B,C,D,E} y {A'·,B' ,C' ,D' ,E'} son iso

m€tricos, y tenemos: AB=A'B'=2. O sea, 2 pertenece a 6. 

A 

Fig.4 

Sean ahora A y B a d1stancja l/ 2, y la figura: 

{A,B; ... ,I} formada por varios rombos (véase la figura 5). Como 

6 contiene 1 y 2, f transforma isométricamente {A,C,D,F,H} y 

{A,C,E,G,I}. Es. imposible que E' y D'. coincidan: se tendría 

en tal caso H'=G' ,I'=F' ,F'H'=F'G'=2. Sin embargo, considerando 
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· Fig. 5 
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el triángulo A'C'P', se ve que F'H' es mehor que A'C'~1. Contra

dicci6n, ~or lo cual f es isométrica sobre t6da la figura y 

A'B'=AB=1/2, que pertenece por lo tanto a~. 

Lema 6. (Kronecker) Sea z un irracional positivo. Entonces 

G={p-qz/p e: lN, q e: N} es denso en lR .• 

Esta propiedad se demuestra por métodos elementales, pero sale 

del ~nfoque de este articulo. El lector podrá consultar [3] fa 

este efecto. 

De los lemas 1 ,4 y 5 vemos que si f preserva la 

distancia 1, entohces también preserva las distancias 2hn y 

2h' (13 y 1/2 si n=2). Elegimos estas distancias porque gene-
n 

ran por productos un subconjunto de ~ denso en JR+, como lo 

asegura el siguiente lema. 

Lema 7. ~ es denso en JR+. 
1 

Prueba: Sean h la homotecia de raz6n 2hn' y: g=h-o fo h. Si 

tenemos: AB=1, entonces resulta también h(A)h(B)=2hn' 

f(h(A))f(h(B))=2hn(lema 4) y finalmente: g(A)g(B)=1; g pre-

serva pues, la distancia 1. Esto implica, como para f, que 

g preserva las distancias 2hn y 2h~; f preserva ahora las 

distancias (2h ) 2 y (2h )(2h'), puesto que: f=' h o g o h-l. 
n n n 

Usando la homotencia b' de raz6n 2h~, obtenemos de igual maner~ 

(2h') 2 e: ~. Piocediendo por doble inducci6n para homotecias n 

hP- 1 ,(h')q-l, se prueba del mismo modo que~ contiene todos 

los (2hn)P(2h~)q para p y q enteros positivos. Para n=2 obte

nemos: ( 1'3") P / 2 q e: ~. 

Aplicamos el lema 6 a Log ~' que contiene ele
Log 2h 

mentas ID Log 2hn + q Log 2h~. Basta averiguar que Log Zh ~ 
n 
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es irracional, Si se tuviera~ 

ros, resultaría:' (2hn)ª(2h~)b 
zZb+a(n+1)ª = na+Zb, absurdo 

Log 1/2 Para n=2, obtenemos -
Log /3 

también. 

Log ?h'n a 
Log 2h . = - b con a x b ente-

= (~) b(z/ n+l)ª'~1. o. sea: 
n -2n , ' 

puesto que n+1 no di~ide a n. 
a · a 2b = - b , o sea 3 =2 . Absurdo 

Prueba del teorema 2: Sean A y B en íl kn y .en en /J. tales que, 

·para toda n >O: AB-ln < kn < AB, y que: lim l =O. Como las 
n+oo n . 

desigualdades triangulares son válidas, existe Cn tal que: 

AC:n=kn, y: Cn B = ln. Obtenemos: A'G~ = kn.;·C~B'= ln; y 

k -l ~ A'B' ~ k + l por desigualdad triangular. Pasando al n n n n 

límite, y notando que lim ki = AB, se tiene: AB=A'B'. El teo
n+oo 

rema 1, con r=íl, da el resultado .. 

Corolario. Sea f tal que existan k y k' positivos, y que para 

todos M y P se tenga M'P' = k' si MP=k. Entonces f es una 

semejanza de razón k'/k, 

Esto resulta del teorema 1 al considerar: 

g=~ o f oh; h y h' siendo homotecias de razones k y 1/k' 

respectivamente. 

H,emos probado recientemente el· teorema siguien-

t~: 

Teorema 3. Sean r un abierto conexo de íl = JR 2 de radio r 
' 

~s la cota superior de los radios de discos incluidos en r) , 

y f: r+íl que preserva la distancia l. Si se tiene: r > 2l, 

entonces f es la restricci6n de una isometría a r .. 

La prueba sigue los mismos mfitodos, usahdo esta 

vez distancias diádicas. Se verifica que las construcciones 

necesarias para probar que f es isométrica en un pequefio disco 
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"caben" en r,, y luego se ext~ende progresivª~~~:~,~ r4' Pl'C>'J?ie

dad a, r , gracias a su conexidad por arcos, No s.abemos qué 

sucede en el caso: r < 2L. 
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