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Resumen

En este trabajo presentamos una perspectiva de algunos
juegos dinámicos competitivos y colaborativos. Nuestro
recorrido empieza en los juegos matriciales, y visita los
diferenciales, los diferenciales estocásticos, y llega a los di-
ferenciales estocásticos con modos múltiples en horizonte
infinito con el criterio del pago/costo descontado. Termi-
namos nuestro viaje estudiando el célebre procedimiento
de distribución de recompensas para juegos dinámicos co-
laborativos de Leon Petrosyan y lo aplicamos al caso de
los juegos diferenciales estocásticos con modos múltiples.
Deseamos que los resultados presentados sirvan para ilus-
trar aplicaciones en los contextos natural y social, y que el
lector los aproveche como gúıa en el apasionante mundo
de la teoŕıa de los juegos dinámicos.

Je vous écris une longue lettre parce que je n’ai pas le temps d’en
écrire une courte.

Blaise Pascal

1. Introducción

Desde hace algunos años, la ciencia y la tecnoloǵıa han prestado una
atención especial al comportamiento estratégico en las sociedades, tan-
to humanas, como animales. Ejemplo de esto es el impulso que se ha
dado al desarrollo de programas computacionales para optimizar rutas
de tránsito a través de la coordinación de una red social virtual. Des-
de el punto de vista de quien toma decisiones, resulta muy importante
considerar las interacciones y las interdependencias entre las decisiones
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de los agentes que afectan un sistema. Esto ha derivado en el nacimien-
to y desarrollo de la teoŕıa de juegos como un instrumento clave en
las investigaciones pura y aplicada. Sin embargo, es frecuente que se
enfoque esta disciplina desde el punto de vista de la competencia entre
los agentes, dejando de lado los modelos de colaboración entre ellos.

Una razón por la que este fenómeno está
tan difundido en nuestra cultura es que los
tiempos que vivimos nos han habituado a
aceptar con normalidad (y casi indiferencia
o resignación) los sistemas en los que existen
conflictos entre los intereses de los partici-
pantes involucrados. Y es que, desde el final
de la Segunda Guerra Mundial el mundo ha
conocido un sinf́ın de aplicaciones que sirven
para evitar la colaboración entre los toma-

dores de decisiones, y que más aún, fomentan la competencia entre ellos.
Por ejemplo, en el año 1948 nació en los Estados Unidos de América
la Corporación RAND como un laboratorio de ideas para formar a las
Fuerzas Armadas de ese páıs (visite [32]). Algunos consideran que el
nombre de la compañ́ıa es un acrónimo de la frase ((Research And De-
velopment)), y ciertamente, la investigación que se llevaba a cabo ah́ı
nutrió significativamente a la teoŕıa de juegos desde el peŕıodo de la
Guerra Fŕıa, y ha seguido haciéndolo hasta los tiempos del neolibera-
lismo y la globalización.

Por otro lado, medios como el cine e industrias
como las de los juegos sociales han contribuido a
que nuestra visión de la teoŕıa de juegos esté en-
focada —casi exclusivamente— en la competencia.
La imagen de la derecha muestra un ejemplo t́ıpico
de juego competitivo: la persecución de cazas im-
periales por parte de las naves rebeldes (¡incluso
puede conseguir un cuadro con esta decoración en
[23]!). La figura 1 ilustra dos juegos sociales en los
que derrotar al adversario es la meta. El de la iz-
quierda es un juego de autor. Lo debemos a Ananda Gupta y Jason
Matthews (puede ver más sobre él en [14]). La de la derecha, es una
captura de pantalla de un videojuego que vio la luz en la década de
los 90s, y que sigue dando de qué hablar aún en nuestros d́ıas. Lo de-
bemos a Takashi Nishiyama y Hiroshi Matsumoto (vea [28] para saber
más de este juego). Desde hace varias décadas, los expertos en teoŕıa
de juegos saben que las conductas no-colaborativas pueden llevar a re-
sultados indeseables (como en el dilema del prisionero), o simplemente
devastadores (como en la tragedia de los comunes —vea el ejemplo 4
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Figura 1. Twilight Struggle y Street Fighter II.

en [31, cap. 3]—). Más aún, en un mundo en constante evolución, las
conductas no-colaborativas, guiadas por la racionalidad individual sin
visión de futuro, pueden ser una fuente de consecuencias desastrosas.
Para muestra, ¿qué tal la siguiente obra de Lalo Alcaráz (vea [1])?

La colaboración, en cambio, da la posibilidad de alcanzar soluciones
eficientes con resultados óptimos para la sociedad que las promueve.
Sin embargo, la búsqueda de tales soluciones exige una planeación de
la repartición de las ganancias que la coalición obtendrá. Pues, si no se
toma en cuenta esto, las consecuencias pueden ser igualmente severas
que en el caso competitivo. Vea la figura 2.

Una alternativa ante la problemática que planteamos fue propuesta
por Leon Petrosyan en 1977 [30]. Se trata de un procedimiento de asig-
nación de recompensas instantáneas que permite considerar el tamaño
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Figura 2. En esta pintura, obra del artista gráfico Yapim Aşamasi (vea
[3]), podemos ver a Luke Skywalker tratando de salvar de la destrucción
a su acérrimo rival en la Estrella de la Muerte. Ciertamente, los agentes
colaboraron para derrocar al Emperador Palpatine, pero no planearon qué
haŕıan una vez que su alianza prevaleciera sobre el mal. Esto llevó a la
aniquilación de uno de los agentes.

y la participación de los agentes que conforman la coalición. Este méto-
do ha sido utilizado por muchos expertos a partir de entonces, e incluso
le valió a su descubridor el reconocimiento de la Sociedad Internacional
de Juegos Dinámicos con el Premio Isaacs en 2014.

Nuestro trabajo está divido de la manera siguiente. En la sección
que sucede a ésta presentamos una revisión de algunos juegos compe-
titivos. Introducimos primeramente un juego matricial que sirve para
fijar ideas en un contexto de competencia, y expone progresivamente
ideas que complementan ese modelo hasta arribar a la noción de juegos
diferenciales estocásticos con modos múltiples. La sección termina con
un resultado de verificación que relaciona el principio de programación
dinámica con la solución del problema de competencia.

La sección 3 utiliza algunos fenómenos presentes en la naturaleza y
en la vida social (humana y animal) para exhibir los supuestos necesa-
rios para definir adecuadamente la colaboración entre los individuos en
el contexto diferencial estocástico con modos múltiples. Tales hipóte-
sis son: racionalidades individual y de grupo, y la consistencia de los
subjuegos. La sección finaliza con un segundo resultado de verificación,
análogo al de la sección 2.

La sección 4 expone el procedimiento de asignación de recompensas
de Petrosyan para el caso de un juego diferencial estocástico de modos
múltiples. Nuestras conclusiones están en la sección 5.
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Los resultados que presentamos están destinados a ilustrar sus apli-
caciones en los contextos natural y social, y esperamos sirvan al lector
como una gúıa en el apasionante mundo de los juegos dinámicos.

2. Juegos competitivos

Dentro de la literatura convencional sobre teoŕıa de
juegos dinámicos, es común encontrar herramientas
que se usan para modelar situaciones de competen-
cia entre dos o más agentes. Por ejemplo, la clase
de los juegos llamados diferenciales —introducida
por Rufus Isaacs mientras trabajaba para RAND
Corporation, de 1948 a 1955 (vea [16, §7.13], [18]
y [40])— surgió a partir de la situación en la que
un jugador trata de atrapar a otro, mientras que
éste último procura escaparse. Como es de esperar-
se, estos juegos llevan el nombre de juegos de persecución-evasión. La
pintura de la derecha es un retrato de Rufus Isaacs y es obra de la
pintora Esther Freeman (está tomada de [40]). El trabajo de Isaacs es
tan importante, que el premio que otorga la Sociedad Internacional de
Juegos Dinámicos a los investigadores más destacados de cada año lleva
su nombre.

A continuación tomamos de [31, ej. 1.1.9] una versión matricial de
un juego de persecución-evasión.

Ejemplo 2.1. Suponga que el jugador P busca al jugador E, que está en
movimiento, escondiéndose del jugador P. El jugador P puede moverse
a las velocidades β1 (caminar), β2 (trotar) y β3 (correr), mientras que
el jugador E puede hacerlo a las velocidades α1 (caminar), α2 (trotar)
y α3 (correr). La habilidad de detección del jugador P está dada en la
tabla que mostramos a continuación.

Velocidades β1 β2 β3

α1 4 5 6
α2 3 4 5
α3 1 2 3

Las estrategias de los jugadores son sus respectivas velocidades, mien-
tras que el pago del jugador P es la eficiencia de su búsqueda aij = ωidij;
i, j = 1, 2, 3, donde dij es la (i, j)-ésima entrada de la tabla anterior;
y ω1 = 1, ω2 = 2 y ω3 = 3. Entonces el problema de elegir velocida-
des puede representarse mediante un juego de suma cero con matriz de
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pagos (para el jugador P) dada por

A =

4 5 6
6 8 10
3 6 9

 .

Es fácil ver que el par (α2, β1) es la estrategia que garantiza la ganan-
cia mı́nima más grande para el jugador P en el juego del ejemplo 2.1.
En efecto, si el jugador P usa α2, y el jugador E usa β1, el jugador P ob-
tendrá una recompensa de 6. Pero si el jugador P cambia su estrategia
por α1 o por α3, mientras que el jugador E mantiene su estrategia en β1,
su recompensa será de 4 o de 3, respectivamente. ¡Ambas recompensas
son menores que la que habŕıa obtenido usando α2!

La pareja (α2, β1) también garantiza el castigo máximo más pequeño
para el jugador E. Efectivamente, si el jugador E usa las estrategias
β2 o β3 mientras que su oponente usa α2, su castigo será de 8 o 10,
respectivamente. ¡Ambos castigos son mayores que el que le habŕıa co-
rrespondido si hubiera usado la velocidad β1!

Esta noción subyace a la definición siguiente, y es el
fundamento que le valió a su descubridor, John For-
bes Nash Jr., obtener el premio Nobel de Economı́a en
1994. A la izquierda puede verse la portada del libro de
Sylvia Nasar sobre la vida y obras de John Nash (vea
[26]). Es una ficción que abarca el peŕıodo de la vida
de Nash que comprende desde su infancia, y hasta su
premiación, incluyendo el peŕıodo en que trabajó para

RAND Corporation de 1950 a 1954 con Rufus Isaacs. John Nash fa-
lleció el 23 de mayo de 2015, en New Jersey, a causa de un accidente
automoviĺıstico.

Definición 2.1. Sea V `(π1, π2) el pago que recibe el `-ésimo jugador
(` = 1, 2) en un juego de dos jugadores que usan las estrategias π1 y
π2, respectivamente. Decimos que el par (π1∗, π2∗) es un equilibrio de
Nash para el juego en cuestión si

V 1(π1, π2∗) ≤ V 1(π1∗, π∗2) y V 2(π1∗, π2) ≤ V 2(π1∗, π2∗).

Asimismo, llamamos a V 1(π1∗, π2∗) y V 2(π1∗, π2∗) los valores del juego
para el jugador 1 y el jugador 2, respectivamente. En el caso de un juego
se suma-cero, tenemos que V 1(π1∗, π2∗) = −V 2(π1∗, π2∗) := V (π1∗, π2∗)
y decimos que esta cantidad es el valor del juego.

La figura 3 muestra un juego de persecución-evasión. Se trata de una
versión modificada de la que se encuentra en [13].

El ejemplo 2.1 representa un caso en que las trayectorias del perse-
guidor y del evasor son irrelevantes, pero si deseamos captar la idea que
los agentes se mueven y asumen posiciones distintas a medida que el
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Figura 3. Juego de persecución-evasión.

tiempo pasa, será necesario echar mano de alguna herramienta capaz
de modelar sistemas dinámicos.

Ejemplo 2.2. [18, ejs. 1.9.1 y 2.1.1] Suponga que los jugadores P y E
viajan en el plano con rapideces constantes1 W1 y w1, con W1 > w1.
El pago para el perseguidor será el tiempo de captura. ¿Cuáles son las
estrategias óptimas de cada jugador?

En este sencillo ejemplo, la solución es evidente. Cada jugador debe
moverse (el jugador E huyendo y el jugador P persiguiéndolo) a lo largo
de la ĺınea que une sus posiciones iniciales. Es fácil ver que se moverán
hasta el momento en que el perseguidor dé alcance al evasor.

La figura 4 nos muestra que el valor del juego es 15.5 unidades de
tiempo (representamos la magnitud de las rapideces en la parte derecha
de la imagen). Esto quiere decir que, sin importar qué haga el evasor,
no puede escapar por más de 15.5 unidades de tiempo cuando es per-
seguido por el otro jugador. En efecto, si hace cualquier cosa que no
sea tratar de escapar de P en dirección opuesta a él, el jugador P lo
atrapará en menos de 15.5 unidades de tiempo. Rećıprocamente, el per-
seguidor no puede lograr la captura en menos de 15.5 unidades, y si no
persigue inmediatamente, el evasor quedará en libertad por más de 15.5
unidades. Desde este punto de vista, las estrategias que constituyen el
equilibrio de Nash son óptimas.

Observación 2.1. A partir de ahora, cuando nos refiramos a una es-
trategia, estaremos hablando de una función de las variables de estado
(a menos de que indiquemos lo contrario).

En este caso, resulta natural considerar que las variables de estado
son las coordenadas en el plano de cada jugador. Sean ~xE := (xE, yE)
y ~xP := (xP , yP ) las posiciones del evasor y el perseguidor, respectiva-
mente. El movimiento de cada agente puede caracterizarse mediante el

1Recuerde que la rapidez es una magnitud escalar que relaciona la distancia recorrida con el
tiempo empleado, además, no tiene en cuenta la dirección. La velocidad, por el contrario puede

representar un cambio en la dirección, y es una magnitud vectorial que compara el desplazamiento

con el tiempo empleado.
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Figura 4. La captura ocurre en el punto × y el pago es de 15.5 unidades
de tiempo. (Fuente: [18, fig. 1.9.1(a)].)

sistema

ẋE = w1 cosφ, (1)

ẏE = w1 senφ, (2)

ẋP = W1 cosψ, (3)

ẏP = W1 senψ, (4)

donde φ y ψ son los ángulos que forman los vectores ~xE y ~xP , respec-
tivamente, con el eje de las abscisas.

En el juego del ejemplo 2.2, la estrategia óptima del perseguidor será
viajar siempre hacia el evasor. Poco importa en dónde se encuentre es-
te último. En la figura 5 podemos ver al evasor comportándose de un
modo no-óptimo: viaja a lo largo de la ĺınea L, mientras que su perse-
guidor mantiene una conducta óptima, capturándole en el punto ×, y
obteniendo aśı un pago de 6 unidades. Esto constituye una ilustración
más de la definición 2.1, pues, al dejar de usar la estrategia óptima, el
evasor es capturado en un tiempo menor que 15.5 unidades.

Observación 2.2. Las ecuaciones (1)-(4) son la razón por la que la
clase de los juegos que admiten que las variables de estado sean descritas
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Figura 5. El evasor no usa la estrategia de Nash y es capturado en un
tiempo de 6. (Fuente: [18, fig. 1.9.1(c)].)

por un sistema de ecuaciones diferenciales se llamen juegos diferencia-
les. En ese juego, las estrategias para los jugadores son φ y ψ. Note
que, en efecto, pueden escribirse en términos de las variables de estado
~xE y ~xP .

Las observaciones 2.1 y 2.2 hacen referencia al hecho de que las es-
trategias de los jugadores deben escribirse en términos del estado en
que cada cual se encuentra. Pero en el ejemplo 2.2, el estado en tiempo
t está determinado por las ecuaciones diferenciales (1)-(4). Esto quiere
decir que las estrategias deben depender del tiempo también. En gene-
ral, los juegos diferenciales para n personas se juegan de la siguiente
manera. En cada tiempo t > 0, cada jugador observa el estado del siste-
ma ~x(t), e independientemente de los demás, elige acciones de control
u`(t) (para ` = 1, . . . n) en un conjunto adecuado. Para cada estado
inicial ~x, la meta de cada jugador es maximizar cierto ı́ndice de rendi-
miento a través del tiempo. La definición siguiente establece el tipo de
estrategias en el que estamos interesados (vea la sección 3.3 en [2] para
conocer más detalles).

Definición 2.2. Sea Ω el conjunto de estados asociados con un juego
diferencial (estocástico), y U1, . . . , Un los conjuntos de acciones puras
disponibles para cada jugador. Una estrategia para el `-ésimo jugador
es una familia de funciones π` := {π`t : B(U`)×Ω→ [0, 1], t > 0}, donde
B(U`) es la σ-álgebra de Borel de Ω. Cada miembro de esta familia de
funciones satisface lo siguiente:

(a) Para cada t ≥ 0 y x ∈ Ω, π`t(·|x) es una medida de probabilidad
en U` tal que π`t(U`|x) = 1, y para cada D ∈ B(U`), π

`
t(D|·) es una

función de Borel sobre Ω;
(b) Para cada D ∈ B(U`) y x ∈ Ω, la función π`t(D|x) es medible en

el sentido de Borel para t ≥ 0.
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En este trabajo supondremos la existencia de una medida de probabili-
dad π`(·|x) soportada en U`, tal que π`(·|x) = π`t(·|x) para todo x ∈ Ω
y t ≥ 0.

Denotamos el conjunto de estrategias para el `-ésimo jugador a través
del śımbolo Π`, ` = 1, . . . , n.

No debe sorprender al lector que, en realidad la estrategia π` no
esté dada simplemente en términos de las acciones disponibles para el
`-ésimo jugador. Considere, por ejemplo el sencillo juego piedra-papel-
tijeras : en ese juego, la estrategia óptima de cada jugador es la distri-
bución de probabilidad uniforme sobre las acciones posibles (vea, por
ejemplo, [16, §2.4.3] y [31, §1.4]). O sea que la decisión óptima de cada
jugador es asignar a cada una de las tres acciones admisibles una pro-
babilidad de 1/3. De hecho, al definir una estrategia como una función
de las variables de estado (vea la observación 2.1), en el caso de los
juegos diferenciales estocásticos, las estrategias están escritas, además,
en términos del tiempo en que se da tal estado. Por esta razón, cuando
decimos que ((los jugadores emplean el par de estrategias (π1, π2) a lo
largo del juego)), escribimos (π1

t , π
2
t ) para especificar la distribución de

probabilidad que cada uno debe usar en el tiempo t.

2.1 Ecuaciones diferenciales estocásticas

Suponga que, en el juego de persecusión-evasión que presentamos en
el ejemplo 2.2, cada jugador desconoce la posición exacta de su con-
traparte en cada momento. Una manera de modelar esta situación en
las variables de estado es la utilización de ecuaciones diferenciales es-
tocásticas.2 Para ilustrar esta idea, considere el siguiente método para
describir los precios de los activos.

Ejemplo 2.3. [36, cap. 2] Seguramente usted ha óıdo decir que los pre-
cios de los activos financieros evolucionan aleatoriamente a causa de las
llamadas hipótesis de mercado eficiente. ¿Qué dicen estas condiciones?
En esencia, dicen dos cosas:

• La historia pasada está reflejada en el precio actual, pero esto no
nos da información sobre el futuro;
• Los mercados responden inmediatamente a informaciones nuevas

sobre el activo en cuestión.

Aśı, la correcta modelación de los precios de los activos depende ab-
solutamente de nuestra aptitud para abstraer las informaciones nuevas
que afecten tales precios. Las dos hipótesis recién mencionadas implican

2Las obras de Fima Klebaner [20] y Bernt Øksendal [29] constituyen excelentes introducciones

al tema.
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que los cambios imprevistos en el precio de un activo son un proceso
de Markov.

¿A qué nos referimos cuando hablamos de los cambios en el precio
de un activo? Primeramente, note que no nos es útil trabajar con los
cambios absolutos. En efecto, un movimiento de un peso es mucho más
significativo cuando el precio es de 20 pesos, que cuando es de 200.

Para reflejar esta idea, al cambio de precio en un activo le asociare-
mos un rendimiento, definido como el cambio en el precio dividido por
el precio original.

Ahora suponga que en el tiempo t ≥ 0, el precio del activo es S(t).
Consideremos un pequeño intervalo temporal subsecuente de longitud
dt, en el que el precio cambia de S(t) a S(t) + dS(t) como se ve en la
figura 6.

Figura 6. Como el diferencial en el precio del activo es incierto, dS podŕıa
ser de tamaños variables, y estar orientado en una dirección distinta a la
que mostramos aqúı. Por esta razón es que llamamos caminatas aleatorias
a las trayectorias de los precios de un activo a través del tiempo. (Fuente:
[36, cap. 2].)

El modelo más común para describir el rendimiento de un activo dS(t)
S(t)

considera dos partes. La primera es predecible y determinista; por esto
se llama ((libre de riesgo)). Su contribución es de tamaño

µdt,

donde µ representa una media del crecimiento promedio del precio del
activo (también se le conoce con el nombre de ((deriva)) o coeficiente de
tendencia).

La segunda parte de la contribución al cambio en el precio es de
naturaleza aleatoria, y representa la respuesta del precio de un acti-
vo a efectos exógenos, como noticias inesperadas. Su contribución es
σdW (t), donde σ se llama t́ıpicamente ((volatilidad)) (o coeficiente de
difusión) y mide la desviación estándar de los rendimientos. La canti-
dad dW (t) es una variable aleatoria con distribución Normal con media
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0 y varianza dt. Ahora sumamos estas contribuciones y obtenemos la
ecuación diferencial estocástica:

dS(t)

S(t)
= µdt+ σdW (t). (5)

Esta es una representación matemática de una sencilla receta para ge-
nerar precios aleatorios. Esta receta recibe el nombre de movimiento
browniano geométrico.

El modelo de cambio de precios (5) y el modelo de movimiento visto
en (1)-(4) están descritos por ecuaciones diferenciales. De hecho, si σ ≡
0 y µ es una constante, la ecuación diferencial (5) puede resolverse
exactamente para dar paso al llamado modelo de interés compuesto
convertible continuamente

S(t) = S0eµ(t−t0),

donde S0 es el precio del activo al tiempo t0 (vea [19, cap. 1.9]). Aśı, si
la volatilidad es nula, es posible predecir el precio futuro del activo con
certeza.

La diferencia entre (1)-(4) y (5) es el śımbolo dW (t). ¿Qué repre-
senta esta cantidad? La respuesta es: la incertidumbre inherente a los
precios de los activos. Se trata de un movimiento browniano, y tiene
las caracteŕısticas mencionadas anteriormente.

Para ver cómo aplicar la fórmula (5) en teoŕıa de juegos, considere
el problema en el que dos inversionistas compiten eligiendo estrategias
de inversión, uno para maximizar cierto ı́ndice de rendimiento, y otro
para minimizarlo. Si suponemos que los agentes tienen a su disposición
dos activos, uno riesgoso (cuyo precio evoluciona de acuerdo con (5)),
y uno sin riesgo (cuyo precio se actualiza según la ecuación diferencial

ordinaria dB(t)
B(t)

= rdt, donde r > 0 es predecible y determinista), enton-

ces podemos definir las riquezas de los jugadores en términos de estas
cantidades. En efecto, sea π`(t) la proporción de la fortuna del `-ésimo
inversionista que se destina al activo riesgoso en el tiempo t ≥ 0 (na-
turalmente, ` = 1, 2). Defina x`(t) como la riqueza del `-ésimo jugador
en el tiempo t ≥ 0, entonces la riqueza del `-ésimo jugador obedece a
la dinámica

dx`(t) = π`(t)x`(t)
dS(t)

S(t)
+ (1− π`(t))x`(t)

dW (t)

W (t)

= x`(t)
[
r + π`(t)(µ− r)dt+ π`(t)σdW (t)

]
,

con x(0) = x0. Esto es exactamente lo que se hace en, por ejemplo [6]
y [29, cap. 12].
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2.2 Juegos diferenciales estocásticos con modos múltiples

¿Qué pasaŕıa si las posiciones de los
agentes en los juegos de los ejemplos 2.1
y 2.2 fueran inciertas para el jugador ri-
val, y además hubiera cambios repenti-
nos en las caracteŕısticas de sus trayecto-
rias? Estas caracteŕısticas están presen-
tes en el juego Helicopters vs. Submari-
nes (la imagen de la derecha es una cap-
tura de pantalla —vea [24]—), donde un submarino y un aeroplano
utilizan sendos radares para localizarse y dispararse mutuamente, mien-
tras que ambos cambian de ruta, velocidad o altura/profundidad para
evitar ser hallados y, por ende, atacados.

Utilizaremos ecuaciones diferenciales estocásticas con modos múlti-
ples para modelar esta situación. Para fijar ideas, pensemos nuevamente
en el juego de persecución-evasión en el plano del ejemplo 2.2. Usaremos
el lado derecho de las ecuaciones (1)-(2) para caracterizar el coeficiente
de deriva del evasor en modo 1, y el lado derecho de (3)-(4) para el
coeficiente correspondiente del perseguidor. Esto es

bE(~xP , 1, φ) = w1

(
cos[φ(~xP )]

sen[φ(~xP )]

)
, bP (~xE, 1, ψ) = W1

(
cos[ψ(~xE)]

sen[ψ(~xE)]

)
,

donde ~xP = (xP , yP ) y ~xE = (xE, yE) y φ, ψ : R2 → R; como en la
observación 2.2.

Para reflejar la multiplicidad de modos, pensemos que puede ocurrir
que, por alguna razón, el perseguidor disminuye su velocidad, mientras
que el evasor aumenta la suya, o sea w2 > W2. De esta manera, los
coeficientes de deriva de nuestros agentes en el modo 2 lucen aśı:

bE(~xP , 2, φ) = w2

(
cos[φ(~xP )]

sen[φ(~xP )]

)
, bP (~xE, 1, ψ) = W2

(
cos[ψ(~xE)]

sen[ψ(~xE)]

)
.

Note que hemos incorporado la observación 2.2 al escribir la estra-
tegia de cada jugador en función de la posición del otro, i.e. φ(~xP ) y
ψ(~xE). Caracterizamos el cambio entre un modo y otro con una cadena
de Markov a tiempo continuo3 Θ(•) := {θ(t) : t ≥ 0}. Para efectos de
ilustración, supongamos que la matriz de transición de este proceso es

P (t) =
1

2

(
1 + e−2λt 1− e−2λt

1− e−2λt 1 + e−2λt

)
.

3Los caṕıtulos 1, 4 y 5 de [33]; y 4, 5 y 6 de [35] constituyen una excelente introducción al

tema.
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El llamado generador infinitesimal4 del proceso Θ(•) está dado por

Λ =

(
−λ λ
λ −λ

)
.

Haremos patente la incertidumbre de un jugador sobre la posición
del otro (de ah́ı la necesidad de usar radares) sumando un término no-
nulo de difusión a los coeficientes de deriva. Este número dependerá del
modo en que se encuentre nuestro sistema. Aśı, el cambio en la posi-
ción de los jugadores quedará determinado por el sistema de ecuaciones
diferenciales estocásticas siguiente:

d~xE(t) = wθ

(
cos[φ(~xP )]

sen[φ(~xP )]

)
dt+ σθdW (t), (6)

d~xP (t) = Wθ

(
cos[ψ(~xE)]

sen[ψ(~xE)]

)
dt+ σθdW (t). (7)

Aqúı, θ = 1, 2 representa el modo en el que se encuentra el sistema,
σθ es una constante positiva que simboliza la dificultad que enfrenta
cada jugador para rastrear a su oponente, y dW (t) es un movimiento
browniano de dimensión 2. De esto se sigue que el cambio en las posi-
ciones de los jugadores queda descrito en realidad, ¡por ocho ecuaciones
diferenciales estocásticas!

2.3 Dos resultados clásicos

En general, el sistema de estados de un juego diferencial estocástico con
modos múltiples puede describirse a través de las relaciones siguientes.

d~x(t) = b(~x(t), θ(t), π1
t , π

2
t )dt+ σ(~x(t), θ(t))dW (t), ~x(0) = ~x0, (8)

P[θ(t+ ∆t) = j | θ(t) = i; ~x(s), θ(s) para s ≤ t]

= λ
π1
t ,π

2
t

ij (~x(t))∆t+ o(∆t), (9)∑
j∈S

λ
π1
t ,π

2
t

ij (~x(t)) = 0. (10)

4El generador infinitesimal, o matriz de intesidades de transición sirve para determinar, bajo
ciertas condiciones, la existencia de medidas estacionarias para una cadena de Markov a tiempo

continuo. Dada una cadena de Markov a tiempo continuo con matriz de transición P (t), definimos

la intensidad de transición entre dos estados (digamos i y j) como la derivada de Pij(t) en t = 0
por la derecha. O sea:

λij(t) :=

{
ĺımt↓0

Pij(t)−1

t
si i = j;

ĺımt↓0
Pij(t)

t
, si i 6= j.

Si este ĺımite existe, entonces escribiremos Pij(t) = λijt+o(t) para i 6= j, y Pii(t) = 1−λit+o(t);

con λi := −λii; en donde la función o(t) es tal que o(t)/t→ 0 cuando t→ 0 y depende, en general,
de los estados i y j. En otras palabras, cuando t → 0, las probabilidades Pij(t) y 1 − Pii(t) son

proporcionales a t, excepto por los términos o(t), con constantes de proporcionalidad λij y λi,

respectivamente. Vea [33, cap. 5] y [35, cap. 6.4].
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En (8)-(10), supondremos que S ⊆ N es el conjunto de modos del
sistema, y que Π1 y Π2 son las colecciones de estrategias de los ju-
gadores. Asimismo, la función θ(t) ∈ S designará el modo en que se
encuentran los coeficientes de deriva y difusión del sistema dinámico
~x(t) para t ≥ 0. Tales coeficientes están dados mediante las funciones
b : Rm × S × Π1 × Π2 → Rm y σ : Rm × S → Rm×d, respectivamen-

te. Denotamos con el śımbolo λ
π1
t ,π

2
t

ij (x(t)) en (9) a la intensidad de la
transición del modo i al modo j cuando los jugadores emplean el par
de estrategias (π1, π2) ∈ Π1 × Π2.

Aśı como fue posible definir un valor para el juego del ejemplo 2.1,
podemos hacerlo para los juegos que estamos estudiando ahora. Supon-
ga que el `-ésimo jugador cobra r`(~x(t), θ(t), π1

t , π
2
t ) por jugar cuando el

sistema se encuentra en x(t). De esta manera podemos definir el ı́ndice
de rendimiento del `-ésimo jugador en el juego que inicia en el estado
(~xs, θs) como:

V `(~xs, θs, π
1, π2) = Eπ

1,π2

~xs,θs

[∫ ∞
s

e−δ(t−s)r`(~x(t), θ(t), π1
t , π

2
t )dt

]
, (11)

donde Eπ
1,π2

~xs,θs
[· · · ] representa el valor esperado (promedio) de la integral

de las recompensas descontadas para el `-ésimo jugador a través del
tiempo cuando el sistema (~x(•),Θ(•)) comienza en el estado (~xs, θs) y
los jugadores utilizan las estrategias (π1, π2).

El ı́ndice de rendimiento (11) es muy común en la literatura de jue-
gos diferenciales (deterministas, estocásticos, y estocásticos con modos
múltiples). La razón es que describe la suma de los pagos en valor pre-
sente que el `-ésimo jugador recibe a través del tiempo (vea la figura
7).

Figura 7. Este dibujo representa los valores presentes de un peso pagadero
en t = 0, 1, ,̇n − 1 (cf. [19, cap. 1]). Note que, a medida que avanza el

tiempo, el efecto del factor de descuento e−δ(t−s) se manifiesta en el hecho
de que las bolsas de dinero lucen cada vez menos llenas. La expresión (11)
representa la suma de las bolsas aqúı mostradas en tiempo continuo.

La maximización de (11) por parte del `-ésimo jugador se conoce co-
mo criterio del pago descontado esperado en horizonte infinito.
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Esto es, el objetivo del primer jugador es hallar

V 1(~xs, θs, π
1∗, π2) := sup

π1∈Π1

V 1(~xs, θs, π
1, π2),

mientras que el segundo jugador desea encontrar

V 2(~xs, θs, π
1, π2∗) := sup

π2∈Π2

V 2(~xs, θs, π
1, π2).

Si existe una pareja de estrategias (π1∗, π2∗) ∈ Π1 × Π2 tal que

V 1(~xs, θs, π
1, π2∗) ≤ V 1(~xs, θs, π

1∗, π2∗) y (12)

V 2(~xs, θs, π
1∗, π2) ≤ V 2(~xs, θs, π

1∗, π2∗), (13)

decimos que (π1∗, π2∗) es un equilibrio de Nash para el juego competitivo

Γ(~xs, θs) :=
(
~x(•),Θ(•), ~xs, θs, r1, r2,Π

1,Π2,S
)
, (14)

y definimos también las funciones de valor de los jugadores como

V 1(~xs, θs) := V 1(~xs, θs, π
1∗, π2∗),

V 2(~xs, θs) := V 2(~xs, θs, π
1∗, π2∗).

Observación 2.3. (a): Note que el juego (14) inicia en el tiempo
t = s.

(b): Compare las desigualdades (12)-(13) con la definición 2.1 y vea
que difieren solo en que tales desigualdades incluyen el estado ini-
cial del sistema (~xs, θs). Ello nos habla del carácter dinámico del
juego.

Ahora mostramos el resultado principal de esta sección. Se trata de
uno de los llamados Teoremas de verificación comunes en Teoŕıa de
Juegos. Tales teoremas sirven para establecer una conexión entre un sis-
tema de ecuaciones en derivadas parciales deterministas (vea (15)-(16)
más abajo) con el problema original (maximizar (11) sujeto a (8)-(10)),
que es estocástico. Aqúı, los śımbolos V~x y V~x~x denotan, respectivamen-
te, el vector gradiente y la matriz Hessiana de la función V . Asimismo,
〈b, c〉 es el producto punto entre los vectores b y c; σ′ representa la
transpuesta de la matriz σ y Tr(A) es la suma de los elementos de la
diagonal principal de la matriz A.

Teorema 2.1. (cf. [11, teo. 3.2], [37, teo. 5.8.1].) Bajo ciertas condi-
ciones5, un par de estrategias (π1∗, π2∗) es un equilibrio de Nash para

5Estas condiciones son:

• que los conjuntos de estrategias Π1 y Π2 sean compactos (para garantizar la convergencia de —al
menos— una subsucesión de estrategias),

• que las ecuaciones (8)-(10) admitan una solución en el sentido de Markov-Feller (vea [17, cap. 9],

[22, cap. 3] y [29, §5.2-3]),
• que el sistema (8)-(10) sea estable en el sentido de Lyapunov (vea [15], [22, cap. 5] y [25]),

• que el término de difusión sea positivo-definido (note que esto quiere decir que, en particular,

σ 6= 0),
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el juego competitivo Γ(~x0, θ0) si existen funciones V 1 : Rm × S → R y
V 2 : Rm × S → R tales que

δV 1(~x, θ)− 1

2
Tr[V 1

~x~x(~x, θ) · σ(~x, θ)σ′(~x, θ)]

= sup
π1

{
r1(~x, θ, π1, π2∗) +

〈
b(~x, θ, π1, π2∗), V 1

~x (~x, θ)
〉

+
∑
i 6=θ

λπ
1,π2∗

i,θ (~x)V 1(~x, θ)

}
, (15)

δV 2(~x, θ)−1

2
Tr[V 2

~x~x(~x, θ) · σ(~x, θ)σ′(~x, θ)]

= sup
π2

{
r2(~x, θ, π1∗, π2) +

〈
b(~x, θ, π1∗, π2), V 2

~x (~x, θ)
〉

+
∑
i 6=θ

λπ
1∗,π2

i,θ (~x)V 2(~x, θ)

}
, (16)

para toda pareja (~x, θ) ∈ Rm × S. En particular

V `(~xs, θs) = Eπ
1∗,π2∗

~xs,θs

[∫ ∞
s

e−δ(t−s)r`(~x(t), θ(t), π1∗, π2∗)dt

]
para ` = 1, 2.

En el teorema 2.1, las relaciones (15)-(16) son las lla-
madas ecuaciones de Bellman. Estas ecuaciones fueron
bautizadas con este nombre precisamente en honor a su
descubridor, Richard Bellman (vea la fotograf́ıa a la iz-
quierda —tomada de [4]—). Estas ecuaciones resumen
el principio de Programación Dinámica (PPD), que es
fruto del trabajo de Bellman en RAND Corporation, de
1949 a 1965. Este principio sirve para un sinf́ın de apli-

caciones, que abarca desde el hallazgo de la ruta más corta/larga en un
mapa dado, y hasta, por ejemplo, ¡la resolución de juegos diferenciales
estocásticos con modos múltiples! El PPD reza aśı:

• que las funciones x 7→ r1 y x 7→ r2 cumplan una condición de Lipschitz uniformemente con respecto

a θ, π1 y π2 (vea [29, cap. 5]),
• que las funciones x 7→ r1 y x 7→ r2 estén dominadas por una función integrable conocida (esto

asegura, por el teorema de Fubini, que la esperanza y la integral en (11) son intercambiables).



98 JOSÉ DANIEL LÓPEZ-BARRIENTOS

Sea π∗ = {πt : t ≥ 0} una estrategia óptima para un problema de Pro-
gramación Dinámica y suponga que cuando se usa π∗, el estado x(r)
ocurre en el tiempo r > 0 con probabilidad positiva. Considere pues
el subproblema en el que nos encontramos en el estado x(r) si desea-
mos maximizar la recompensa (11) a partir del tiempo r. Entonces la
estrategia trunca

ϕ∗ := {πt : t ≥ r}
es óptima para este subproblema.

Para ver cómo las ecuaciones (15)-(16) equivalen al PPD (al menos
en el caso diferencial estocástico), vea [9, §I.4-5, III.7-9] y [39, §3.2 y
3.3]. La clave está en la expresión〈

b(~x, θ, π1
t , π

2
t ), V

`
~x (~x, θ)

〉
+

1

2
Tr[V `

~x~x(~x, θ) · σ(~x, θ)σ′(~x, θ)]

+
∑
i 6=θ

λ
π1
t ,π

2
t

i,θ (~x)V `(~x, θ) (17)

para ` = 1, 2 en las ecuaciones de Bellman (15)-(16), pues (17) es,
precisamente el generador infinitesimal del proceso (x(•),Θ(•)), aunque
también puede interpretarse como la esperanza de la derivada —en el
sentido de Itô— de la función V `(x(t), θ(t)). (Vea [22, cap. 3] y [29,
cap. 5] para conocer los detalles.)

Cerramos la sección con un resultado clásico más. Se trata de una
consecuencia del teorema 2.1 y nos dice que, en un juego de suma-cero
las funciones de valor son soluciones clásicas de las ecuaciones (15)-(16);
mientras que en el caso de los juegos de suma no-cero, tales funciones
simplemente son soluciones débiles de las mismas ecuaciones.

Corolario 2.1. Si r1 = −r2, entonces las funciones V 1, V 2 son dos
veces continuamente diferenciables en ~x (cf. [11, teo. 3.1]). Si r1 6= −r2

entonces V 1, V 2 son miembros del espacio de Sobolev6 W2,p(Rm × S)
para 2 ≤ p <∞ (vea [11, lema 4.1]).

3. ¡Júntense!

En la sección anterior presentamos una panorámica del uso de ciertos
juegos como auxiliar para analizar situaciones en las que la compe-
tencia es natural. Sin embargo, éste no es el único ejemplo en que las
herramientas de la teoŕıa de juegos son útiles. Ciertamente, puede ser
complicado imaginar una situación no-competitiva en la que se use la
Teoŕıa de Juegos: ¡hasta en los juegos de mesa es dif́ıcil! Pero eche un
vistazo a la figura 8 . . .

6El caṕıtulo 5 de [8] es una excelente introducción a este tema.



¿COOPERACIÓN O COMPETENCIA? 99

Figura 8. Aqúı mostramos dos juegos de mesa que tienen la caracteŕıstica
de ser colaborativos. Ambos son juegos de autor. El que mostramos en la
parte izquierda de la gráfica se llama Pandemic y es obra de M. Leacock; el
de la derecha es Mysterium, y se lo debemos a O. Nevskiy y O. Sidorenko.
(Puede ver más sobre estos juegos en [21], y [27], respectivamente.)

También es posible usar los resultados para juegos diferenciales es-
tocásticos de modos múltiples de los que hemos hablado en un contexto
de colaboración. Ahora mostramos un par de ejemplos.

3.1 Parvadas viajeras

La coordinación entre los animales sociales requiere una transferencia
rápida y eficiente de información entre los individuos, que puede depen-
der crucialmente de la estructura subyacente de la red de comunicación.
Establecer los circuitos de decisión y las redes que dan lugar al com-
portamiento individual ha sido un objetivo central de la neurociencia.
En [34], por ejemplo, se estudia el problema análogo de determinar la
estructura de la red de comunicación entre los organismos que da lugar
a un comportamiento colectivo coordinado, como el que exhiben las
aves migratorias representadas aqúı (vea [7]). Trabajos como el de Ro-
senthal et al. han permitido llevar un poco más allá las redes visuales,
y pueden ser clave para saber qué pájaro inicia un cambio de dirección
de la parvada.
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Note que la situación que estamos describiendo corresponde, precisa-
mente, a un juego diferencial estocástico con modos múltiples. Cierta-
mente, la posición de cada paloma queda determinada por un sistema
como (8), donde la estrategia π` que determina el movimiento del `-ési-
mo pájaro está afectada por las posiciones de los pájaros de la izquierda,
la derecha, arriba, abajo y adelante (uno de los resultados que se pre-
sentan en [34] es que las aves que vuelan en parvada se ubican siguiendo
simplemente a sus vecinos más cercanos). La aleatoriedad modelada a
través del movimiento browniano en (8) puede ser, en este caso, el efec-
to ((impredecible)) del viento o de los contaminantes en el aire. El modo
θ en que se encuentra el sistema (8)-(10) es, en términos del trabajo
[34], si la parvada se encuentra evadiendo un peligro, o no.

3.2 El principio de racionalidad grupal

Enfrentémoslo. La CDMX y el área metropolitana conforman una ciu-
dad muy contaminada. Pero, ¿y si las demarcaciones que la componen
fijaran como función de ((recompensa)) el costo que les impone tener un
alto7 Índice Metropolitano de la Calidad del Aire (IMECA), y trataran
de minimizar los de todas ellas de manera conjunta? (Entre a [12] para
ver información en tiempo real.)

7http://www.aire.df.gob.mx

http://www.aire.df.gob.mx
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Esto es:

Eφ
1,...,φm

~x0,θ0

[∫ ∞
0

e−δt
(
r1(~x(t), θ(t), φ1

t , . . . , φ
m
t ) + · · ·

+ rm(~x(t), θ(t), φ1
t , . . . , φ

m
t )
)
dt

]
. (18)

Aqúı, la `-ésima entrada del vector ~x ∈ Rm representa el IMECA de
la `-ésima demarcación que compone la CDMX, mientras que el mo-
vimiento browniano puede representar los cambios ((impredecibles)) del
viento. Asimismo, el modo del sistema θ es la calidad del aire en que se
encuentra el sistema (buena, regular, mala, muy mala, extremadamente
mala y mantenimiento).

La clave de la expresión (18) está en la suma de las ((recompensas))
(costos) de las m demarcaciones: los agentes deciden colaborar para
minimizar de manera conjunta un costo que les afecta a todos. En
Teoŕıa de Juegos esto se llama racionalidad de grupo.

A continuación planteamos el criterio de optimización en que estamos
interesados a partir del concepto de racionalidad de grupo. La definición
siguiente está pensada para el caso en que cada agente está interesado
en maximizar su propia recompensa, y especifica lo que ocurre para
solo dos jugadores, pero sus extensiones para el caso en que lo que
desean los agentes es minimizar un costo, y para más ((demarcaciones))
es evidente.

Definición 3.1. Sea

W (~x0, θ0, φ
1, φ2)

:= Eφ
1,φ2

~x0,θ0

[∫ ∞
0

e−δt
(
r1(~x(t), θ(t), φ1

t , φ
2
t ) + r2(~x(t), θ(t), φ1

t , φ
2
t )
)

dt

]
el pago que percibe una coalición en un juego colaborativo de dos juga-
dores que usan las estrategias φ1 ∈ Π1 y φ2 ∈ Π2. Decimos que el par
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(φ1∗, φ2∗) ∈ Π1 × Π2 es óptimo para el juego colaborativo

Γc(x0, θ0) :=
(
~x(•),Θ(•), ~xs, θs, r1 + r2,Π

1,Π2,S
)

si

W (~x0, θ0, φ
1∗, φ∗2) := sup

(φ1,φ2)

W (~x0, θ0, φ
1, φ2).

Cerramos esta sección con un teorema de verificación análogo al teo-
rema 2.1.

Teorema 3.1. (cf. [37, teo 5.8.2].) Bajo ciertas condiciones8, un par
de estrategias (φ1∗, φ2∗) es óptimo para el juego colaborativo Γc(x0, θ0)
si existe una función W : Rm × S → R tal que

δW (~x, θ)−1

2
Tr[(W~x~x(~x, θ) · σ(~x, θ)σ′(~x, θ)]

= sup
(φ1t ,φ

2
t )

{[
r1(~x, θ, φ1

t , φ
2
t ) + r2(~x, θ, φ1

t , φ
2
t )
]

+
〈
b(~x, θ, φ1

t , φ
2
t ),W~x(~x, θ)

〉
+
∑
i 6=θ

λ
φ1t ,φ

2
t

i,θ (~x)W (~x, θ)
}

(19)

para todo (~x, θ) ∈ Rm × S. En particular

W (~xs, θs) = W (~xs, θs, φ
1∗, φ∗2).

Observación 3.1. Por el corolario 6.2 en [10], sabemos que la función
W (~x, θ) a la que se refiere el teorema 3.1 es dos veces continuamente
diferenciable.

3.3 Racionalidad individual y consistencia de los subjuegos

Una de las condiciones suficientes para que el teorema 3.1 rija es la
racionalidad individual, otra es la consistencia de los subjuegos. Pre-
sentamos ambas hipótesis en esta sección. El principio de racionalidad
individual se requiere para asegurar que la ganancia de cada participan-
te de la coalición sea al menos la que obtendŕıa en el caso competitivo
(vea [37, §4.2 y 5.2] y [38, cap. 1]). La figura 9 ilustra esta idea.

Definimos impĺıcitamente las recompensas instantáneas (B1(t), B2(t))
para el juego Γc(x

∗
0, θ
∗
0) mediante las relaciones

ξ`(~x∗(τ), θ∗(τ)) = E~x∗(τ),θ∗(τ)

[∫ ∞
τ

e−δ(t−τ)B`(t)dt

]
, (20)

para ` = 1, 2, donde (~x∗(·), θ∗(·)) es la trayectoria que obtenemos al
insertar el par óptimo de estrategias (φ1∗, φ2∗) en (8)-(10).

8En realidad son las mismas hipótesis del teorema 2.1, la racionalidad de grupo y las condiciones

que dan nombre a la sección 3.3.
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Figura 9. Suponga que usted es un súper-héroe (o una súper-heróına).
¿Por qué participar en una coalición si ésta no le reporta —al menos—
las mismas ventajas que tendŕıa luchando solo(a) contra la injusticia? Más
aún, si la coalición terminara, usted esperaŕıa recuperar esas ventajas. Si
no, incurriŕıa usted en una acción irracional como individuo. ¿No es aśı?
(Fuente: Elaboración propia.)

Note que las funciones de recompensa instantánea B1 y B2 no de-
penden (expĺıcitamente) de las estrategias de los jugadores, sino, sim-
plemente, del instante t. La razón es que los jugadores trabajan para
que el sistema (8)-(10) siga la trayectoria (x(t)∗, θ(t)∗) en cada instante.

El principio de racionalidad individual puede expresarse ma-
temáticamente de la manera siguiente:

ξ`(~x∗(t), θ∗(t)) ≥ V `(~x∗(t), θ∗(t)) (21)

para ` = 1, 2 y t ≥ 0.
La función ξ` se llama reemplazo de la ganancia descontada (11) para

` = 1, 2 en el juego Γc(~x0, θ0) (vea [37, §3.2] y [38, §3.2]).
Para introducir la consistencia de los subjuegos, tomamos τ ∈ [0,∞[

y t ≥ τ . Ahora definimos γ(τ ; t, ~x∗(t), θ∗(t)) como la esperanza del
valor presente en tiempo τ de una sucesión de pagos que comienzan en
el tiempo t ≥ τ para el `-ésimo jugador (vea la figura 10). Esto es

γ(τ ; t, ~x∗(t), θ∗(t))

:= E~x∗(τ),θ∗(τ)

[∫ ∞
t

e−δ(s−τ)B`(s)ds
∣∣~x∗(t) = ~x∗t , θ

∗(t) = θ∗t

]
. (22)
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Figura 10. Aqúı mostramos una abstracción del valor presente de una anua-
lidad contingente diferida por t−τ peŕıodos pagadera continuamente a partir
de t, suponiendo que el sistema (8)-(10) sigue la trayectoria (~x∗(t), θ∗(t)).
Vea [5, cap. 5] y [19, cap. 3]. (Fuente: Elaboración propia.)

Note que, si las recompensas instantáneas (B1, B2) están bien defini-
das, el PPD (sección 2.3) nos da lo siguiente.

γ`(τ ; t, ~x∗(t), θ∗(t)) = e−δ(t−τ)E~x∗(t),θ∗(t)
[∫ ∞

t

e−δ(s−t)B`(s)ds

]
= e−δ(t−τ)ξ`(~x∗(t), θ∗(t))
= e−δ(t−τ)γ`(t; t, ~x∗(t), θ∗(t)). (23)

Cuando esta igualdad rige para todo t ≥ 0 decimos que los subjuegos
de Γc(~x0, θ0) son consistentes en el tiempo.

4. El procedimiento de asignación de recompensas
instantáneas

En la sección 3.3 establecimos que, por el principio de racionalidad indi-
vidual, las recompensas de cada uno de los miembros de una coalición
deben ser al menos tan grandes como lo seŕıan si estuvieran compi-
tiendo entre ellos (cf. (21)). Más aún, al introducir (20) utilizamos la
expresión ((definir impĺıcitamente)) las recompensas instantáneas de los
agentes. Pero hasta ahora no sabemos quiénes son esas funciones, ni
cómo se calculan.

En esta sección vamos a despejar esa cues-
tión mediante el procedimiento de asigna-
ción de recompensas instantáneas introduci-
do por Leon Petrosyan en 1977 (vea [30] y
la fotograf́ıa a la derecha). El método con-
siste, en primer lugar, en una invocación a
nuestra hipótesis de consistencia de los sub-
juegos, i.e. a la ecuación (23); y después, en
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la correcta utilización de la expresión (17) interpretada como la deriva-
da de una función valuada en el proceso (~x(•),Θ(•)). Esto nos dejará
con un sistema de ecuaciones diferenciales en términos de las funciones
de reemplazo de la ganancia descontada ξ`(~x, θ) (` = 1, 2), de manera
que terminaremos por simplemente elegir una forma para estas funcio-
nes.

Note que, gracias a la consistencia de los subjuegos en Γc(~x
∗
τ , θ
∗
τ ),

podemos escribir

γ`(τ ; τ, ~x∗(τ), θ∗(τ))

= E~x∗(τ),θ∗(τ)

[∫ τ+∆t

τ

e−δ(s−τ)B`(s)ds

+e−δ∆tγ`(τ + ∆t; τ + ∆t, ~x∗τ + ∆~x∗τ , θ
∗(τ + ∆t)

∣∣~x∗(τ) = ~x∗τ , θ
∗(τ) = θ∗τ

]
= E~x∗(τ),θ∗(τ)

[∫ τ+∆t

τ

e−δ(s−τ)B`(s)ds

+γ`(τ ; τ + ∆t, ~x∗τ + ∆~x∗τ , θ
∗(τ + ∆t)

∣∣~x∗(τ) = ~x∗τ , θ
∗(τ) = θ∗τ

]
.

La última igualdad se sigue de (23). Un despeje nos da

E~x∗(τ),θ∗(τ)

[∫ τ+∆t

τ

e−δ(s−τ)B`(s)ds
∣∣~x∗(τ) = ~x∗τ , θ

∗(τ) = θ∗τ

]
= E~x∗(τ),θ∗(τ)

[
γ`(τ ; τ + ∆t, ~x∗τ , θ

∗
τ )− γ`(τ ; τ + ∆t, ~x∗τ + ∆~x∗τ , θ

∗(τ + ∆t))
]
.

Divida por ∆t, tome el ĺımite cuando ∆t ↓ 0, y use (17) para ver que

B`(τ) = δξ`(~x∗τ , θ
∗
τ )−

1

2
Tr[(ξ`~x~x(~x

∗
τ , θ
∗
τ ) · σ(~x, θ)σ′(~x∗τ , θ

∗
τ )]

−
〈
b(~x∗τ , θ

∗
τ , φ

1∗
τ , φ

2∗
τ ), ξ`~x(~x

∗
τ , θ
∗
τ )
〉

−
∑
i 6=θ

λ
φ1∗τ ,φ

2∗
τ

i,θ (~x∗τ )ξ
`(~x∗τ , θ

∗
τ ) (24)

es una expresión funcional de las recompensas instantáneas que depen-
de de la forma de la función de reemplazo de la ganancia descontada
ξ`(~x∗τ , θ

∗
τ ) (cf. [37, teo. 5.8.3]).

Finalmente, elija alguna forma para las funciones de reemplazo de la
ganancia descontada ξ`(~x∗τ , θ

∗
τ ). Por ejemplo, si la coalición está com-

puesta de partes de tamaños iguales, una opción interesante puede ser
la llamada función de reemplazo de ganancia descontada de negociación
de Nash. O sea:

ξ`NB(~x∗τ , θ
∗
τ ) = V `(~x∗τ , θ

∗
τ )

+
1

2

[
W (~x∗τ , θ

∗, τ)− V 1(~x∗τ , θ
∗
τ )− V 2(~x∗τ , θ

∗
τ )
]
. (25)
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Si no es el caso, y los agentes deciden dividir las ganancias de acuerdo
a su nivel de participación en la coalición, es posible usar la función de
reemplazo de ganancia descontada de Pareto:

ξ`P (~x∗τ , θ
∗
τ ) = V `(~x∗τ , θ

∗
τ )

+
V `(~x∗τ , θ

∗
τ )

V 1(~x∗τ , θ
∗
τ ) + V 2(~x∗τ , θ

∗
τ )

[
W (~x∗τ , θ

∗, τ)− V 1(~x∗τ , θ
∗
τ )− V 2(~x∗τ , θ

∗
τ )
]
.

(26)

Las relaciones (24) y (25); y (24) y (26) representan soluciones com-
pletas al problema de distribuir las ganancias a través del tiempo entre
los miembros de una coalición. La diferencia entre cada una de estas
soluciones radica en la forma en la que los agentes contribuyen a la
alianza.

Vale la pena destacar las hipótesis que nos condujeron a estas solu-
ciones.

• Como tanto (25), como (26) están escritas en términos de las so-
luciones a las ecuaciones de Bellman (15)-(16) y (19), es necesario
que los teoremas 2.1 y 3.1 rijan. De tal manera que sus condiciones
son fundamentales.
• La racionalidad de grupo (18) es necesaria para definir el juego

colaborativo Γc(~x0, θ0).
• La racionalidad individual (21) debe cumplirse para que los agen-

tes que conforman la coalición no tengan incentivos para dejarla
en ningún momento t ≥ 0.
• La condición de consistencia de los subjuegos a través del tiempo

(23) es crucial para asegurar la posibilidad de escribir (24).

Finalizamos esta sección con un comentario sobre la diferenciablidad
de las funciones de valor de los juegos competitivo y colaborativo.

Observación 4.1. Suponga que estamos interesados en obtener una
ganancia monetaria para la coalición. En virtud del corolario 2.1, sa-
bemos que cuando tenemos un juego de suma cero, las funciones de
valor del juego son dos veces continuamente diferenciables. Cosa que
simplificaŕıa el cálculo de las recompensas instantáneas a través de las
relaciones (24)-(25) y (24)-(26). Sin embargo, esto no tiene ningún
sentido en términos de la racionalidad grupal. La razón es que, por
el principio mencionado, lo primero que debemos hacer es ¡sumar las
recompensas originales! Esto nos dejará con un pago nulo para la coa-
lición, y eliminaŕıa, por ende, la posibilidad de la cooperación.

El caso verdaderamente no-trivial es el de la suma no-cero. El pro-
blema que este caso entraña es que, desafortunadamente (por el mismo
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corolario 2.1), no es posible encontrar soluciones clásicas9 a las ecuacio-
nes (15)-(16). Esto nos llevará inexorablemente a trabajar en espacios
de soluciones más débiles. Una propuesta es la de hacerlo con espacios
de Sobolev.

Por otro lado, si lo que nos interesa es simplemente evitar la trage-
dia de los comunes (o sea que no nos interese obtener una ganancia
monetaria para la coalición), el contexto competitivo bastará, siempre y
cuando todos los competidores tengan en cuenta las restricciones exis-
tentes sobre el sistema.

5. Conclusiones

En este trabajo hemos presentado juegos competitivos de varios gra-
dos de complejidad desde la perspectiva del problema de persecución-
evasión. Sin embargo, hemos argumentado la conveniencia de la con-
sideración de juegos en los que los agentes colaboren entre ellos para
lograr la optimización de un ı́ndice de rendimiento común. Más aún,
hemos discutido la necesidad de asignar recompensas instantáneas a
cada miembro de la coalición y hemos presentado el método propuesto
por Petrosyan para asignar las recompensas instantáneas. Hemos deci-
dido hacer la presentación de los juegos colaborativos y del algoritmo
de asignación de recompensas instantáneas en términos de los juegos
diferenciales estocásticos de modos múltiples. Debe tomarse en cuenta
que, sin abundar en los detalles técnicos, hemos exhibido las principales
hipótesis que deben usarse para garantizar la existencia de funciones
de valor, equilibrios de Nash y equilibrios colaborativos.

Nuestra presentación ha privilegiado los juegos diferenciales estocásti-
cos de modos múltiples en horizonte infinito porque se trata de un tema
de actualidad en Teoŕıa de Juegos y por ello se alinea con la intención
del autor de hacer un breve recorrido por algunos de los resultados y las
técnicas que utilizan los expertos de hoy en esta apasionante disciplina.
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