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Resumen

En este trabajo presentamos una perspectiva de algunos
juegos dinamicos competitivos y colaborativos. Nuestro
recorrido empieza en los juegos matriciales, y visita los
diferenciales, los diferenciales estocasticos, y llega a los di-
ferenciales estocasticos con modos multiples en horizonte
infinito con el criterio del pago/costo descontado. Termi-
namos nuestro viaje estudiando el célebre procedimiento
de distribucion de recompensas para juegos dinamicos co-
laborativos de Leon Petrosyan y lo aplicamos al caso de
los juegos diferenciales estocasticos con modos miltiples.
Deseamos que los resultados presentados sirvan para ilus-
trar aplicaciones en los contextos natural y social, y que el
lector los aproveche como guia en el apasionante mundo
de la teoria de los juegos dinamicos.

Je vous écris une longue lettre parce que je n’ai pas le temps d’en
écrire une courte.
Blaise Pascal

1. Introducciéon

Desde hace algunos anos, la ciencia y la tecnologia han prestado una
atencién especial al comportamiento estratégico en las sociedades, tan-
to humanas, como animales. Ejemplo de esto es el impulso que se ha
dado al desarrollo de programas computacionales para optimizar rutas
de transito a través de la coordinacién de una red social virtual. Des-
de el punto de vista de quien toma decisiones, resulta muy importante
considerar las interacciones y las interdependencias entre las decisiones
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de los agentes que afectan un sistema. Esto ha derivado en el nacimien-
to y desarrollo de la teoria de juegos como un instrumento clave en
las investigaciones pura y aplicada. Sin embargo, es frecuente que se
enfoque esta disciplina desde el punto de vista de la competencia entre
los agentes, dejando de lado los modelos de colaboracién entre ellos.

Una razén por la que este fenémeno esta
tan difundido en nuestra cultura es que los
tiempos que vivimos nos han habituado a
aceptar con normalidad (y casi indiferencia
o resignacién) los sistemas en los que existen
conflictos entre los intereses de los partici-
R A N D pantes involucrados. Y es que, desde el final

de la Segunda Guerra Mundial el mundo ha
CORPORATION . - pr . . .
conocido un sinfin de aplicaciones que sirven
para evitar la colaboracién entre los toma-
dores de decisiones, y que mas aun, fomentan la competencia entre ellos.
Por ejemplo, en el anio 1948 nacié en los Estados Unidos de América
la Corporacién RAND como un laboratorio de ideas para formar a las
Fuerzas Armadas de ese pais (visite [32]). Algunos consideran que el
nombre de la compania es un acréonimo de la frase «Research And De-
velopment», y ciertamente, la investigacion que se llevaba a cabo ahi
nutrié significativamente a la teoria de juegos desde el periodo de la
Guerra Fria, y ha seguido haciéndolo hasta los tiempos del neolibera-
lismo y la globalizacién.

Por otro lado, medios como el cine e industrias
como las de los juegos sociales han contribuido a
que nuestra vision de la teoria de juegos esté en-
focada —casi exclusivamente— en la competencia.
La imagen de la derecha muestra un ejemplo tipico
de juego competitivo: la persecucion de cazas im-
periales por parte de las naves rebeldes (jincluso
puede conseguir un cuadro con esta decoracién en
[23]"). La figura (1] ilustra dos juegos sociales en los
que derrotar al adversario es la meta. El de la iz-
quierda es un juego de autor. Lo debemos a Ananda Gupta y Jason
Matthews (puede ver més sobre él en [I4]). La de la derecha, es una
captura de pantalla de un videojuego que vio la luz en la década de
los 90s, v que sigue dando de qué hablar atin en nuestros dias. Lo de-
bemos a Takashi Nishiyama y Hiroshi Matsumoto (vea [28] para saber
méas de este juego). Desde hace varias décadas, los expertos en teoria
de juegos saben que las conductas no-colaborativas pueden llevar a re-
sultados indeseables (como en el dilema del prisionero), o simplemente
devastadores (como en la tragedia de los comunes —vea el ejemplo 4
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Figura 1. Twilight Struggle y Street Fighter II.

en [31], cap. 3]—). Mds atin, en un mundo en constante evolucién, las
conductas no-colaborativas, guiadas por la racionalidad individual sin
vision de futuro, pueden ser una fuente de consecuencias desastrosas.
Para muestra, ;qué tal la siguiente obra de Lalo Alcaraz (vea [1])?
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La colaboracién, en cambio, da la posibilidad de alcanzar soluciones
eficientes con resultados éptimos para la sociedad que las promueve.
Sin embargo, la busqueda de tales soluciones exige una planeacién de
la reparticion de las ganancias que la coalicién obtendra. Pues, si no se
toma en cuenta esto, las consecuencias pueden ser igualmente severas
que en el caso competitivo. Vea la figura 2]

Una alternativa ante la problemética que planteamos fue propuesta
por Leon Petrosyan en 1977 [30]. Se trata de un procedimiento de asig-
nacion de recompensas instantaneas que permite considerar el tamano
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Figura 2. En esta pintura, obra del artista grafico Yapim Asamasi (vea
[3]), podemos ver a Luke Skywalker tratando de salvar de la destruccién
a su acérrimo rival en la Estrella de la Muerte. Ciertamente, los agentes
colaboraron para derrocar al Emperador Palpatine, pero no planearon qué
harian una vez que su alianza prevaleciera sobre el mal. Esto llevé a la
aniquilacién de uno de los agentes.

y la participacion de los agentes que conforman la coalicion. Este méto-
do ha sido utilizado por muchos expertos a partir de entonces, e incluso
le vali6 a su descubridor el reconocimiento de la Sociedad Internacional
de Juegos Dindmicos con el Premio Isaacs en 2014.

Nuestro trabajo estd divido de la manera siguiente. En la seccién
que sucede a ésta presentamos una revision de algunos juegos compe-
titivos. Introducimos primeramente un juego matricial que sirve para
fijar ideas en un contexto de competencia, y expone progresivamente
ideas que complementan ese modelo hasta arribar a la nocién de juegos
diferenciales estocasticos con modos multiples. La seccién termina con
un resultado de verificacion que relaciona el principio de programacion
dindamica con la solucién del problema de competencia.

La seccion |3] utiliza algunos fenémenos presentes en la naturaleza y
en la vida social (humana y animal) para exhibir los supuestos necesa-
rios para definir adecuadamente la colaboracion entre los individuos en
el contexto diferencial estocastico con modos multiples. Tales hipdte-
sis son: racionalidades individual y de grupo, y la consistencia de los
subjuegos. La seccion finaliza con un segundo resultado de verificacién,
andlogo al de la seccién [2]

La seccion || expone el procedimiento de asignacion de recompensas
de Petrosyan para el caso de un juego diferencial estocastico de modos
multiples. Nuestras conclusiones estén en la seccién 5]
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Los resultados que presentamos estan destinados a ilustrar sus apli-
caciones en los contextos natural y social, y esperamos sirvan al lector
como una guia en el apasionante mundo de los juegos dinamicos.

2. Juegos competitivos

Dentro de la literatura convencional sobre teoria de
juegos dindmicos, es comtun encontrar herramientas
que se usan para modelar situaciones de competen-
cia entre dos o més agentes. Por ejemplo, la clase
de los juegos llamados diferenciales —introducida
por Rufus Isaacs mientras trabajaba para RAND
Corporation, de 1948 a 1955 (vea [16], §7.13], [1§]
y [40])— surgié a partir de la situacién en la que
un jugador trata de atrapar a otro, mientras que
éste ultimo procura escaparse. Como es de esperar-
se, estos juegos llevan el nombre de juegos de persecucion-evasion. La
pintura de la derecha es un retrato de Rufus Isaacs y es obra de la
pintora Esther Freeman (estd tomada de [40]). El trabajo de Isaacs es
tan importante, que el premio que otorga la Sociedad Internacional de
Juegos Dinamicos a los investigadores més destacados de cada ano lleva
su nombre.

A continuacién tomamos de [31], ej. 1.1.9] una versién matricial de
un juego de persecucién-evasion.

Ejemplo 2.1. Suponga que el jugador P busca al jugador E, que estd en
movimiento, escondiéndose del jugador P. El jugador P puede moverse
a las velocidades By (caminar), By (trotar) y B3 (correr), mientras que
el jugador E puede hacerlo a las velocidades oy (caminar), ay (trotar)
y ag (correr). La habilidad de deteccion del jugador P estd dada en la
tabla que mostramos a continuacion.

Velocidades | 31 2 [33
aq 4 5 06
s 3 4 5
o3 1 2 38

Las estrategias de los jugadores son sus respectivas velocidades, mien-
tras que el pago del jugador P es la eficiencia de su biusqueda a;; = w;d;;;
i,j = 1,2,3, donde d;; es la (i,7)-ésima entrada de la tabla anterior;
yw =1, wy =2 yws = 3. Entonces el problema de elegir velocida-
des puede representarse mediante un juego de suma cero con matriz de
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pagos (para el jugador P) dada por

4 5 6
A=16 8 10
36 9

Es fécil ver que el par (ag, 51) es la estrategia que garantiza la ganan-
cia minima mds grande para el jugador P en el juego del ejemplo [2.1]
En efecto, si el jugador P usa as, y el jugador E usa 1, el jugador P ob-
tendra una recompensa de 6. Pero si el jugador P cambia su estrategia
por a; o por ag, mientras que el jugador E mantiene su estrategia en [,
su recompensa sera de 4 o de 3, respectivamente. jAmbas recompensas
son menores que la que habria obtenido usando «s!

La pareja (ag, /1) también garantiza el castigo mdximo mds pequeno
para el jugador E. Efectivamente, si el jugador E usa las estrategias
B2 o (B3 mientras que su oponente usa «s, su castigo serd de 8 o 10,
respectivamente. jAmbos castigos son mayores que el que le habria co-
rrespondido si hubiera usado la velocidad (!

Esta nocion subyace a la definicién siguiente, y es el
fundamento que le valié a su descubridor, John For-

g N bes Nash Jr., obtener el premio Nobel de Economia en
MIND 1994. A la izquierda puede verse la portada del libro de

Sylvia Nasar sobre la vida y obras de John Nash (vea

[20]). Es una ficcién que abarca el periodo de la vida

S Vi N de Nash que comprende desde su infancia, y hasta su

premiacion, incluyendo el periodo en que trabajé para

RAND Corporation de 1950 a 1954 con Rufus Isaacs. John Nash fa-

llecié el 23 de mayo de 2015, en New Jersey, a causa de un accidente
automovilistico.

Definicién 2.1. Sea V(7! ,m?) el pago que recibe el (-ésimo jugador
(¢ = 1,2) en un juego de dos jugadores que usan las estrategias m! y
72, respectivamente. Decimos que el par (7', 72*) es un equilibrio de

Nash para el juego en cuestién si

V1(7T177T2*) S Vl(ﬂ'l*,ﬂ'*Q) y V2(7T1*,7T2) S V2(7T1*,7T2*).
Asimismo, llamamos a V*(7'*, 72*) y V2(7'*, 72*) los valores del juego
para el jugador 1 y el jugador 2, respectivamente. En el caso de un juego
se suma-cero, tenemos que V(7! 72*) = —V2(gl* 72*) .= V(x!*, %)
y decimos que esta cantidad es el valor del juego.

La figura [3] muestra un juego de persecucién-evasion. Se trata de una
versién modificada de la que se encuentra en [13].

El ejemplo [2.1] representa un caso en que las trayectorias del perse-
guidor y del evasor son irrelevantes, pero si deseamos captar la idea que
los agentes se mueven y asumen posiciones distintas a medida que el
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! guidor

Figura 3. Juego de persecucién-evasién.

tiempo pasa, serd necesario echar mano de alguna herramienta capaz
de modelar sistemas dindmicos.

Ejemplo 2.2. [1§, ejs. 1.9.1 y 2.1.1] Suponga que los jugadores P y E
viagan en el plano con rapideces constanteéﬂ Wi y wy, con Wy > ws.
El pago para el persequidor serd el tiempo de captura. ;Cudles son las
estrategias éptimas de cada jugador?

En este sencillo ejemplo, la solucién es evidente. Cada jugador debe
moverse (el jugador E huyendo y el jugador P persiguiéndolo) a lo largo
de la linea que une sus posiciones iniciales. Es facil ver que se moveran
hasta el momento en que el perseguidor dé alcance al evasor.

La figura [ nos muestra que el valor del juego es 15.5 unidades de
tiempo (representamos la magnitud de las rapideces en la parte derecha
de la imagen). Esto quiere decir que, sin importar qué haga el evasor,
no puede escapar por mas de 15.5 unidades de tiempo cuando es per-
seguido por el otro jugador. En efecto, si hace cualquier cosa que no
sea tratar de escapar de P en direccion opuesta a él, el jugador P lo
atrapara en menos de 15.5 unidades de tiempo. Reciprocamente, el per-
seguidor no puede lograr la captura en menos de 15.5 unidades, y si no
persigue inmediatamente, el evasor quedaré en libertad por méas de 15.5
unidades. Desde este punto de vista, las estrategias que constituyen el
equilibrio de Nash son 6ptimas.

Observaciéon 2.1. A partir de ahora, cuando nos refiramos a una es-
trategia, estaremos hablando de una funcion de las variables de estado
(a menos de que indiqguemos lo contrario).

En este caso, resulta natural considerar que las variables de estado
son las coordenadas en el plano de cada jugador. Sean 7 := (zg, yg)
y ¥p = (zp,yp) las posiciones del evasor y el perseguidor, respectiva-
mente. El movimiento de cada agente puede caracterizarse mediante el

IRecuerde que la rapidez es una magnitud escalar que relaciona la distancia recorrida con el
tiempo empleado, ademas, no tiene en cuenta la direccién. La velocidad, por el contrario puede
representar un cambio en la direccién, y es una magnitud vectorial que compara el desplazamiento
con el tiempo empleado.
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Figura 4. La captura ocurre en el punto X y el pago es de 15.5 unidades
de tiempo. (Fuente: [18] fig. 1.9.1(a)].)

sistema

TE = WjpCoSQ,
Yp = wyseno,
xp = Wicos,
yp = Wisent,

—~ ~ —~
[\
—_— — ~— ~—

N

donde ¢ y v son los dngulos que forman los vectores I'r y Zp, respec-
tivamente, con el eje de las abscisas.

En el juego del ejemplo 2.2] la estrategia éptima del perseguidor serd
viajar siempre hacia el evasor. Poco importa en dénde se encuentre es-
te ultimo. En la figura |5 podemos ver al evasor comportandose de un
modo no-6ptimo: viaja a lo largo de la linea L, mientras que su perse-
guidor mantiene una conducta 6ptima, capturandole en el punto X, y
obteniendo asi un pago de 6 unidades. Esto constituye una ilustracion
mas de la definicion [2.1] pues, al dejar de usar la estrategia optima, el
evasor es capturado en un tiempo menor que 15.5 unidades.

Observacién 2.2. Las ecuaciones — son la razon por la que la
clase de los juegos que admiten que las variables de estado sean descritas
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Figura 5. El evasor no usa la estrategia de Nash y es capturado en un
tiempo de 6. (Fuente: [18] fig. 1.9.1(c)].)

por un sistema de ecuaciones diferenciales se llamen juegos diferencia-
les. En ese juego, las estrategias para los jugadores son ¢ y . Note
que, en efecto, pueden escribirse en términos de las variables de estado
fE Yy fp.

Las observaciones y hacen referencia al hecho de que las es-
trategias de los jugadores deben escribirse en términos del estado en
que cada cual se encuentra. Pero en el ejemplo [2.2] el estado en tiempo
t esta determinado por las ecuaciones diferenciales —. Esto quiere
decir que las estrategias deben depender del tiempo también. En gene-
ral, los juegos diferenciales para n personas se juegan de la siguiente
manera. En cada tiempo ¢ > 0, cada jugador observa el estado del siste-
ma Z(t), e independientemente de los demas, elige acciones de control
ue(t) (para ¢ = 1,...n) en un conjunto adecuado. Para cada estado
inicial 7, la meta de cada jugador es maximizar cierto indice de rendi-
miento a través del tiempo. La definicién siguiente establece el tipo de
estrategias en el que estamos interesados (vea la seccién 3.3 en [2] para
conocer mas detalles).

Definicion 2.2. Sea €2 el conjunto de estados asociados con un juego
diferencial (estocéstico), y Uy, ..., U, los conjuntos de acciones puras
disponibles para cada jugador. Una estrategia para el ¢-ésimo jugador
es una familia de funciones 7* := {rf : B(U;) x 2 — [0,1],¢ > 0}, donde
B(Uy) es la o-édlgebra de Borel de 2. Cada miembro de esta familia de
funciones satisface lo siguiente:

(a) Para cadat > 0y z € Q, 7/(-|z) es una medida de probabilidad
en Uy tal que 7t (Ug|x) = 1, y para cada D € B(U,), 7{(D|-) es una
funcién de Borel sobre €2,

(b) Para cada D € B(Uy) y x € Q, la funcién 7f(D|z) es medible en
el sentido de Borel para t > 0.
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En este trabajo supondremos la existencia de una medida de probabili-
dad 7*(-|x) soportada en Uy, tal que 7*(:|x) = 7f(-|x) para todo z € Q
yt>0.

Denotamos el conjunto de estrategias para el /-ésimo jugador a través
del simbolo IT¥, ¢ =1,...,n.

No debe sorprender al lector que, en realidad la estrategia 7 no
esté dada simplemente en términos de las acciones disponibles para el
(-ésimo jugador. Considere, por ejemplo el sencillo juego piedra-papel-
tijeras: en ese juego, la estrategia optima de cada jugador es la distri-
bucién de probabilidad uniforme sobre las acciones posibles (vea, por
ejemplo, [16], §2.4.3] y [31) §1.4]). O sea que la decisién éptima de cada
jugador es asignar a cada una de las tres acciones admisibles una pro-
babilidad de 1/3. De hecho, al definir una estrategia como una funcién
de las variables de estado (vea la observacion [2.1)), en el caso de los
juegos diferenciales estocasticos, las estrategias estan escritas, ademas,
en términos del tiempo en que se da tal estado. Por esta razén, cuando
decimos que «los jugadores emplean el par de estrategias (7!, 72) a lo
largo del juego», escribimos (7}, 72) para especificar la distribucién de
probabilidad que cada uno debe usar en el tiempo t.

2.1 Ecuaciones diferenciales estocasticas

Suponga que, en el juego de persecusion-evasion que presentamos en
el ejemplo 2.2 cada jugador desconoce la posicién exacta de su con-
traparte en cada momento. Una manera de modelar esta situacion en
las variables de estado es la utilizacién de ecuaciones diferenciales es-
tocdsticas.ﬂ Para ilustrar esta idea, considere el siguiente método para
describir los precios de los activos.

Ejemplo 2.3. [36, cap. 2] Seqguramente usted ha oido decir que los pre-
cios de los activos financieros evolucionan aleatoriamente a causa de las
llamadas hipotesis de mercado eficiente. ;Qué dicen estas condiciones?
En esencia, dicen dos cosas:

e La historia pasada estd reflejada en el precio actual, pero esto no
nos da informacion sobre el futuro;

e Los mercados responden inmediatamente a informaciones nuevas
sobre el activo en cuestion.

Ast, la correcta modelacion de los precios de los activos depende ab-
solutamente de nuestra aptitud para abstraer las informaciones nuevas
que afecten tales precios. Las dos hipotesis recién mencionadas implican

2Las obras de Fima Klebaner [20] y Bernt @ksendal [29] constituyen excelentes introducciones
al tema.
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que los cambios imprevistos en el precio de un activo son un proceso
de Markow.

¢A qué nos referimos cuando hablamos de los cambios en el precio
de un activo? Primeramente, note que no nos es util trabajar con los
cambios absolutos. En efecto, un movimiento de un peso es mucho mds
significativo cuando el precio es de 20 pesos, que cuando es de 200.

Para reflejar esta idea, al cambio de precio en un activo le asociare-
mos un rendimiento, definido como el cambio en el precio dividido por
el precio original.

Ahora suponga que en el tiempo t > 0, el precio del activo es S(t).
Consideremos un pequeno intervalo temporal subsecuente de longitud
dt, en el que el precio cambia de S(t) a S(t) + dS(t) como se ve en la

figura [0,

dt

Figura 6. Como el diferencial en el precio del activo es incierto, dS podria
ser de tamanos variables, y estar orientado en una direccién distinta a la
que mostramos aqui. Por esta razén es que llamamos caminatas aleatorias
a las trayectorias de los precios de un activo a través del tiempo. (Fuente:
[36) cap. 2].)

El modelo mas comun para describir el rendimiento de un activo %it))

considera dos partes. La primera es predecible y determinista; por esto
se llama «libre de riesgo». Su contribucion es de tamano

pdt,

donde p representa una media del crecimiento promedio del precio del
activo (también se le conoce con el nombre de «deriva» o coeficiente de
tendencia,).

La sequnda parte de la contribucion al cambio en el precio es de
naturaleza aleatoria, y representa la respuesta del precio de un acti-
vo a efectos exdgenos, como noticias inesperadas. Su contribucion es
odW (t), donde o se llama tipicamente «volatilidad» (o coeficiente de
difusion) y mide la desviacion estindar de los rendimientos. La canti-
dad AW (t) es una variable aleatoria con distribucion Normal con media
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0 y varianza dt. Ahora sumamos estas contribuciones y obtenemos la
ecuacion diferencial estocdstica:

dS(t)

——= = udt + odW (t). 5

S = (v o)
Esta es una representacion matemdtica de una sencilla receta para ge-
nerar precios aleatorios. Fsta receta recibe el nombre de movimiento
browniano geométrico.

El modelo de cambio de precios y el modelo de movimiento visto
en — estan descritos por ecuaciones diferenciales. De hecho, si o0 =
0 v p es una constante, la ecuacién diferencial puede resolverse
exactamente para dar paso al llamado modelo de interés compuesto
convertible continuamente

S(t) = Soe'u(t_to),

donde Sy es el precio del activo al tiempo o (vea [19, cap. 1.9]). Asi, si
la volatilidad es nula, es posible predecir el precio futuro del activo con
certeza.

La diferencia entre (1))-(4) y es el simbolo dW (t). ;Qué repre-
senta esta cantidad? La respuesta es: la incertidumbre inherente a los
precios de los activos. Se trata de un movimiento browniano, y tiene
las caracteristicas mencionadas anteriormente.

Para ver cémo aplicar la férmula (5)) en teoria de juegos, considere
el problema en el que dos inversionistas compiten eligiendo estrategias
de inversion, uno para maximizar cierto indice de rendimiento, y otro
para minimizarlo. Si suponemos que los agentes tienen a su disposicion
dos activos, uno riesgoso (cuyo precio evoluciona de acuerdo con ({5))),
y uno sin riesgo (cuyo precio se actualiza segin la ecuacién diferencial
dszf)) = rdt, donde r > 0 es predecible y determinista), enton-
ces podemos definir las riquezas de los jugadores en términos de estas
cantidades. En efecto, sea w“(t) la proporcién de la fortuna del ¢-ésimo
inversionista que se destina al activo riesgoso en el tiempo ¢ > 0 (na-
turalmente, ¢ = 1,2). Defina z,(t) como la riqueza del ¢-ésimo jugador
en el tiempo ¢t > 0, entonces la riqueza del /-ésimo jugador obedece a
la dindmica

ordinaria

dey(t) = We(t)mg(t)%g) . wf(t))xg(t)dmvf(g)
= 2t) [r+ 7' )(p — r)dt + 7 (t)odW ()],
con z(0) = zg. Esto es exactamente lo que se hace en, por ejemplo [6]
y [29] cap. 12].
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2.2 Juegos diferenciales estocasticos con modos miiltiples

.Qué pasaria si las posiciones de los
agentes en los juegos de los ejemplos [2.1
y [2.2] fueran inciertas para el jugador ri-
val, y ademés hubiera cambios repenti-
nos en las caracteristicas de sus trayecto-
rias? Estas caracteristicas estan presen-
tes en el juego Helicopters vs. Submari-
nes (la imagen de la derecha es una cap-
tura de pantalla —vea [24]—), donde un submarino y un aeroplano
utilizan sendos radares para localizarse y dispararse mutuamente, mien-
tras que ambos cambian de ruta, velocidad o altura/profundidad para
evitar ser hallados y, por ende, atacados.

Utilizaremos ecuaciones diferenciales estocéasticas con modos malti-
ples para modelar esta situacién. Para fijar ideas, pensemos nuevamente
en el juego de persecucién-evasion en el plano del ejemplo[2.2] Usaremos
el lado derecho de las ecuaciones — para caracterizar el coeficiente
de deriva del evasor en modo 1, y el lado derecho de — para el
coeficiente correspondiente del perseguidor. Esto es

cos|p(Zp)] COSW(fE)])
sen|[o(Tp)] sen[y)(7g)])’

donde Zp = (zp,yp) y Tr = (xp,yr) v ¢,% : R?> — R; como en la
observacién 2.2

Para reflejar la multiplicidad de modos, pensemos que puede ocurrir
que, por alguna razon, el perseguidor disminuye su velocidad, mientras
que el evasor aumenta la suya, o sea ws > Ws. De esta manera, los
coeficientes de deriva de nuestros agentes en el modo 2 lucen asi:

it = gary)e o) =W (R

Note que hemos incorporado la observacién al escribir la estra-
tegia de cada jugador en funcién de la posicién del otro, i.e. ¢(Zp) y
¥ (Zg). Caracterizamos el cambio entre un modo y otro con una cadena
de Markov a tiempo continud®| ©(e) := {f(t) : t > 0}. Para efectos de
ilustracién, supongamos que la matriz de transicién de este proceso es

1 1 + 672)\15 1— 672)\t
P(t> -5 (1 _ e—2>\t 14+ e—2)\t :

bE(fP>17¢):wl( )a bP(fEaLw):Wl(

2

3Los capitulos 1, 4 y 5 de [33]; y 4, 5 y 6 de [35] constituyen una excelente introduccién al
tema.
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El llamado generador z'nﬁm'tesimaﬁ del proceso O(e) estd dado por

A (—AA _AA).

Haremos patente la incertidumbre de un jugador sobre la posicién
del otro (de ahi la necesidad de usar radares) sumando un término no-
nulo de difusién a los coeficientes de deriva. Este niimero dependera del
modo en que se encuentre nuestro sistema. Asi, el cambio en la posi-
cion de los jugadores quedara determinado por el sistema de ecuaciones
diferenciales estocasticas siguiente:

)dt + opd W (1), (6)

cos[i)(Zs)]
o (sen[zp(fE)]

Aqui, 8 = 1,2 representa el modo en el que se encuentra el sistema,
0p es una constante positiva que simboliza la dificultad que enfrenta
cada jugador para rastrear a su oponente, y dW(t) es un movimiento
browniano de dimensién 2. De esto se sigue que el cambio en las posi-
ciones de los jugadores queda descrito en realidad, jpor ocho ecuaciones
diferenciales estocasticas!

>dt + opdW (1), (7)

2.3 Dos resultados clasicos

En general, el sistema de estados de un juego diferencial estocastico con
modos multiples puede describirse a través de las relaciones siguientes.

dZ(t) = b(T(1), 0(t), 7}, 72)dt + o(Z(t), 0() AW (£), Z(0) = Zo,  (8)

P[Q(t;ﬁ- At) =7 0(t) =1; Z(s), 0(s) para s < ]
= ATHE() AL + o(At), (9)

v

NN () = 0. (10)

JjeS

4El generador infinitesimal, o matriz de intesidades de transicién sirve para determinar, bajo
ciertas condiciones, la existencia de medidas estacionarias para una cadena de Markov a tiempo
continuo. Dada una cadena de Markov a tiempo continuo con matriz de transicién P(t), definimos
la intensidad de transicién entre dos estados (digamos % y j) como la derivada de P;;(t) en t =0
por la derecha. O sea:

limy o % si 1=7;

Aij(t) =4 Pt L

limg o ==, si i#j.
Si este limite existe, entonces escribiremos P;;(t) = Xijt +o(t) para i # j, y Pi;(t) = 1 — Xt +o(t);
con \; := —\;;; en donde la funcién o(t) es tal que o(t)/t — 0 cuando t — 0 y depende, en general,

de los estados @ y j. En otras palabras, cuando ¢ — 0, las probabilidades P;;(t) y 1 — Pii(t) son
proporcionales a t, excepto por los términos o(t), con constantes de proporcionalidad X\;; y A;,
respectivamente. Vea [33] cap. 5] y [35} cap. 6.4].
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En —, supondremos que & C N es el conjunto de modos del
sistema, y que II' y II? son las colecciones de estrategias de los ju-
gadores. Asimismo, la funcién 0(t) € S designard el modo en que se
encuentran los coeficientes de deriva y difusiéon del sistema dindamico
Z(t) para t > 0. Tales coeficientes estdn dados mediante las funciones
b:R"x SxII' xII2 - R™yo:R™ xS — R™9 respectivamen-
te. Denotamos con el simbolo )\Z?I’W? (z(t)) en (9) a la intensidad de la
transicién del modo ¢ al modo j cuando los jugadores emplean el par
de estrategias (7', 7%) € II' x II%

Asi como fue posible definir un valor para el juego del ejemplo [2.1}
podemos hacerlo para los juegos que estamos estudiando ahora. Supon-
ga que el (-ésimo jugador cobra r¢(Z(t), 0(t), 7}, 72) por jugar cuando el
sistema se encuentra en x(t). De esta manera podemos definir el indice
de rendimiento del /-ésimo jugador en el juego que inicia en el estado

(Zs,05) como:

o0

VYT, 0, 1t 7% = EL [ / e 0=y (1), 0(1), 7}, 72)dt |, (11)
S

donde ]E;fsl ’gj [- -] representa el valor esperado (promedio) de la integral

de las recbmpensas descontadas para el ¢-ésimo jugador a través del

tiempo cuando el sistema (Z(e), O(e)) comienza en el estado (Zs,05) y

los jugadores utilizan las estrategias (7!, 72).

El indice de rendimiento es muy comun en la literatura de jue-
gos diferenciales (deterministas, estocdsticos, y estocdsticos con modos
multiples). La razén es que describe la suma de los pagos en valor pre-
sente que el (-ésimo jugador recibe a través del tiempo (vea la figura

[7)-

n-2 n-1

=

Figura 7. Este dibujo representa los valores presentes de un peso pagadero
ent =0,1,;n — 1 (cf. [I9, cap. 1]). Note que, a medida que avanza el
tiempo, el efecto del factor de descuento e~ %(‘=*) se manifiesta en el hecho
de que las bolsas de dinero lucen cada vez menos llenas. La expresidn
representa /a suma de las bolsas aqui mostradas en tiempo continuo.

La maximizacién de (L1]) por parte del ¢-ésimo jugador se conoce co-
mo criterio del pago descontado esperado en horizonte infinito.
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Esto es, el objetivo del primer jugador es hallar

1/ e 2\ . 1/= 12
Vi@, 05, 7", 1) := sup V (T, 05,1, 7°),
mlelll
mientras que el segundo jugador desea encontrar
2= 1246y . 2= 12
VAT, 05,7, 7)) := sup V(Zs, O, , 7).
m2ell?

Si existe una pareja de estrategias (71*, 72*) € II' x 112 tal que

VT, 0, 7, 1) < VYT, 0., 7, 7)) y (12)
VAT, 0, 7, 7% < VT, 0, 7, 1), (13)

decimos que (7'*, 7%*) es un equilibrio de Nash para el juego competitivo
[(Z,,0) == (Z(e),0(e), Ty, 05,71, 7, 11" II%, S) (14)

y definimos también las funciones de valor de los jugadores como
VHZ,, 0,) = VYT, 0, 7" 7%,
Vi(Z,,0,) = V*Zs, 0w *,7T2*).

Observaciéon 2.3.  (a): Note que el juego inicia en el tiempo
t=s.

(b): Compare las desigualdades — con la deﬁmcio’n Y vea
que difieren solo en que tales desiqualdades incluyen el estado ini-
cial del sistema (Zs,05). Ello nos habla del cardcter dindmico del
Jjuego.

Ahora mostramos el resultado principal de esta seccion. Se trata de
uno de los llamados Teoremas de wverificacion comunes en Teoria de
Juegos. Tales teoremas sirven para establecer una conexion entre un sis-
tema de ecuaciones en derivadas parciales deterministas (vea
mds abajo) con el problema original (maximizar (11)) sujeto a ( ’ ’
que es estocastico. Aqui, los simbolos Vz y Vzz denotan, respectivamen-
te, el vector gradiente y la matriz Hessiana de la funcion V. Asimismo,
(b, c) es el producto punto entre los vectores b y ¢; o' representa la
transpuesta de la matriz o y Tr(A) es la suma de los elementos de la
diagonal principal de la matriz A.

Teorema 2.1. (c¢f. [11, teo. 3.2], [37, teo. 5.8.1].) Bajo ciertas condi-
Cionesﬂ un par de estrategias (7', 7%*) es un equilibrio de Nash para

5Estas condiciones son:
que los conjuntos de estrategias II1' y I1? sean compactos (para garantizar la convergencia de —al
menos— una subsucesién de estrategias),
que las ecuaciones - admitan una solucién en el sentido de Markov-Feller (vea [I7, cap. 9],
[22] cap. 3] y [29, §5.2-3)),
que el sistema - sea estable en el sentido de Lyapunov (vea [15], [22 cap. 5] y [25]),
que el término de difusién sea positivo-definido (note que esto quiere decir que, en particular,

o #0),
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el juego competitivo ['(Zy, 0y) si existen funciones VI :R™ x S -+ R y
VZ2:R™ xS — R tales que

= sup {Tl(f, 0, %) + <b(§:’, 0,7, 7)), Vi (Z, 9)>

+3 AT (@) (f,@)}, (15)

i£0

i#£0

para toda pareja (Z,0) € R™ x S. En particular

Vi, 0,) = BL ;7 { / e~y (T(t), 0(t), 7', w2*>dt]
para £ =1,2.
En el teorema las relaciones — son las lla-

madas ecuactones de Bellman. Estas ecuaciones fueron
bautizadas con este nombre precisamente en honor a su
descubridor, Richard Bellman (vea la fotografia a la iz-
quierda —tomada de [4]—). Estas ecuaciones resumen
el principio de Programacion Dindmica (PPD), que es
fruto del trabajo de Bellman en RAND Corporation, de
1949 a 1965. Este principio sirve para un sinfin de apli-
caciones, que abarca desde el hallazgo de la ruta més corta/larga en un
mapa dado, y hasta, por ejemplo, jla resolucion de juegos diferenciales
estocasticos con modos multiples! EI PPD reza asi:

que las funciones x — r1 y & + r9 cumplan una condicién de Lipschitz uniformemente con respecto
a6, !y 72 (vea [29] cap. 5]),

que las funciones = — 71 y & — r2 estén dominadas por una funcién integrable conocida (esto
asegura, por el teorema de Fubini, que la esperanza y la integral en (11]) son intercambiables).
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Sea * = {m; : t > 0} una estrategia 6ptima para un problema de Pro-
gramacién Dindmica y suponga que cuando se usa 7%, el estado x(r)
ocurre en el tiempo r > 0 con probabilidad positiva. Considere pues
el subproblema en el que nos encontramos en el estado z(r) si desea-
mos maximizar la recompensa a partir del tiempo r. Entonces la
estrategia trunca
i={m it >r}

es Optima para este subproblema.

Para ver como las ecuaciones — equivalen al PPD (al menos

en el caso diferencial estocéstico), vea [9, §1.4-5, II1.7-9] y [39, §3.2 y
3.3]. La clave estd en la expresién

(b(, 0,78, w2), VE(E,0)) + STu{VE(7,6) - o (7 > < )
AT @VIEe) (1)

1#£60
para £ = 1,2 en las ecuaciones de Bellman —, pues es,
precisamente el generador infinitesimal del proceso (z(e), ©(e)), aunque
también puede interpretarse como la esperanza de la derivada —en el
sentido de Ito— de la funcion V*(z(t),0(t)). (Vea [22, cap. 3] y [29,
cap. b] para conocer los detalles.)

Cerramos la secciéon con un resultado clasico més. Se trata de una
consecuencia del teorema y nos dice que, en un juego de suma-cero
las funciones de valor son soluciones cldsicas de las ecuaciones —;
mientras que en el caso de los juegos de suma no-cero, tales funciones
simplemente son soluciones débiles de las mismas ecuaciones.

Corolario 2.1. Si r; = —7ry, entonces las funciones V', V? son dos
veces continuamente diferenciables en @ (cf. [11), teo. 3.1]). Siry # —ry
entonces V1, V2 son miembros del espacio de Soboleyff| W2P(R™ x S)
para 2 < p < oo (vea [11, lema 4.1]).

3. jJuntense!

En la seccion anterior presentamos una panoramica del uso de ciertos
juegos como auxiliar para analizar situaciones en las que la compe-
tencia es natural. Sin embargo, éste no es el tnico ejemplo en que las
herramientas de la teoria de juegos son ttiles. Ciertamente, puede ser
complicado imaginar una situacién no-competitiva en la que se use la
Teoria de Juegos: jhasta en los juegos de mesa es dificil! Pero eche un
vistazo a la figura[g]. ..

SEl capitulo 5 de [8] es una excelente introduccién a este tema.
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Figura 8. Aqui mostramos dos juegos de mesa que tienen la caracteristica
de ser colaborativos. Ambos son juegos de autor. El que mostramos en la
parte izquierda de la gréfica se llama Pandemic y es obra de M. Leacock; el
de la derecha es Mysterium, y se lo debemos a O. Nevskiy y O. Sidorenko.
(Puede ver mds sobre estos juegos en [2I], y [27], respectivamente.)

También es posible usar los resultados para juegos diferenciales es-
tocésticos de modos multiples de los que hemos hablado en un contexto
de colaboraciéon. Ahora mostramos un par de ejemplos.

3.1 Parvadas viajeras

La coordinacién entre los animales sociales requiere una transferencia
rapida y eficiente de informacién entre los individuos, que puede depen-
der crucialmente de la estructura subyacente de la red de comunicacién.
Establecer los circuitos de decision y las redes que dan lugar al com-
portamiento individual ha sido un objetivo central de la neurociencia.
En [34], por ejemplo, se estudia el problema andlogo de determinar la
estructura de la red de comunicacién entre los organismos que da lugar
a un comportamiento colectivo coordinado, como el que exhiben las
aves migratorias representadas aqui (vea [7]). Trabajos como el de Ro-
senthal et al. han permitido llevar un poco mas alla las redes visuales,
y pueden ser clave para saber qué pajaro inicia un cambio de direccion
de la parvada.



100 JOSE DANIEL LOPEZ-BARRIENTOS

Note que la situacion que estamos describiendo corresponde, precisa-
mente, a un juego diferencial estocéstico con modos miiltiples. Cierta-
mente, la posicion de cada paloma queda determinada por un sistema
como , donde la estrategia 7 que determina el movimiento del ¢-ési-
mo pajaro estd afectada por las posiciones de los pajaros de la izquierda,
la derecha, arriba, abajo y adelante (uno de los resultados que se pre-
sentan en [34] es que las aves que vuelan en parvada se ubican siguiendo
simplemente a sus vecinos méas cercanos). La aleatoriedad modelada a
través del movimiento browniano en puede ser, en este caso, el efec-
to «impredecible» del viento o de los contaminantes en el aire. El modo
f en que se encuentra el sistema - es, en términos del trabajo
[34], si la parvada se encuentra evadiendo un peligro, o no.

3.2 El principio de racionalidad grupal

Enfrentémoslo. La CDMX y el drea metropolitana conforman una ciu-
dad muy contaminada. Pero, ;y si las demarcaciones que la componen
fijaran como funcién de «recompensa» el costo que les impone tener un
alt Indice Metropolitano de la Calidad del Aire (IMECA), y trataran
de minimizar los de todas ellas de manera conjunta? (Entre a [12] para
ver informacién en tiempo real.)

“http://www.aire.df.gob.mx
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Ciudad de México, martes 10 de mayo de 2016 [ 1horas  [f 27°C

Calidad del aire: © maia
Contaminante: O

Indice; 139

Estacién: FAC-FES Acatlén

B ==

Recomendacion UV:
Hoyno crculan: Ty 8 Prow ssbade 7y 8
2

hl 0.00.1y

¥
e s vericon. [

Esto es:

B2 | [ 0,000k o)+
0

+ 1 (Z(t),0(t), ¢f, ..., 07))dt|. (18)

Aqui, la l-ésima entrada del vector ¥ € R™ representa el IMECA de
la /-ésima demarcacién que compone la CDMX, mientras que el mo-
vimiento browniano puede representar los cambios «impredecibles» del
viento. Asimismo, el modo del sistema 6 es la calidad del aire en que se
encuentra el sistema (buena, regular, mala, muy mala, extremadamente
mala y mantenimiento).

La clave de la expresion esta en la suma de las «recompensas»
(costos) de las m demarcaciones: los agentes deciden colaborar para
minimizar de manera conjunta un costo que les afecta a todos. En
Teoria de Juegos esto se llama racionalidad de grupo.

A continuaciéon planteamos el criterio de optimizacion en que estamos
interesados a partir del concepto de racionalidad de grupo. La definicion
siguiente estda pensada para el caso en que cada agente estd interesado
en maximizar su propia recompensa, y especifica lo que ocurre para
solo dos jugadores, pero sus extensiones para el caso en que lo que
desean los agentes es minimizar un costo, y para mas «demarcaciones»
es evidente.

Definicion 3.1. Sea
W (%o, 00, 6", 6°)
=825 | [ e (0,000 01 68) 4l 0,000, 04, 80)
0

el pago que percibe una coalicién en un juego colaborativo de dos juga-
dores que usan las estrategias ¢! € IT' y ¢? € I12. Decimos que el par
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(¢!, ¢*) € IT' x I1% es dptimo para el juego colaborativo
Lo(z0,6p) := (f(O), O©(e), s, 05,11 + 7“2,1_[1,1_[2,8)
si
W (%o, 0o, ™, ¢*2) := sup W (o, b, ¢, ¢%).
(¢1,9?)

Cerramos esta seccion con un teorema de verificacion analogo al teo-

rema [2.1]

Teorema 3.1. (cf. [37, teo 5.8.2].) Bajo ciertas condicionesf|, un par
de estrategias (¢, $**) es dptimo para el juego colaborativo T.(xq,6y)
st existe una funcion W : R™ x S — R tal que

1
W (Z, 9)—§T1"[(I/I/’,,7,,;(f, 0) - o(Z,0)0'(Z,0)]
= sup {[Tl(f,e,(ﬁg,(ﬁ?)+T2(f,97¢i,¢?)]
(61.67)
+(b(T, 0,8}, 67), We(Z,0)) + 3 NG (@)W (7, 9)} (19)
i#0
para todo (Z,0) € R™ x S. En particular
W(fsa 93) = W(fm 937 ¢1*7 ¢*2>

Observacién 3.1. Por el corolario 6.2 en [10], sabemos que la funcion
W(Z,0) a la que se refiere el teorema es dos veces continuamente
diferenciable.

3.3 Racionalidad individual y consistencia de los subjuegos

Una de las condiciones suficientes para que el teorema [3.1] rija es la
racionalidad individual, otra es la consistencia de los subjuegos. Pre-
sentamos ambas hipotesis en esta seccién. El principio de racionalidad
individual se requiere para asegurar que la ganancia de cada participan-
te de la coalicién sea al menos la que obtendria en el caso competitivo
(vea [37, §4.2 y 5.2] y [38] cap. 1]). La figura[J] ilustra esta idea.

Definimos implicitamente las recompensas instantdneas (B (t), Ba(t))
para el juego I'.(x§, 0f) mediante las relaciones

T (7),0°(7)) = B ()00(r) {/00 eI By(H)dt | (20)

para ¢ = 1,2, donde (*(-),0%(:)) es la trayectoria que obtenemos al

insertar el par ptimo de estrategias (¢'*, ¢**) en (8))-(L0).

8En realidad son las mismas hipétesis del teorema la racionalidad de grupo y las condiciones
que dan nombre a la seccién
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Figura 9. Suponga que usted es un sidper-héroe (o una stiper-heroina).
iPor qué participar en una coalicién si ésta no le reporta —al menos—
las mismas ventajas que tendria luchando solo(a) contra la injusticia? Mds
aun, si la coalicién terminara, usted esperaria recuperar esas ventajas. Si
no, incurriria usted en una accién irracional como individuo. jNo es asi?
(Fuente: Elaboracién propia.)

Note que las funciones de recompensa instantdnea B; y Bs no de-
penden (explicitamente) de las estrategias de los jugadores, sino, sim-
plemente, del instante ¢. La razén es que los jugadores trabajan para
que el sistema (8)-(L0]) siga la trayectoria (z(t)*, 6(¢)*) en cada instante.

El principio de racionalidad individual puede expresarse ma-
tematicamente de la manera siguiente:

(T (1), 07(t) = V(T (1), 0°(t) (21)

paral =12yt > 0.

La funcién ¢ se llama reemplazo de la ganancia descontada para
¢ =1,2 en el juego I'.(Zy, 6p) (vea [37, §3.2] y [38] §3.2]).

Para introducir la consistencia de los subjuegos, tomamos 7 € [0, oo
y t > 7. Ahora definimos ~(7;t,Z*(t),0*(t)) como la esperanza del
valor presente en tiempo T de una sucesion de pagos que comienzan en
el tiempo t > T para el (-ésimo jugador (vea la figura . Esto es

V(758 7 (1), 07(1))

= Ef*(7)79*(7.) |:/t e_é(s_T)Bg(S)dSLf*(t) = f:, Q*(t) = 9: . (22)
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Figura 10. Aqui mostramos una abstraccién del valor presente de una anua-
lidad contingente diferida por t—7 periodos pagadera continuamente a partir
de ¢, suponiendo que el sistema (8)-(10) sigue la trayectoria (Z*(t), 6" (t)).
Vea [B, cap. 5] y [19] cap. 3]. (Fuente: Elaboracién propia.)

Note que, si las recompensas instantaneas (Bj, Bs) estdan bien defini-
das, el PPD (seccién [2.3) nos da lo siguiente.

’%(T; t, f*(t), 9*(t)) = eié(tiT)Ef*(t)ve*(t) |:/ 675(8715)3[(8)(18
t

g (1), 0°(1)
T 01,7 (1),0°(0). (23)

= e
JR— ei

Cuando esta igualdad rige para todo t > 0 decimos que los subjuegos
de I'.(Zp, 0y) son consistentes en el tiempo.

4. El procedimiento de asignacion de recompensas
instantaneas

En la seccién [3.3]establecimos que, por el principio de racionalidad indi-
vidual, las recompensas de cada uno de los miembros de una coalicion
deben ser al menos tan grandes como lo serian si estuvieran compi-
tiendo entre ellos (cf. (21])). Mds atn, al introducir utilizamos la
expresion «definir implicitamente» las recompensas instantaneas de los
agentes. Pero hasta ahora no sabemos quiénes son esas funciones, ni
cémo se calculan.

En esta secciéon vamos a despejar esa cues-
tién mediante el procedimiento de asigna-
cién de recompensas instantaneas introduci-
do por Leon Petrosyan en 1977 (vea [30] y
la fotografia a la derecha). El método con-
siste, en primer lugar, en una invocacién a |
nuestra hipotesis de consistencia de los sub-
juegos, i.e. a la ecuacion ; y después, en
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la correcta utilizacién de la expresion interpretada como la deriva-
da de una funcién valuada en el proceso (Z(e),O(e)). Esto nos dejara
con un sistema de ecuaciones diferenciales en términos de las funciones
de reemplazo de la ganancia descontada £°(%,0) (¢ = 1,2), de manera
que terminaremos por simplemente elegir una forma para estas funcio-
nes.

Note que, gracias a la consistencia de los subjuegos en I'.(Z%, 6%),
podemos escribir

V(7 @ (7),0%(7))
T+At
= Ezmow [ / e By(s)ds

+e M (7 Al T+ AL T+ AT 07 (T + AY|F (1) = T 9*(7):9:}

T+At
= Ezmow [ / e By(s)ds

AT T+ AL T+ AT 05 (T + At)

(1) =a5,0%(1) = Hi}
La tultima igualdad se sigue de . Un despeje nos da

T+At
B [ @SB () = 7 0(r) =

Ez(ry0-(r) [V (757 4+ A T2, 07) — 2 (137 + AL FE + ATL 07 (T + At))]
Divida por At, tome el limite cuando At | 0, y use para ver que

1 ¢

BE(T) = (55 ( Loy T)_ETrK zz
- <b _‘iveiv ¢2*) fé(

_ Z )\¢T 7¢T (

1#£6
es una expresion funcional de las recompensas instantaneas que depen-
de de la forma de la funcién de reemplazo de la ganancia descontada
4T, 07) (cf. [37, teo. 5.8.3]).

Finalmente, elija alguna forma para las funciones de reemplazo de la
ganancia descontada &°(7%,0%). Por ejemplo, si la coalicién estd com-
puesta de partes de tamanos iguales, una opcion interesante puede ser
la llamada funcién de reemplazo de ganancia descontada de negociacion

de Nash. O sea:
5]{73(_‘:70:) Vg(xﬂe;k')
+ = [W(ﬁ,@ T) — Vl(_’* 0r) — V2(ac 9*)} . (25)

LryUr T VT

(77, 07) - 0(7,0)0" (77, 07))]

T T VT

T T)>
07) (24)
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Si no es el caso, y los agentes deciden dividir las ganancias de acuerdo
a su nivel de participacion en la coalicién, es posible usar la funcién de
reemplazo de ganancia descontada de Pareto:

Ep(T7,07) = V(T 07)

Vi, 07) o o
+ V(72 07) + V2(zr, 07) (W(Z%, 0%, 1) — VT, 05) — V(2L 65)]

(26)

Las relaciones y ; y y representan soluciones com-

pletas al problema de distribuir las ganancias a través del tiempo entre
los miembros de una coaliciéon. La diferencia entre cada una de estas
soluciones radica en la forma en la que los agentes contribuyen a la
alianza.

Vale la pena destacar las hipdtesis que nos condujeron a estas solu-
ciones.

e Como tanto , como estan escritas en términos de las so-
luciones a las ecuaciones de Bellman — y , es necesario
que los teoremas[2.1]y [3.I]rijan. De tal manera que sus condiciones
son fundamentales.

e La racionalidad de grupo (|18)) es necesaria para definir el juego
colaborativo I'.(Zy, 0p).

e La racionalidad individual debe cumplirse para que los agen-
tes que conforman la coaliciéon no tengan incentivos para dejarla
en ningin momento ¢ > 0.

e La condicién de consistencia de los subjuegos a través del tiempo
es crucial para asegurar la posibilidad de escribir .

Finalizamos esta seccion con un comentario sobre la diferenciablidad
de las funciones de valor de los juegos competitivo y colaborativo.

Observacién 4.1. Suponga que estamos interesados en obtener una
ganancia monetaria para la coalicion. En virtud del corolario sa-
bemos que cuando tenemos un juego de suma cero, las funciones de
valor del juego son dos veces continuamente diferenciables. Cosa que
simplificaria el calculo de las recompensas instantdneas a través de las
relaciones - Y -. Sin embargo, esto no tiene ningin
sentido en términos de la racionalidad grupal. La razon es que, por
el principio mencionado, lo primero que debemos hacer es jsumar las
recompensas originales! Esto nos dejard con un pago nulo para la coa-
licion, y eliminaria, por ende, la posibilidad de la cooperacion.

El caso verdaderamente no-trivial es el de la suma no-cero. El pro-
blema que este caso entrana es que, desafortunadamente (por el mismo
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corolario , no es posible encontrar soluciones cldsicaéﬂ a las ecuacio-
nes -. Esto nos llevard inexorablemente a trabajar en espacios
de soluciones mas débiles. Una propuesta es la de hacerlo con espacios
de Sobolev.

Por otro lado, si lo que nos interesa es simplemente evitar la trage-
dia de los comunes (o sea que no nos interese obtener una ganancia
monetaria para la coalicion), el contexto competitivo bastard, siempre y
cuando todos los competidores tengan en cuenta las restricciones exis-
tentes sobre el sistema.

5. Conclusiones

En este trabajo hemos presentado juegos competitivos de varios gra-
dos de complejidad desde la perspectiva del problema de persecucion-
evasion. Sin embargo, hemos argumentado la conveniencia de la con-
sideracion de juegos en los que los agentes colaboren entre ellos para
lograr la optimizacién de un indice de rendimiento comun. Més aun,
hemos discutido la necesidad de asignar recompensas instantaneas a
cada miembro de la coalicién y hemos presentado el método propuesto
por Petrosyan para asignar las recompensas instantaneas. Hemos deci-
dido hacer la presentacién de los juegos colaborativos y del algoritmo
de asignacién de recompensas instantaneas en términos de los juegos
diferenciales estocasticos de modos multiples. Debe tomarse en cuenta
que, sin abundar en los detalles técnicos, hemos exhibido las principales
hipétesis que deben usarse para garantizar la existencia de funciones
de valor, equilibrios de Nash y equilibrios colaborativos.

Nuestra presentacién ha privilegiado los juegos diferenciales estocasti-
cos de modos multiples en horizonte infinito porque se trata de un tema
de actualidad en Teoria de Juegos y por ello se alinea con la intencién
del autor de hacer un breve recorrido por algunos de los resultados y las
técnicas que utilizan los expertos de hoy en esta apasionante disciplina.
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