MISCELANEA MATEMATICA 37 (2003) 77-89 SMM @

Teoremas Acerca de Tridngulos Equiléteros

Waldemar Barrera y Juan Navarrete*
Facultad de Mateméticas
Universidad Aﬁténoma de Yucatan
waldemarfr@yahoo.fr

gustacurtaChotmail.com

Resumen
Nuestro objetivo principal es dar una demostracién elemen-
tal del Teorema de Napoleén y demostrar su equivalencia con el
teorema de la hélice asimétrica usando, solamente, conocimien-
tos de geometria plana. Posteriormente, demostraremos una ge-
neralizacién del teorema de la hélice asimétrica, y lo usaremos
para descubrir un cierto patrén en una familia de hélices.

1 Introduccion.

Teorema de Napoledén. Sea ABC un tridngulo cualquiera, sobre
cada lado se construyen a su exterior (interior) tridngulos equildteros
y se toman los baricentros de éstos, entonces los baricentros forman un
tridngulo equildtero.

*Agradecemos a la Universidad Auténoma de Yucatdn por todas las facilidades
otorgadas durante la elaboracién del presente articulo.

77



78 WALDEMAR BARRERA Y JUAN NAVARRETE

Teorema de la Hélice Asimétrica. Sean OA Ay, OB,By; y OC.Cy
tridngulos equildteros con la misma orientacion. Tomemos los puntos
medios de los segmentos Ay By, BoCi y CsA;, entonces estos puntos
medios forman un tridngulo equildtero. '

La demostracién de este resultado aparece, por ejemplo, en la pagi-
na www.cut-the-knot.com/ctk/NapoleonPropeller.shtml, donde los au-
tores utilizan técnicas de geometria de los nimeros complejos. También
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es ahora conocido que el teorema de la hélice y de Napoleén son equiva-
lentes y las técnicas que proponen para su prueba nuevamente utilizan
nimeros complejos.

2 Demostraciones de los Teoremas.

Para la demostracién del Teorema de Napoledn utilizaremos lo siguien-
te:

Lema 2.1. Sobre los lados de un tridngulo ABC se construyen en
su exterior (interior) los tridngulos equildteros ABR, BCP y CAQ,
entonces los segmentos AP,BQ y CR tienen la misma longitud.

La demostracion de este lema es inmediata del criterio de congruen-
cia L.A.L.

ANABP = ARBC y que ACAR = AQAB. Notemos que esta
misma prueba funciona en el caso cuando los tridngulos se construyen
interiormente.
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Demostracién del Teorema de Napoledn.

Sea ABC un tridngulo cualquiera y sean ARB, BPC y CQA los
triangulos equildteros construidos en el exterior de ABC. Sean Gy, G2
y G3 los baricentros de ARB, BPC' y CQA respectivamente.

p

Afirmamos que son semejantes los tridngulos G;BG2 y ABP; en
efecto,

ZABP = /ABC +60°,
éGlBGg = éGlBA + ZABC + ZCBGZ = ZABC + 600.

Un célculo sencillo nos muestra que Gy B = % y que BGy = —’\3—/-9.

Por lo tanto por el criterio L.A.L concluimos que AG;BGy ~ AABP

y esto implicard que GGy = ’—%.

De manera similar demostramos que GyG3 = 7Y Gs3G, = =%.

Observemos que la misma prueba funciona cuando los tridngulos se
construyen interiormente. (]

Lema 2.2. Sean OAB y OCD tridngulos equildteros, entonces los pun-
tos medios X,Y,Z yW de AB, BD, CD y AC respectivamente forman
un rombo con dngulos de 60° y 120°.
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Demostracion:

Observemos que XY || BC || ZW y YZ || AD || XW, entonces el
cuadrildtero XY ZW es un paralelogramo, por otra parte del hecho que
los tridngulos AOD y BOC son congruentes deducimos que XY ZW
es un rombo. Sean M el punto de interseccién de AD y BC' y z =
ZOBC = ZOAD, entonces ZAMB = 180° — (/ABM + ZBAM) =
180° — (60° + z + 60° — z) = 60°, deducimos que ZXYZ = 60° y
LY ZW = 120°. ' O

Lema 2.3. Bajo las suposiciones del Teorema de la hélice, considere-
mos A, U,B,V,C, W los puntos medios de los lados A1 A,, A3 B>, BBy,
B,C4, C1Cy y CyA, respectivamente. Entonces se tienen las siguientes
relaciones:

AU =UB y LAUB = 120°, BV = VC y £BVC = 120° y final-
mente CW = WA y ZCWA = 120°.

Demostracion: Tracemos el segmento A; B, y sea X su punto medio,
entonces por el lema 2.2 tenemos que AUBX es un rombo de dngulos
de 60° y 120°, no es dificil constatar que ZAUB es de 120° y ademads
AU =UB.

De manera totalmente andloga demostramos que BV = V(C'y
ZBV(C =120° y finalmente CW = WAy LZCWA = 120°. o
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Teorema 2.4. Los teoremas de Napoleon y el de la Hélice Asimétrica
son equivalentes.

Demostracion: Bajo la notacidon del lema anterior los puntos W, U y
V son los baricentros de los tridngulos equildteros construidos exterior-
mente al tridngulo ABC' y por el teorema de Napoleén concluimos que
es cierto el de la hélice asimétrica.

Nos falta mostrar que el teorema de la hélice asimétrica implica el
de Napoleén. Lo cual serd una consecuencia del Lema 2.3.

Sea ABC un tridngulo cualquiera, sea O un punto en el plano (cual-
quiera!!). Construyamos una hélice de tal manera que OA,OB y OC
sean alturas de los tridngulos equilateros que forman la hélice, como en
las dos tltimas figuras; entonces el Lema 2.3 muestra que los baricen-
tros de los tridngulos equildteros construidos en el exterior (interior)
del tridngulo ABC coinciden con los puntos U,V y W de arriba, por lo
cual concluimos que el teorema de la hélice implica el de Napoleén. O
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Observacién. Un caso degenerado del teorema de la hélice asimétrica,
es cuando uno de los tridngulos equildteros degenera en un punto, como
se ilustra en la figura siguiente. No obstante, el resultado se sigue
cumpliendo y la prueba es similar a la del teorema anterior.

3 Generalizacion del Teorema de La Héli-
ce Asimétrica.

En esta seccién trabajaremos con una hélice formada por cuatro trian-
gulos equildteros (como ilustra la siguiente figura) a la cual llamamos
hélice generalizada.

Lema 3.1. Si AABC y AA'B'C’ son dos tridngulos equildteros con la
misma orientacion entonces los puntos medios de los segmentos AA',
BB' y CC' forman un tridngulo equildtero.

Demostracion: Cuando los lados correspondientes de los tridngulos son
paralelos, el lema se sigue del hecho de que en un trapecio convexo la
linea media tiene por longitud la semisuma de las bases. Cuando el
trapecio no es convexo la linea media mide la semidiferencia de la base
mMayor y menor.

En el caso general hay dos posibilidades ilustradas por las figu-
ras siguientes. Tracemos por A’ rectas paralelas a AC' y AB, v por
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el punto C’' tracemos una recta paralela a CB. Estas rectas deter-
minan al AA'PQ el cual es equildtero y tiene la misma orientacién
que los originales. Sean L, M’, N’ los puntos medios de los segmentos
AA', BP,CQ, respectivamente. El tridngulo LM'N’ es equildtero (por
el caso anterior). Sean L, M, N los puntos medios de AA’, BB',C(C’,
respectivamente.

Es suficiente demostrar que ALMM' =2 ALNN’. Observemos que
M', N y N' pertenecen a la linea media del trapecio CBPQ. Notemos
también que AA'C'Q = AA'B'P. Por lo tanto C'QQ = B'P y esto
implica que NN' = MM'.

Solo falta probar que ZLM'M = ZLN'N. Tenemos que ZLM'M =
ZA'PB', pues sus lados son paralelos. El cuadrilatero A'B'PC' es
ciclico porque si C' estd entre P y Q, entonces LA'B'C' = LA'PQ =
60°, y si C' no estd entre P y @ entonces ZA'B'C' + LA'PC' = 180°.
Asi que ZA'PB' = 60° = ZLN'N, o bien, ZA'PB' =120° = ZLN'N.
0

Lema 3.2. Sean ABC, CDE, EFG tridngulos equildteros orientados.
Si L,M,N son los puntos medios de AG, BD, DF, respectivamente,
entonces el tridngulo LM N es equildtero.
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Demaostracion: El teorema de la hélice implica que el triangulo PMO
es equildtero, donde P, M, O son los puntos medios de los segmentos
AC, BD, CE, respectivamente. Por la misma razon el tridngulo ONQ
es equildtero, donde N y @ son los puntos medios de DF' y EG, res-
pectivamente. Entonces, si L' es el punto medio de PQ, M’ el punto
medio de MO, y N' el punto medio de DE, el teorema de la hélice
implica que el tridngulo L' M’ N’ es equildtero.

Observemos que LO es una diagonal del paralelogramo POQL y
ademds L' es su punto medio. Por tanto, ALMN ~ AL'M'N’. O

Teorema de la Hélice Asimétrica Generalizado.

Sean A;B1C), A1AAs, B1B;B;, C,C5C; tridngulos equildteros
orientados. Si L, M, N son los puntos medios de los segmentos A;B,,
B;3C;, C3A;, respectivamente, entonces el tridngulo LM N es equildtero.

Demostracion:
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Por el lema 3.1 el tridngulo M PQ es equiléteré, donde P y @ son
los puntos medios de C3B; y C;Bs, respectivamente.

Por el lema 3.2 AMP'Q’ es equilédtero, donde P’ y @)’ son los puntos
medios de los segmentos C3A4; y A, B; respectivamente.

Observemos que PP’ = 1A, B, = 1 A,C; = QQ'. Luego, AMQ'Q =
AMP'P. Notemos que NP' = A, A; = 3434, = LQ'.

Se tiene también que Ay B, = A3C} y por tanto, NP = L@Q). Asi que
ANP'P 2 ALQ'Q.

Todo lo anterior implica que ANPM = ALQM y esto, a su vez,
implica que el tridngulo LM N es equilatero. O

Para, finalizar, basdndonos en la ultima figura (no es inutil recordar
que los tridngulos son orientados), consideremos la siguiente construc-
ciéon:

Sean A}, A, A}, By, Bj, B}, Ci, Cj, C3, los puntos medios de los
segmentos A1B1, Ang, A3B3, Blcl, B2CQ, B3Cg, C]Al, CQAQ, CgAg,
respectivamente. )

Los tridngulos orientados A A} A, A, AB; B} By, AC{CyC3, son equi-
lateros, por el lema 3.1. También el tridngulo orientado AA}B{C] es
equildtero, porque estd formado por los puntos medios de los lados de
un tridngulo equildtero. Entonces formamos otra hélice, de manera
natural, a partir de la original.

Podemos repetir este proceso una infinidad de veces, obteniendo
figuras como la siguiente:
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Haciendo experimentos computacionales, observamos que al comen-
zar con una hélice ligeramente asimétrica, las siguientes hélices no pa-

recen seguir un patrén, de hecho, después de un nimero relativamente
grande de iteraciones, las hélices se traslapan.

Sin embargo, los tridngulos equildteros que se obtienen de aplicar el
teorema de la hélice generalizada satisfacen lo siguiente:

Proposicion 3.3. Basdndonos en la figura siguiente, si L, M, N, L', M’,
N' son los puntos medios de A3By, B3Cy, C3A,, A3BS, BiCh, CLAL,
respectivamente, entonces el tridngulo equildtero L' M'N' es el tridngulo
formado por los puntos medios del tridngulo equildtero LM N.

Demostracidn: Tenemos que AL // Az Az, AYL = 24543 y que C4N
/] AsAs, CiN = 1A, A;. Luego, AL // CiN. Por tanto, AA,LN' =
AC{NN'. Asi que N’ es el punto medio de LN. De manera similar, se
demuestra que L’ es el
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punto medio de LM y M’ es el punto medio de M'N. ]

Comentarios finales.

(1) El Teorema de la hélice asimétrica es cierto para el caso en que los
tridngulos son semejantes entre si, dando por resultado un tridngulo
semejante a los primeros (para una prueba ver la pagina www.cut-the-
knot.com/ctk/NapoleonPropeller.shtml).

(2) Experimentos computacionales muestran que deber4 existir una
relacién entre el Teorema de Morley y el de la hélice. Conjeturamos
que el de la hélice deberd implicar el Teorema de Morley.

(3) Para finalizar proponemos los siguientes problemas:

e Dado un tridngulo equildtero ABC encontrar todas sus hélices
generalizadas asociadas, es decir, las hélices generalizadas que
tienen por tridngulo equildtero a ABC.

e A partir del Teorema de la hélice generalizada, formular una ge-
neralizacién del Teorema de Napoledn.
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