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1. Introduccién

Don Juan B. de Oyarzédbal, capitan de fragata de la segunda republica
espanola, fisico y esperantista, merced a la politica de asilo practicada
por el gobierno del general Lazaro Cardenas, al triunfo de Francisco
Franco en la guerra civil espaniola, después de todo tipo de peripecias,
se asilo en México e hizo de nuestro pais su hogar. En reciprocidad
a este gesto de generosidad Oyarzabal, desde distintas instituciones
de educacién superior, dedicé su vida profesional a la formacién de
varias generaciones de fisicos mexicanos. Entre otras, lo hizo desde las
aulas de la Facultad de Ciencias de la UNAM y de la Universidad
Auténoma Metropolitana-Iztapalapa. Su fama de excelente expositor y
conferencista sin par, fue legendaria.

Recordamos que en alguna de sus clases Don Juan, refiriéndose a la
invencién del lenguaje (de los lenguajes), como respuesta a la necesidad
para comunicarse, hacia la siguiente reflexion.

Con el transcurrir del tiempo y la consecuente acumulacién del cono-
cimiento trajo apareado que el lenguaje que expresa el saber, se especia-
lizé a tal grado que se torno en lo opuesto para lo que fue inventado: jse
transformoé en una barrera, para comunicarse! Para ejemplificar, Don
Juan escogi6 el concepto de la integral. En efecto decia Oyarzabal, a
través de este los fisicos representan al trabajo desarrollado por una
fuerza para llevar a un objeto desde un punto hasta otro, siguiendo
determinada trayectoria; mientras que para un matemaético, en un ejer-
cicio de sintesis que llevé décadas, hablar de la integral de una funcién
dada, puede significar ya sea la antiderivada de esta o bien —aunque
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no son independientes— el area bajo su grafica. Los matematicos in-
trodujeron un simbolo para representarla como la letra griega sigma
mayuscula estilizada: Y. Asi, con el simbolo

/0 ), 1)

los matemadticos convinieron en denotar al area bajo la grafica de la
funcién f desde el punto x = 0 hasta el punto x = a. En abono a
la discusién que nos ocupa, Don Juan se preguntaba: «Pero...;qué le
puede decir al hombre de la calle el concepto de integral. . . ese gusanillo
altaneramente erguido que nada le dice al profano?»

El ejemplo mencionado, nos muestra nitidamente la complejidad que
surge al intentar establecer comunicacién entre dos personas con perfiles
diferentes a propoésito del mismo concepto. En este caso la integral de
una funcion. A fin de tener una idea de los significados tan diversos
de la coloquial palabra estabilidad o bien el término asociado a esta,
el equilibrio, enseguida exponemos de forma esquematica una discusion
sobre este punto.

El conductor de un vehiculo dice que este es estable, si al manejarlo
en carretera no presenta vibraciones que pongan en peligro situaciones
como rebasar o tomar una curva a determinada velocidad.

Cuando el parte médico de un paciente internado en un hospital es:
el paciente esta estable, a los familiares les pueda dar una esperanza de
que su pariente mejorara. Sin embargo, el estar estable, dependiendo
desde la referencia que se haga, puede significar cosas muy diferentes.
Esta frase no tiene la misma carga si se hace para un paciente en estado
de gravedad o si se hace para uno que convalece de una cirugia menor.
Sin embargo, el cardcter estable en este contexto, tiene el sentido si
bien no de una mejoria manifiesta, tampoco de un empeoramiento en
el estado de salud.

Cuando los dirigentes politicos hablan de que sus paises son politica-
mente estables, amén de lo encriptado que suele ser el lenguaje usado
por los politicos, con esta frase ellos quieren transmitir el mensaje a sus
interlocutores de que las inherentes contradicciones entre las clases so-
ciales de sus paises, mantienen un cierto equilibrio de manera que dichos
territorios los hacen, por ejemplo, propicios para las inversiones extran-
jeras. Los respectivos estados les garantizan condiciones «adecuadas»
para que tales inversiones florezcan.

Cuando se habla de que el mercado de cambios se estabilizo, nor-
malmente ello se refiere a que la oferta y la demanda de determinanda
moneda se equilibran, razon por la cual el precio, por ejemplo del délar
estadounidense comparado en pesos mexicanos, no fluctiia y entonces
se dice que el precio de aquel se estabilizo. De nueva cuenta, el nivel
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en el que ese equilibrio se logre es fundamental: no teniendo fluctuacio-
nes, puede ser que ese cambio lo haga caro o barato para un pais en
particular.

Mientras que en ecologia hasta hace algunos anos, no habia acuerdo
sobre la acepcién que los ecélogos habrian de dar a la palabra estabili-
dad. Para el destacado bidlogo tedrico Robert May [23]: Una variedad
de interpretaciones ecolégicamente interesantes pueden ser y han sido
asociadas, al término «estabilidad»; mientras que para Volker Grim y
Christian Wissel [11] el panorama es aun méas obscuro pues, escribieron:
La estabilidad es uno de los términos mds nebulosos de la ecologia. A
este pasmo de aparente diversidad, ademés de algunos de los usados
en matematicas, han entrado términos como plasticidad, elasticidad,
resiliencia, etc. Véanse [14] y [22].

Los quimicos caracterizan al equilibrio quimico como aquel estado
de una reaccién quimica reversible por ejemplo la representada por la
ecuacion A+ B = P+ @, en el que la rapidez de «ida» de la reaccion es
igual a la rapidez de «regreso», lo cual se logra siempre que el cociente,

%, de la concentracién de los reactivos participantes (en un sentido

y en el otro), sea constante.

Por equilibrio termodindmico los fisicos entienden el estado que ca-
racteriza a un sistema cuando este se encuentra en equilibrio térmico
(sin cambio en la temperatura) y mecédnico (suma de fuerzas y de tor-
cas igual a cero); mientras que estos mismos profesionistas se refieren
a un punto de equilibrio de un objeto en movimiento a una posicién
ocupada por aquel en la cual, ademas de estar en reposo, la fuerza neta
que actia sobre él, es cero.

Equilibrio metaestable, monoestabilidad, biestabilidad, estabilidad
débil y un largo etcétera, son términos que se han acunado y que in-
crementan la jerga en este vasto mundo de sentidos y acepciones. Sin
embargo, cuando un matematico habla de que un punto de equilibrio
de un sistema auténomo no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) es asintdticamente estable localmente y agrega: en el sentido de
Lyapunov, lo que quiere decir este profesionista es que si se considera
un conjunto de condiciones iniciales en una vecindad suficientemente
pequena de dicho equilibrio, entonces todas las soluciones (una para
cada condicién inicial) del sistema, tenderdn asintéticamente (cuando
el tiempo tienda a infinito) al punto de equilibrio. Este serd el estado
final del sistema independientemente de la condicién inicial (con tal de
que esté en la vecindad mencionada) de la que se parta.

En los parrafos anteriores, en contextos y con significados diferentes,
aparecen los términos equilibrio y estabilidad. En algunos casos, se les
ha anadido o bien un prefijo o bien un adjetivo con la pretendida finali-
dad de precisar su sentido. A esta pasmosa diversidad, bien se podrian
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anadir otros mas usados en diversas areas del saber o en el lenguaje
coloquial. Una primera idea que el profano (para usar el lenguaje de
Don Juan) asociarfa a las palabras «equilibrio» o «estabilidad», es la
existencia de «algo» que no cambia, que permanece constante a medida
que el tiempo transcurre. Esta nocién primaria, basica y elemental que
el profano tiene de la palabra estabilidad, no es objetiva, cambia de per-
sona a persona y por lo tanto se presta a multitud de interpretaciones
y de sentidos.

La matematica, ciencia de las pautas, ciencia de las regularidades y
de lo genérico, no se deja avazallar por este torrente de acepciones y
sentidos; urga en los objetos que estudia, los desmenuza para buscar
en ellos lo que tienen de comun, lo que méas alla del sustrato especifico
en el que se expresen, los hace pertenecientes a la misma relacion de
equivalencia y, por lo tanto, a los ojos de la matematica, ser solo una y la
misma cosa. Por otro lado, una definicién como las que se introducen en
matematicas, amén de responder a la necesidad de convenir un lenguaje
comun, debe ser clara, concisa, precisa y sobre todo, 1til. Ahora bien,
llegar a una conceptualizacion —como lo es introducir una definicién—
también implica un proceso de sintesis el cual, aunque conservando las
caracteristicas metodologicas de la ciencia donde este surja, deberia
también ser algo deseable en otras disciplinas.

En este articulo, tomando como punto de partida el sentido de equili-
brio y el de estabilidad asociado al movimiento de los objetos, hacemos
una presentacion que intenta seguir una linea histérica del desarrollo de
dos conceptos fundamentales en el desarrollo de los sistemas dinamicos:
estabilidad de Lyapunovy estabilidad estructural. El uso de los términos
equilibrio o estabilidad, se pierde en los siglos de la historia. Por ello,
aunque hay otros actores que en justicia deberian ser incluidos, nuestra
resena empieza en la que llamaremos la «era moderna» de la estabilidad
en la que se incluye el equilibrio.

El contenido de este escrito se organiza como sigue. En la seccion 2
se presenta una pincelada histérica sobre algunos sentidos de estabili-
dad: desde la ley de la palanca de Arquimides, hasta el concepto de
estabilidad de Lyapunov, teoremas que dan condiciones para que esta
se dé y algunas extensiones del método de Lyapunov. La seccién 3 esta
dedicada a otro concepto de estabilidad fundamental en dindmica: la
estabilidad estructural. En la parte final de esta seccién, se menciona
la introduccion del concepto de estabilidad estocdstica introducido por
Christopher Zeeman con la finalidad de clasificar los sistemas dinami-
cos definidos sobre variedades garantizando ademas, que los estables
bajo este concepto, formen un conjunto denso. Se incluye un apéndice
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con la finalidad de poner en perspectiva la contribuciéon hecha por La-
grange, uno de los precursores a la introducciéon del primer concepto de
estabilidad motivo de este escrito.

2. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

La llamada corriente estructuralista dentro de la matematica, tuvo su
méaxima expresion en el Grupo Bourbaki fundado por brillantes y
jovenes matematicos franceses a mediados de la década de los treinta
del siglo pasado en la Ecole Normal Supérieure, en Parfs. Entre su fun-
dadores se encontraban Henri Cartan, Claude Chevalley, Jean Coulomb,
Jean Delsarte, Jean Dieudonné, Charles Ehresmann, René de Possel,
Szolem Mandelbrojt y André Weil. Con el tiempo y una vez que sus
fundadores llegaran al limite de la edad permitida, se incorporarian a
este selecto grupo entre otros, Jean-Pierre Serre, Alexandre Grothen-
dieck, Laurent Schwartz, Pierre Samuel, Jean-Louis Koszul, Armand
Borel, Pierre Cartier y Roger Godement. Influenciados por la escuela
matematica alemana liderada por los destacados matematicos David
Hilbert y Emmy Noether, este grupo se planteé hacer una revisién de
los fundamentos de la matematica para lo cual, sostenian, era impe-
rativo imponer un mayor nivel de rigor, uno mucho mayor que el que
en esos tiempos tenia la escuela matematica francesa. Sus trabajos los
publicaron en sus Elementos de matemdtica de acuerdo con el nuevo
canon de rigor y el método axiomatico, pretendiendo con ello cubrir las
bases de toda la matematica. Su convocatoria tuvo respuesta en muchos
lugares del mundo y bajo su influencia, y al grito de a buscar estructu-
ras madre que permitan jerarquizar el universo matematico usando la
axiomatizacion como método y sustento filoséfico, fueron transforma-
dos los contenidos de los cursos de matematicas, desde nivel elemental,
hasta niver superior. Asi, la matemadtica moderna basada en la teoria
de conjuntos, senté sus reales y se transformé en el fundamento de la
ensenianza de la matematica. Décadas después se abandoné este enfo-
que.

Sirva este circunloquio como introduccién para decir que considero
que un posible antecedente de la corriente estructuralista francesa, esta
en la Mécanique analytique, obra del fisico y matematico francés Joseph
Louis de Lagrange (1736-1813). En Mécanique analytique, Lagrange
ademds de resumir el trabajo hecho en mecanica desde los tiempos del
fisico y matematico de Cambridge Isaac Newton, hizo contribuciones
fundamentales. En aquel, su autor destaca el uso de la teoria de las ecua-
ciones diferenciales por lo que, a diferencia del lenguaje y los métodos
de demostracion basados en la geometria euclidiana usados por Newton
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en sus Principia, Lagrange introdujo los métodos propios del anélisis
matematico en la mecanica, a tal grado que hay autores quienes consi-
deran que la transformé en una rama de ese. Esta apreciacion no esta
tan alejada de la realidad pues en sus mas de cuatrocientas paginas
de que constan las partes I (La estédtica) y II (La dindmica) de esta
su monumental obra, el lector no encontrara una sola figura, ningin
diagrama explicativo o ilustrativo que perturbe el hilo conductor de los
desarrollos y deducciones matematicas. De esta caracteristica de su tra-
bajo, Lagrange se ufanaba. Tan asi fue que en el prélogo de la primera
edicién de su obra con meridiana claridad, escribié (véase [0]):

En este trabajo uno no encontrara figuras. Los métodos
que expongo no requieren construcciones, ni razonamien-
tos geométricos o mecanicos, sino solo de operaciones al-
gebraicas, sujetas a un proceso [de razonamiento| regular
y uniforme. Aquellos a los que les guste el Andlisis [ma-
tematico|, verdn con placer que la mecénica se convierte
en una nueva rama y me agradeceran haber ampliado asi
el campo.

Una parte de su Mécanique analytique Lagrange la dedica al estudio
de la relacién entre el equilibrio y la estabilidad de los objetos en movi-
miento. En nuestra opinién, la suya fue una primera gran sintesis en el
desarrollo historico de estos conceptos. Por ello le dedicamos la siguien-
te subsecciéon en la que, a fin de poner en perspectiva su contribucion,
mencionamos algunas otras primerisimas ideas y actores.

2.1 Los primeros albores

Esta parte de la historia tuvo lugar en Siracusa algo méas de doscientos
anos antes de Cristo y su actor fue el ingeniero, matematico y fisico grie-
go Arquimides, quien dedujo la relacién que deberian tener los pesos,
Wy y Wy, y la distancia (medida desde el fulcrﬂ que puede ser el punto
medio) a la que cada uno habria de ser colocado a fin de que una barra
homogénea, se mantuviera horizontal, no se balanceara. .. estuviera en
equilibrio. En su oda: Gracia y desgracia de la palanca, Don Juan de
Oyarzabal, al describir en forma por demas poética y sin ocultar sus
inclinaciones, escribié (véase [7]):

...La cosa fue en Siracusa. Frente al mar, el cielo y el

sol. La maquina —la palanca— airosa, ligera, capaz de

levantar grandes pesos sin esfuerzo...jgracia! El hom-

bre, puro intelecto. Y la ley. .. ; Acaso Arquimides, tenido

comunmente tan solo como un ingeniero practico, como

IPalabra de la raiz latina fulcrum que significa punto de apoyo de la palanca.
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un constructor de méaquinas, la encontré experimentan-
do? jNo! Razonando. Y razonando con gracia, con ele-
gancia, sin presura. . .

. Cudl fue el razonamiento seguido por el sabio griego que lo condujo
a su ley de la palanca? En términos modernos, se diria que fue la tra-
duccion matemaética del principio de equilibrio estatico segun el cual:
la suma de torcas (momentos) respecto al punto de apoyo es
igual a cero. Supdngase que la longitud de la palanca es [ y que el
fulcro esta a la mitad, [/2, de la barra. La pregunta por responder es:
. Doénde deben colocarse los pesos Wy y Wy a fin de que la barra esté
en equilibrio? Luego, denotemos por d; la distancia (a la izquierda del
fulcro) a la que habré de colocarse W; y por dy la distancia (a la de-
recha del punto de apoyo) a la que se coloca Ws. Segin el principio de
equilibrio, este se logra siempre que se satisfaga la igualdad

Widy = Wads,

expresién que por su simplicidad, permite hacer algunos calculos sin
mayor dificultad. Por ejemplo si Wy = Wy = W, entonces Wd; =
Wdy <= di = dy es decir, basta colocar a los pesos en puntos
simétricos respecto al fulcro para que la palanca no gire, se mantenga
horizontal. Si los pesos son diferentes, digamos Wy = 2 la ley de
equilibrio se escribe como Wid; = 2W;d, de donde d; = 2dy y con ello
garantizamos el equilibrio de la barra.

En la misma vena de razonamiento tenemos que las medianas de un
triangulo son los segmentos de recta que parten de cada vértice y lle-
gan al punto medio del lado opuesto a aquel. El punto de interseccion
de las tres medianas de un triangulo, es llamado baricentro o también
es conocido como gravicentro. Para un objeto plano hecho de material
homogéneo cuyo borde es un triangulo, su baricentro tiene la propiedad
de que si se sostiene al triangulo con un soporte vertical perpendicular
al plano que lo contiene y que pasa por el gravicentro, la figura se man-
tendra en equilibrio, no se balanceara. Lo mismo ocurre con un disco
circular construido con un material homogéneo: su centro geométrico
coincide con su gravicentro. En relacién al gravicentro el discipulo de
Galileo Galilei, Evangelista Torricelli (1608-1647) en su De Motu Gra-
vium, escribid:

Dos pesos que estan enlazados no pueden empezar a mo-
verse por si mismos, si su centro de gravedad comtn no
desciende.

El matematico e ingeniero hidraulico belga Simon Stevin (1548-1620),
considerado como el primer matematico que reconocié la validez de los
numeros negativos, dedujo las condiciones para que varios sistemas fisi-
cos se mantuvieran en equilibrio. Entre estos, dio las condiciones para
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que un cuerpo sobre un plano inclinado se mantuviera en equilibrio ([§]).
También realizé experimentos para dicernir las condiciones de equili-
brio de un cuerpo flotando en agua. En su Byvough der weeghconst, a
manera de corolario, escribi6 (citado de [21]):

Es obvio que si el centro de gravedad del cuerpo esta por
encima del centro de gravedad del cuerpo de agua des-
plazada, tiene tal pesadez arriba que todo da la vuelta
(siempre que, sin embargo, no sea sostenido) hasta que
la linea del centro de gravedad del cuerpo esté en la linea
vertical del centro de gravedad del cuerpo de agua despla-
zada, debajo del centro de gravedad del cuerpo de agua
desplazada.

El astrénomo, fisico y matemético holandés Christian Huygens (1629-
1695) también refiriéndose a un cuerpo flotando, en forma de teorema,
escribié (citado de [21]):

Si un cuerpo solido, flotando en un liquido, se inclina y
adquiere otra posicidn, entonces la altura del centro de
gravedad del cuerpo completo [comparada] con la del cen-
tro de gravedad de la parte sumergida, serd mas pequena
en esta ultima posicién que en la posicion anterior.

En un salto de escala espacial (y también cualitativo), diremos que
el problema de la estabilidad del sistema solar o como entonces se le
denominaba la estabilidad del sistema del mundo, fue uno que ocupd
la mente y el trabajo de destacados hombres de ciencia. Fisicos y ma-
tematicos fueron aportando de forma tesonera y con el transcurrir de
los anos, también el sentido de estabilidad evolucioné. Por ejemplo, pa-
ra Pierre-Simén Laplace (1749-1827) —quien estudié el problema de
los tres cuerpos— bajo una serie de suposiciones, concluyé (citado en
[21)):

Asi, el sistema del mundo solo realiza pequenas oscila-
ciones alrededor de un estado promedio del cual nunca
se desvia mas que por una pequena cantidad. En virtud
de su construccion y de la ley de gravitacion, disfruta de
una estabilidad la cual solamente puede ser destruida por
causas externas. . .

Siméon Poisson (1781-1840) extendié los estudios realizados por La-
place considerando términos de orden superior, para afirmar (citado en
[210):

... hemos mostrado que la estabilidad del sistema plane-
tario no cambia si uno toma en cuenta el cuadrado de
las masas y todas las potencias de las excentricidades e
inclinaciones.
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Tanto Laplace como Poisson, adoptaban el acotamiento de la varia-
cion del semi-eje mayor de las trayectorias de los planetas, como su
concepto de estabilidad del sistema solar. Tanto el primero de ellos
como Dirichlet, creyeron haber resuelto el problema. Sin embargo, los
estudios realizados en 1846 por el astrénomo francés Urbain J J Le
Verrier sobre perturbaciones en la érbita de Urano, permitieron el des-
cubrimiento de otro planeta mas del sistema solar: Neptuno. Para la
segunda mitad del siglo XIX, se consideraba que el problema de la esta-
bilidad del sistema solar, no estaba resuelto, razon por la cual, aprove-
chando su amistad y la simpatia que el rey Oscar 11 de Suecia y Noruega
tenia hacia las matematicas, el mateméatico sueco Gosta Mittag-LefHler
lo convencié para que celebrara su 60 aniversario (en 1889) convocando
a la comunidad matematica a un concurso. La convocatoria se publicd
en 1885 siendo cuatro los temas, uno de estos era sobre la estabilidad
del sistema solar. El plazo limite para la recepcion de los trabajos, fue
junio de 1888, cinco fueron los participantes sobre el tema que nos ocu-
pa. El matematico francés Henri Poincaré, participé con el trabajo (de
158 péginas): Sobre el problema de los tres cuerpos y las ecuaciones
de la dindmica. El jurado —compuesto por Karl Weirstrass, Charles
Hermite y Gosta Mittag-Lefler— lo declaré ganador. Ademés de un
estimulo econémico, otra parte del premio era la publicacién del tra-
bajo en Acta Mathematica, revista de mucho prestigio cuyo editor en
jefe era Mittag-Leffler. El trabajo editorial para la publicaciéon, se le
encargé a Edvard Phragmén quien en este proceso, encontré algunos
detalles un tanto obscuros en el trabajo de Poincaré. El editor le pidié a
Poincaré los aclarara. Estando trabajando en ello, el propio matemaético
francés se percatd de un error mayor, razén por la cual se di6 a la tarea
de aclarar los puntos de Phragmén y de corregir el error descubierto.
Debido a problemas de cooordinacion, el proceso editorial no se detuvo
habiéndose impreso y repartido algunos ejemplares del niimero de Acta
Mathematica en el que aparecia la primera version del trabajo de Poin-
caré. Seis meses después, Henri Poincaré envié una version corregida
(en contenido y presentacién) y aumentada de su trabajo, ahora cons-
taba de 270 paginas. En él, Poincaré se centrd en el llamado problema
restringido de los tres cuerpos e introdujo métodos novedosos para la
mecanica celeste, yendo incluso mas alla: sent6 las bases de la llamada
teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias, parte de
los sistemas dinamicos. Realmente todo el proceso, desde los términos
de la convocatoria, la formacion del jurado, etc., estuvo acompanado de
polémicas cuya revisién detallada puede verse en [3] o en [5]. Para los fi-
nes de este escrito, consideramos conveniente cortar aqui esta narrativa
y enfocarnos a los aspectos relevantes motivo del presente trabajo.
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El apartado V de la Primera parte de Mécanique analytique, lleva
por titulo: Propiedades del equilibrio, relativas a los maximos y a los
minimos. El contenido del subapartado 21 (véanse las paginas 61-63
de [6]) es una verdadera revelacién para el tema que nos ocupa, pues
en él aparece con absoluta claridad lo que con el tiempo evoluciono y
se formuld en términos precisos, formales. Veamos por qué esto es asi.
A fin de no introducir una interpretacién personal (mas que mi propia
traducciéon que bien pudiera no ser la mejor posible), prefiero dejar el
texto tal cual aparece en el original:

Ahora consideraremos los maximos y los minimos que
pueden tener lugar en equilibrio; para eso usaremos la
formula general

Pdp + Qdqg+ Rdr +--- =0,

del equilibrio entre las fuerzas P, @, R, etc., dirigidas a lo
largo de las lineas p, ¢, r, etc., que terminan en los centros
de estas fuerzas.

Podemos suponer que estas fuerzas se expresan de tal
manera que la cantidad Pdp + Qdq + Rdr + --- es la
diferencial exacta de una funcion de p, g, r, etc., la cual
es representada p01E| IT de suerte que

dll = Pdp + Qdq + Rdr + - - - .

Entonces para el equilibrio tendremos esta ecuaciéon
dIT = 0 lo que demuestra que el sistema debe estar de tal
manera que la funcién IT esté en términos generales, en
un maximo o en un minimo.

Més adelante (en el sub-apartado 22), a manera de resumen de lo
hecho y anunciando lo que a continuacion hara, el fisico y matemaético
nacido en Turin escribié:

Hemos mostrado que la funcién T [energia potencial] esta
en un minimo o en un maximo, cuando la configuracion
del sistema es una de equilibrio; ahora vamos a demostrar
que si esta funcion esta en un minimo, entonces el equi-
librio sera estable, de manera que si el sistema estando
en equilibrio, es desplazado por una pequena cantidad,
por si mismo tenderd a recuperarlo [y lo hard] realizando
oscilaciones infinitamente pequenas.

2La funcién II a la que se refiere Lagrange es

M=Pp+Qq+Rr+---
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Le sugerimos a nuestro amable lector le dé una mirada al Apéndice
A en el que, en lenguaje un tanto mas actual, se presenta una version
que contiene parte del razonamiento hecho por Lagrange y que esta
contenido en el texto aqui citado.

2.2 Aparece Lyapunov en esta historia

Alexander Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) estudié y resolvié par-
cialmente un problema que le planteé su profesor Pafnuty Lvovich
Chebyshev. Aquel estaba relacionado con la estabilidad (ante cambios
en la velocidad angular) de la forma que adopta un fluido contenido en
un recipiente cuando esté rota. Seguramente tal problema le sirvié de
motivacién para emprender su siguiente investigacion, base de su tesis
de doctorado. En 1892 Lyapunov se doctord con la tesis: El problema
general de la estabilidad del movimiento. En ella, desarrollé una teoria
para estudiar la estabilidad de soluciones de sistemas de EDO, sentando
con ello las bases de la teorfa moderna sobre la estabilidad en sistemas
dindmicos.

En la monografia [25] —dedicada al uso del método de Lyapunov para
estudiar la estabilidad global de distintos tipos de sistemas de Lotka-
Volterra (EDO, con retardo, con difusién)— el lector encontrard: una
revision histérica de los antecedentes del método directo de Lyapunov,
los usos de este particularmente en modelos matematicos en dinamica
de poblaciones, la interpretacion fisica de distintas funciones de Lya-
punov, construcciéon de estas, etc. Esta revisién, por demas exhaustiva,
se hizo casi hasta mediados de la década de los ochenta. Una versién
detallada del material contenido en esta y en las subsecciones 2.3-2.6
puede consultarse en dicha monografia.

Mientras que aqui, en aras de brevedad y concisioén, no seguiremos el
texto original de Lyapunov. La version que exponemos —apegandose
al contenido del trabajo original— es un tanto més moderna la cual
al anadirle de Lyapunov tanto a las definiciones como a los resultados,
se le rinde homenaje al padre de esta forma de estudiar la estabilidad
de soluciones de sistemas de EDO de las que un punto de equilibrio,
es un caso particular. En lo que sigue de esta subseccién, mientras no
se diga otra cosa, nos restringiremos a sistemas auténomos de EDO
definidos por campos vectoriales F:QCR"— R" Es decir, sistemas
cuya forma genérica es

I = F(@). (2)
Notemos que F «flecha» a la region (2 en el sentido de que a cada punto
Z e Q, Fle asigna el vector F (Z) el cual es tangente a la trayectoria
de que pasa por 7. La caracteristica de «ser auténomo» del cam-
po vectorial F es que al no depender explicitamente del tiempo ¢, el
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«flechamiento» que hace en €2, se «congela» en el tiempo pues F' solo
cambia de punto a punto en 2, no cambia con t.

se le llama

Definicién 2.1. Si existe * € Q tal que F(i*) =0 a
= 7* se le llama

punto de equilibrio del sistema (2)) y a la solucion F*(t)
solucion de equilibrio de .

"
"

e 3

Es inmediato ver que si #* es punto de equilibrio de y @(t) es
solucién de (2) tal que F(0) = &* entonces F(t) = * V ¢t > 0. Por ello,
las soluciones de equilibrio de ([2]) por si mismas no son importantes. Lo
importante es, sabiendo que tiene un punto de equilibrio, ;qué les
pasa a las demads soluciones de (2)) que parten de una condicién inicial
To # &7

Definicién 2.2. Sea ¥* punto de equilibrio del sistema auténomo 7=
ﬁ(f) Se dice que T* es estable en el sentido de Lyapunov si dada e > 0
existe § > 0 tal que para toda solucién, F(t), de que parta de &y con
||Z* —Zo|| < 0 ocurra que ||T*—@(t)|| < € para todo t > 0. Negando esta
definicién, se tiene inestabilidad. Aqui ||-|| denota la norma euclidiana.

El concepto de estabilidad en el sentido de Lyapunov, captura la
idea de que si el sistema parte de un estado cercano al de equilibrio,
sus estados posteriores permanecen cercanos a ¢él; mientras que para
tener estabilidad asintética, no basta con que los estados posteriores
permanezcan cercanos al equilibrio, se necesita ademas, que a la larga
(cuando t — +00) el estado del sistema sea el de equilibrio (véase la
segunda parte de la cita de Lagrange al final de la subseccién 2.1). Por
esta razon con frecuencia uno encuentra en la literatura frases como «el
equilibrio es estable ante perturbaciones temporaless.

Definicién 2.3. Sea 7* punto de equilibrio del sistema auténomo .
Se dice que T* es asintoticamente estable si * es estable en el sentido
de Lyapunov y si ademés se cumple

i [|3(0) — 77| = 0.

Una familia de campos vectoriales que es especialmente importante,
son los llamados campos vectoriales gradiente. Para ellos existe U : 2 C
R™ — R funcién de clase C3, tal que para todo & € Q, F(&) = —VU ()
y entonces el correspondiente sistema auténomo toma la forma

_VU(%).

En el apéndice A el lector encontrard un bosquejo del analisis de estos
sistemas en el contexto fisico. Entre otras consecuencias del analisis,
esta la ley de conservacion de la energia mecanica. Mientras que aqui
continuamos con la linea de exposiciéon que traiamos.

T
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Averiguar, a partir de la definicién, si un punto de equilibrio * de
es estable en el sentido de Lyapunov o asintéticamente estable, puede
no ser una tarea facil. Por ello, el propio Lyapunov propuso formas
alternas. Una de ellas es para asegurar estabilidad asintética local.

Si el campo vectorial F es suficientemente suave en una vecindad
Q1 C Qy T €y es punto de equilibrio del sistema , entonces para
todo Z € (21, el sistema se aproxima por el sistema lineal

7= J[F)s1, (3)

-,

donde J[F]z es la matriz de Jacobi del campo vectorial F evaltada en
el punto 7*.

Lema 2.4. Si todos los valores propios de la matriz de Jacobi J[ﬁ]f*,
tienen parte real negativa, entonces el punto de equilibrio T* es asintoti-
camente estable localmente (a.e.l.).

La otra forma de estudiar la estabilidad de puntos de equilibrio pro-
puesta por Lyapunov y por la que quizas sea mas ampliamente conocido
en el ambito de los sistemas dinamicos, es por hacer depender el tipo de
estabilidad del equilibrio de la existencia de una funcion «apropiadas
que a continuacién se define.

e 3

Definicién 2.5. Sean 7 € 2 C R" punto de equilibrio del sistema
auténomo yV :Q CR"— R funcién de clase Ch. Si G(t) es
solucién del sistema y V' satisface:

1. V(z*) =0, V(Z) >0V & # 2* (positiva definida),

2. V(t) = LV(@(t) = VV(S(t)) - @(t) < 0 (semi-negativa definida),
entonces V es llamada funcion de Lyapunov débil del sistema i=F (Z).
Si en vez de 2., se pide que V(t) sea negativa definida, anulandose solo

en T, entonces V es llamada funcion de Lyapunov fuerte del sistema.

Si nos restringimos a sistemas auténomos de EDO definidos por cam-
pos vectoriales F:QCR?— R2, la interpretacién geométrica de una
funcién de Lyapunov, es bastante visual: su grafica es la de una superfi-
cie en forma de Vasijaﬂ cuyo minimo (que vale cero) lo toma en el punto
de equilibrio 7. El punto 2. que distingue entre ser débil o fuerte, tam-
bién tiene su contraparte geométrica. Para ilustralo, tomemos el caso
extremo de la funcién de Lyapunov débil en el que VV (§(¢)) - F(t) = 0,
igualdad que indica: en cada punto de la curva de nivel V(g(t)) = C4
de V, el dngulo formado por el gradiente VV'(g(t)) y el vector tangente
gB(t) a la trayectoria que pasa por ese punto, es m/2 y esto se cumple
para todo punto sobre la curva de nivel en cuestion y para toda curva

3 Aunque esta es la imagen de una funcién de Lyapunov tipica, debemos decir también las hay
con geometria méas complicada. Por ejemplo que en una vecindad de un punto de equilibrio tenga
varios minimos locales. Véase [16].
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de nivel. La consecuencia de esto es valiosisima: Las curvas de nivel de
una funcién de Lyapunov como esta, parametrizadas por ¢, coinciden
con las trayectorias del sistema de EDO. Para el caso de una funcién
de Lyapunov fuerte, el 4ngulo formado por el gradiente, VV ($(t)), de
V(@(t)) v el vector tangente, @(t), a las trayectorias del sistema es
mayor o igual 7/2 lo que significa que estas tocan transversales a las
curvas de nivel de V. Como se verd en los siguientes parrafos, estas dos
propiedades de las funciones de Lyapunov tienen consecuencias funda-
mentales para caracterizar el tipo de estabilidad del punto de equilibrio

.

Ejemplo 2.6. La energia mecédnica (suma de las energias potencial y
cinética)

k v?
H = g2+ — 4
es funcién de Lyapunov débil del sistema (y para el equilibrio (0,0))
r = v
v = —kuz, (5)

donde k > 0, el cual proviene de la ecuaciéon de movimiento & + kx =
0 para una masa unitaria sobre la que actia la fuerza de un resorte
que satisface la ley de Hooke. En efecto, el origen es el tinico punto
de equilibrio de (5), H(0,0) = 0, H(z,v) > 0V (z,v) # (0,0) y si
(x(t),v(t)) es solucién de distinta de la trivial entonces H(t) =
H,(z(t),v(t)) + Hy(x(t),v(t))0 = kav —vkx = 0V (x,v); mientras
que la misma funcién es funcion de Lyapunov fuerte para el sistema
(y para el equilibrio (0,0))

T = v

v = —kx — 2pv,

(6)

donde p > 0, el cual tiene su origen en la ecuaciéon de movimiento
T + 2px + kxr = 0 para una masa unitaria sobre la que actian dos
fuerzas: la de un resorte Hookiano y la de friccién proporcional a la
rapidez v. Esto es asi pues H es funcion positiva definida y que su
derivada, H(t), a lo largo de las soluciones de @ es negativa definida
se sigue de calcular H(t) = VH(z(t),v(t)) - (&,0) = =2pv® < 0V (z,v)
siendo cero en el eje x.

Notemos que si (z(t),v(t)) es solucién del sistema (F]), la funcién
H(x(t),v(t)) toma el mismo valor para todo ¢. En términos fisicos esto
significa que la funcién H(x,v) se conserva. Esta idea se generaliza para
sistemas hamiltonianos cuya representacion general es

. OH
©T oy (7)
pZ - aqz I
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donde : = 1,2,--- ,n, ¢; y p; son las posiciones y momentos generali-
zados, respectivamente y H : R?® — R es el hamiltoniano del sistema
definido como

H(@.5) = 511 + U@, ©)

siendo el primer sumando la energia cinética del sistema y U(q) su
energia potencial.

Proposicién 2.7. Sea (§*,0) punto de equilibrio de (@ donde U tiene
un minimo en q*. H(q,p) es funcion de Lyapunov débil para el sistema
@ y para dicho equilibrio.

Demostracion. Ya que mediante una traslacion se logra que U(g*)
entonces, de su definicién y por tener U un minimo en ¢*, H(q,p
positiva definida en una vecindad de (¢*,0). Ahora, definiendo H(t)
H(q(t),p(t)) al usar la regla de la cadena obtenemos

: ““[oH . O0H .
H(t) = Z |:a_%Qi+a_Mpi1 ;

i=1

=0
S

la que al usar conduce a

: " [O0H OH OH OH
H(t)_Z[aqiapinL(api)(—aqi)}—O,Vtel&. O

=1

Cosa diferente ocurre para el sistema @ en el que la fuerza de friccion
es disipativa originando que H(x(t),v(t)) sea una funcién decreciente
del tiempo.

Una vez definidas las funciones de Lyapunov (la débil y la fuerte),
el tipo de estabilidad de puntos de equilibrio se caracteriza segin lo
enuncia el siguiente teorema, parte central de la teoria de estabilidad
del matematico ruso.

Teorema 2.8 (Segundo método de Lyapunov). Sea ©* punto de equi-
librio del sistema ' = F(Z). Si el sistema:

1. Tiene una funcion de Lyapunov débil, entonces T* es punto de

equilibrio estable,
2. Tiene una funcion de Lyapunov fuerte, entonces T* es punto de
equilibrio asintoticamente estable.

Vea el lector cémo en la siguiente cita Lyapunov resume su propuesta
para el estudio de la estabilidad:

Si las ecuaciones diferenciales de un movimiento pertur-
bado son tales que es posible hallar una funcion definida
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vV

Figura 1. a)lmagen tipica de una funcién de Lyapunov fuerte para un sis-
tema plano. b)Relacién de la funcién de Lyapunov fuerte con la estabilidad
asintética del equilibrio.

V', de la cual la derivada V' es una funcion de signo fi-
jo opuesto al de 'V o se reduce idénticamente a cero, el
movimiento no perturbado es estable.

A la luz del inciso 2 del teorema 2.8, el lector se convencera de que en
la cita de Lagrange (véase el final de la subseccién 2.1), esta implicita
la existencia de una funcién de Lyapunov fuerte para el sistema cuya
energia potencial tiene un minimo. De hecho, el punto en el que esta
toma su minimo, corresponde a una posicién en la que el cuerpo esta
en reposo y la fuerza neta sobre él es cero.

La figura 1 muestra la imagen de una funcion de Lyapunov fuerte, V,
para un sistema auténomo plano y la relacién entre el gradiente, VV, y
el vector tangente a las trayectorias, (&1, @2), que hacen del punto en el
que V alcanza su minimo, punto de equilibrio asintéticamente estable.

2.3 Vito Volterra y sus destellos I

Aunque sin usar el lenguaje introducido por Lyapunov sino més bien
uno que viene de la mecanica, en absoluta coincidencia conceptual y
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metodoldgica, el matematico italiano Vito Volterra se alineé con la
teoria introducida y desarrollada por aquel. En efecto, en la década de
los veinte del siglo pasado el biofisico y demdgrafo de origen austriaco
nacionalizado estadounidense Alfred Lotka y Vito Volterra, de forma
independiente propusieron un modelo matematico para la descripcion
de la interaccion de dos poblaciones: una de presas que es alimento basi-
co (y unico) de una de depredadores. Enseguida de forma esquemética,
presentamos una Versiénﬁ ligeramente maquillada pero que sigue las
ideas basicas del andlisis realizado por el italiano. Sean z(t) y y(¢) la
densidad poblacional de presas y de depredadores al tiempo ¢, respecti-
vamente. Supuestas funciones diferenciables para todo t € R. Con base
en una serie de consideraciones, el modelo propuesto es el sistema no
lineal de EDO

r = ax—bxy
y = —cy+dxy, (9)
donde a, b, ¢ y d son positivas. Segiin Volterra, su interpretacion ecolégi-
ca es: «...a y c representan la razon de nacimiento y muerte de las dos
especies; mientras b mide la susceptibilidad de la especie presa a la de-
predacion y d mide la habilidad de depredacion de esta especie. Las
constantes b y d son la proporcion de encuentros perjudiciales para las
presas y la correspondiente de encuentros benéficos para los depredado-
res.»

Los puntos de equilibrio de son: P* = (fl, %) = (z5y )y By =
(0,0). Del andlisis lineal de (9) se sigue que P, es punto silla y P*
es centro. Ya que P* es no hiperbolico la dinamica local del sistema
no lineal en general no la da la dindmica del sistema lineal que lo
aproxima. . . jaunque en este caso, si!

El siguiente teorema al que Volterra le llamé ley de periodicidad,
sintetiza la dindamica del sistema @ en el primer cuadrante positivo
del plano fase.

Teorema 2.9. Sea (x9,y0) € R% cualquier condicion inicial. Enton-
ces la solucion de (@ que parte de (xg, o), es periodica y el equilibrio
positivo P* es estable en el sentido de Lyapunov en Ri.

Demostracion. Esta consta de los siguientes pasos:

1. El sistema @ se transforma en otro que es hamiltoniano el cual
le es equivalente. Se obtiene el hamiltoniano H,

2. Seregresa a las variables originales y se muestra que la H «transformada»
es primera integmlﬂ del sistema original,

4Los detalles del anslisis que aqui presentamos pueden ser consultados en [13].
5Lo que Volterra llamé primera integral o constante de movimiento en el lenguaje del método
de Lyapunov, corresponde a una funcién de Lyapunov débil.
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3. Por ser hamiltoniano, las curvas de nivel de H —parametrizadas
por t— coinciden con las trayectorias del sistema,

4. Se muestra que las curvas de nivel de H son 6valos: cerca de P*,
son elipses y lejos de P*, son «6valos deformados». O]

Sea F : R2 — R? tal que si (z,y) € R? entonces

T Y
Flx,y)=(In—,In =) = (u,v).
)= (w w2 ) =
El sistema @D, escrito en términos de u y v es
u = a—ae’
v = —c+ce’.

La demostracién de las siguientes proposiciones es una guia para la
demostracion del teorema 2.9.

(10)

Proposicién 2.10. La funcion
H(u,v) = ce" — cu+ ae’ — av, (11)
es primera integral de (@) Equivalentemente
f[(m,y):d(az—x*ln%)+b(y—y*ln%), (12)
T )
lo es del sistema (@

Proposicién 2.11. FEl sistema @ es hamiltoniano y se escribe como

: oH
u o= —5=
P 12
Proposicién 2.12. Los sistemas @ Yy
= (a—by)ly (14)

y = (—c+dx)/x,

son equivalentefﬂ en ]Ri. Mas aun, este sistema es hamiltoniano y se
escribe asi:

g = -
. 2 (15)
v = &
Proposicién 2.13. La funcidn V(z,y) = H(z,y) — H(z*, y*)
V(z,y)zd(m—m*—x*lﬂ%)—I—b(y—y*—y*ln%), (16)
Z Y

es primera integral del sistema @ y tiene las siquientes propiedades:

SEsto es asf pues lo que distingue a ambos sistemas, es la magnitud del vector tangente a
sus respectivas trayectorias. De hecho, el vector tangente a las trayectorias de se obtiene del
correspondiente a @[) con solo multiplicar la parte derecha de este por el término 1/zy lo cual,
para x y y positivas, preserva la orientacién de las trayectorias.



UN ACERCAMIENTO HISTORICO A DOS SENTIDOS ... 85

o V(z*,y*) =0y V(z,y) >0V (z,y) € R diferente a (z*,y*)
e Tiene un minimo absoluto en (z*,y*).

Con esto se demuestra el teorema 2.9. ¢
Consecuencias:

1. La gréfica de V(z,y) tiene el aspecto de una vasija deformada
cuyo minimo (que vale cero) lo tiene en el punto (z*,y*),

2. Por ser V(x,y) primera integral del sistema @ las curvas de ni-
vel, V(z,y) = C, de V —parametrizadas por ¢- coinciden con las
trayectorias de ,

3. Las curvas de nivel (una para cada condicién inicial (zg,yo)) son
cerradas y tienen como «centro» al equilibrio (z*, y*),

4. Por el teorema 2.8, el punto de equilibrio positivo (z*,y*) de @,
es estable en Ri.

En la figura 2 se ilustra la dindmica del sistema @D

A los ojos de la matemadtica, el teorema 2.8 sin duda alguna es: pro-
fundo, elegante, fino y trascendente, no por nada ha resistido el paso
de mas de un siglo para situarse entre los teoremas mas importantes
para el estudio de la estabilidad de soluciones de distintos tipos de sis-
temas dinamicos. Sin embargo, en el condicional «Si», de la frase: «Si
el sistema tiene una funcién de Lyapunov», radica su principal debi-
lidad al momento de querer echar mano de esta teoria para estudiar
la estabilidad de un punto de equilibrio. En efecto, dado un sistema
autonomo como del que se sabe que tiene un punto de equilibrio,
,como determinar una funcién de Lyapunov para el sistema y para el
equilibrio? Quizas el origen del que provenga el sistema auténomo pue-
de dar indicios para proponer a funciones de Lyapunov. Asi lo hicimos
en el ejemplo 2.6 en el que la energia mecanica resulté ser una funcion
de Lyapunov para los sistemas y @ y para el origen de coordenadas
que es su unico punto de equilibrio: es funcién de Lyapunov débil para
el primero y fuerte para el segundo. En la referencia [25], se incluye
una discusién sobre este aspecto y se presenta una lista de funciones de
Lyapunov para diferentes sistemas auténomos, sistemas con retardo y
para sistemas de reaccién-difusion.

Una vez que se determina el tipo de estabilidad de un equilibrio *,
un problema importante tanto dentro de la matematica como en sus
aplicaciones, es tener una idea del tamano de la cuenca de atrac-
cion de aquel. Aqui, por cuenca de atraccion estamos entendiendo al
conjunto de condiciones iniciales, {Zy}, para el cual las trayectorias del
sistema que partan de 7 tiendan asintoticamente a ¥* segun lo
enuncia la definiciéon 2.3. Los ejemplos que exponemos a continuacion
nos ponen en alerta sobre esta cuestion.
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Retrato fase del sistema (9)
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Comportamiento periodico de las densidades poblacionales
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Figura 2. Dindmica del sistema @: a)Su retrato fase en R2.
b)Correspondiente a cada évalo de la figura a), se tiene un comportamiento
periodico (del mismo periodo) en ambas densidades poblacionales. Véase el
texto.

2.4 Estabilidad local no implica estabilidad global

Los ejemplos que se exponen a continuacion —excepto por las simula-
ciones numéricas que aqui se incluyen— fueron originalmente estudia-
dos por Bean-San Goh. Véanse [9] y [10] y son parte de la familia de
los llamados sistemas de Lotka-Volterra.

Ejemplo 2.14. Consideremos el sistema

it1 — (—11 + 21+ 5132) T

Ty = (5.6 —0.6x1 — 0.529) z, ()

cuyo punto de equilibrio positivo es P, = (1,10). Los valores propios
de la matriz de Jacobi que define al sistema lineal que aproxima a ({17))
alrededor de P,, son \; = =2 + V3 VA= —2— V3. Dado que ambos
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Retrato fase del sistema (17)
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Figura 3. Al equilibrio a.e.l. se le «escapan» trayectorias del sistema (|17)):
a)Dindmica del sistema (17). b)Un acercamiento. Véase el texto.

son numeros reales negativos, entonces P, es a.e.l. Sin embargo, si se
considera la condicién inicial (z9,29) = (3,11), mediante una simula-
cion numérica puede mostrarse que la solucién de que parte de este
punto, tiende a (00, 0) cuando ¢ tiende a 0o y no al punto (1, 10). Esto
se debe a que el sistema tiene, ademds de (1, 10), otros tres puntos de
equilibrio: el origen, uno sobre el eje vertical y el tercero sobre el eje
horizontal, el cual es de tipo punto silla una de cuyas ramas inestables,
termina en (1, 10). De hecho, la variedad inestable del sistema en
dicho punto, es la separatriz que divide al cuadrante positivo en dos re-
giones: una compuesta por puntos de los cuales parten trayectorias de
que terminan en (1, 10) y otra compuesta por puntos, de los cuales
parten trayectorias de este sistema, que se alejan de P.. La figura 3
ilustra la dinamica aqui descrita.
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Retrato fase del sistema (18)
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Figura 4. Al equilibrio a.e.l. se le «escapan» trayectorias del sistema (|18):
a)Dindmica del sistema (18). b)Un acercamiento. Véase el texto.

Ejemplo 2.15. En el sistema

;'Cl = <—2+$1+$2>.T1 (18)

1’2 == (5 — 31’1 - 21‘2) 9,
el punto de equilibrio positivo P, = (1,1) es a.e.l., pues los valores
propios de la matriz de Jacobi del campo vectorial que define al sistema

lineal que aproxima en P,, son: \; = ’1;‘/51' Vv Ay = ’1;‘/32', cuya

parte real es negativa. Sin embargo, la solucién del sistema ([18) que
parte de la condicién inicial (29, 29) = (1.6,1), tiende a (oo, 0) cuando
t — oo. El retrato fase de la figura 4 ilustra este comportamiento.
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Espacio Fase @ Condicion inicial =(0.5,1,2)
@ Punto de equilibrio =(1,1,1)

Figura 5. Espacio fase del sistema en el que se ve el comportamiento
de la trayectoria que parte del punto (0.5,1,2) para valores de t «grandes».
Esta se «escapa» del punto de equilibrio a.e.l. P. = (1,1,1). Las otras tres
trayectorias de al estar en la cuenca de atraccién de (1,1, 1), tienden
asintéticamente a este equilibrio.

Ejemplo 2.16. Para el sistema

j?l = (2 — 08$1 — 071‘2 — 051’3) T
To = (2.1 —-0.2x; —0.929 — x3) 22 (19)
"1.33 = (15 — T — 03.’13'2 — O2$3) X3,

el punto de equilibrio positivo P, = (1,1,1) es a.e.l., pues los valores
propios de la matriz de Jacobi que define su aproximacién lineal alrede-
dor de P,, son aproximadamente: \; = —1.88, Ay = —0.00985 + 0.288:
y A3 = —0.00985 — 0.288i, cuya parte real es negativa. Pero si se con-
sidera la trayectoria de ([19)) que parte del punto (0.5, 1, 2), puede verse
que esta tiende al punto de equilibrio (0,0, 7.5) al aumentar ¢ més alld
de toda cota. En la figura 5 se ve el espacio fase de que acabamos
de describir.

Los ejemplos discutidos en esta subseccién son mas que elocuentes
y lo son en dos sentidos: i);Qué tan local es el anélisis lineal local? y
ii) Estabilidad asintética local no implica establidad en «regiones gran-
des» del espacio fase del sistema en estudio. A fin de subsanar estas
limitaciones del método propuesto por Lyapunov, en la década de los
anos sesenta del siglo pasado se le hicieron extensiones para lo cual se
introdujeron términos como estabilidad en el todo o estabilidad global
tratando de capturar la idea de que la cuenca de atraccién sea «grande».
Aqui presentaremos en forma resumida, las aportaciones realizadas por
Joseph La Salle y Solomon Lefschetz (véanse [18] y [19]).
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2.5 Extensiones al método directo de Lyapunov

Continuando con la ténica de este escrito y siguiendo el desarrollo
histérico, enseguida se enuncian los resultados que vienen al caso. La
demostracion de ellos pueden consultarse en [1§] y [19] o en la mono-
graffa [25]. También en [4] el lector encontrard una version bastante
didactica.

Definicién 2.17. Se dice que €2 C R" es conjunto invariante del sis-
tema (2)) siempre que toda solucién, F(t), de que ingrese a €, en
t = tg, permanece en ) para todo t € R.

Ahora bien, un conjunto invariante puede ser positiva o negativa-
mente invariante, segin si todas las soluciones del sistema que, en
t = tp, ingresen a (), permanezcan en {2 para t > ty o para t < tg,
respectivamente.

Teorema 2.18. Sea Q0 un conjunto cerrado y acotado (compacto) tal
que toda solucion del problema

N O (20)

Z(to) = 7o,
con Ty en § permanece en ) para todo t > ty. Supongase que hay una
funcion escalar V(&) con primeras derivadas parciales continuas en €

tal que V(Z) <0 en Q. Sea E el conjunto
E:{feaud@:o} (21)

contenido en ). Sea M el mds grande conjunto invariante del sistema
contenido en E, entonces toda solucion a (@ con Ty en (), tiende
a M cuando t — oo.

El siguiente teorema precisa el conjunto €2 al que se refiere el teorema
2.18.

Teorema 2.19. Sea Q una region cerrada definida por V(Z) < 1l y
supongase que V' tiene primeras derivadas parciales continuas en €2. St
ademds Q es acotada y V(Z) < 0 en Q entonces toda solucidn que parta
de Q tiende a M cuando t — oo (el conjunto M es el definido en el
teorema 2.18).

En [18] y [19] se dan ejemplos donde estos dos tltimos teoremas se
aplican. El siguiente es un concepto central en el presente trabajo en el
que lo hemos utilizado como estabilidad global.

Definicién 2.20. Cuando todo el espacio es la regién de estabilidad
asintética, entonces se dird que se tiene estabilidad completa. También
es usual decir que el sistema es completamente estable (o del todo
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estable) si el origen es estable y si toda solucién tiende al origen cuando
t tiende a infinito.

Los siguientes dos teoremas son basicos para las aplicaciones.

Teorema 2.21. Sea V(¥) una funcion escalar con primeras derivadas
parciales continuas para toda T. Supongase que

1. V(&) > 0 para todo T # 0,

2. V(Z) <0 para todo 7.

Sea E el conjunto de todos los puntos donde V(Z) = 0 sea M el
mds grande conjunto invariante del sistema contenido en E. Entonces

toda solucion del sistema (@) acotada para t > tgy, tiende a M cuando
t — oo.

Teorema 2.22. Sea V() una funcion escalar con primeras derivadas
parciales continuas que satisface

1. V(Z) > 0 para todo T # 0,
2. V(Z) <0 para todo Z,
3. V(%) — oocuando ||Z|| — oo.

S1 V' no es idénticamente cero a lo largo de cualquier otra solucion
que no sea el origen, entonces el sistema (@) es completamente estable.

En las referencias [15], [I8] y [19] se dan ejemplos de cémo deter-
minar la extensién de la regién de atraccién. En particular, en [15] se
construye un método para tales fines. Esto, como en algtin otro lugar lo
mencionamos, puede ser muy 1til pues si la cuenca de atraccién de un
equilibrio es «suficientemente grande» quizas eso fuese suficiente para
asegurar estabilidad global de este.

Cerramos esta subsecciéon mencionando que el método de Lyapunov
se ha extendido para hacer analisis de estabilidad entre otros en: sis-
temas no autéonomos, sistemas con retardo y sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales de tipo parabdlico. Un ejemplo de estas son las
ecuaciones de reaccién-difusion en las que la parte reactiva (interac-
cién) es como en las ecuaciones generalizadas de Lotka-Volterra (véase
la siguiente subseccion). Para tales sistemas se puede construir una fun-
cional de Lyapunov siempre que se conozca una funcién de Lyapunov
fuerte, V', para el sistema homogéneo. En efecto, la funcional de Lya-
punov, W para el sistema de reaccién-difusion resulta de «extender» V'
al espacio e integrarla en toda la region. Para esta y otras extensiones,
véase la referencia [25].

2.6 Vito Volterra y sus destellos 11

El propio Vito Volterra generalizé su propuesta para presa-depredador
con el fin de incorporar tanto a un niimero mayor de poblaciones, como
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una mayor diversidad en los tipos de interaccién entre ellas. La historia
registra que debido a una diferencia entre la fecha de sus respectivas pu-
blicaciones y que Volterra no cit6 a Lotka, originé que este le reclamara
airadamente dando origen a una relacion tensa entre estos personajes
(véase [17]). No obstante, la historia dejé unidos para la posteridad sus
nombres y ahora tales modelos matematicos llevan el nombre genérico
de sistemas de Lotka-Volterra. A mas de cinco décadas de la publicacién
de los trabajos de Volterra en los que concluye estabilidad del equilibrio
positivo para el sistema de presa-depredador, se publicaron trabajos que
extienden sus ideas originales y en los cuales se dan condiciones para
que el equilibrio positivo de sistemas generalizados de Lotka-Volterra
sea globalmente estable es decir, atraiga a todas las trayectorias que
empiecen en el octante positivo (véanse [9] y [10]). El siguiente teorema
debido a Bean-San Goh [I0], es la sintesis de dichos estudios.

Teorema 2.23 (citado de [10]). Sea (x%, x5, -, x}) punto de equilibrio
positivo del sistema de Lotka-Volterra generalizado

it‘i = (bz + Zaijx]) Xy, Z,j = 1, 2, e, N (22)
i=1

Si existe una matriz C' = diag(cy, ca,- -+ ,¢n) € Muxn diagonal positiva,
tal que CA + A'C' es negativa definida, entonces (x5,x5,--+ %) es
atractor global del sistema (@) en RY. Aqui A = a;.

Demostracion. Supéngase que existe C' como dice el enunciado. Se prue-
ba que la funcién

n
€T;
* * 7
L(Q]’l,"' ,CC'n) - E C; (l’z—l’z —J]Z'IDE),

=1 i

es funcién de Lyapunov fuerte para (22) y para (z}, 25, -+, 2}) y dado
que este punto es el maximo conjunto invariante del sistema conte-
nido en V() = 0 entonces, por el teorema 2.21 se concluye estabilidad
global del equilibrio positivo. O

Notese que la funcién de Lyapunov fuerte, base de la demostracion
del teorema 2.21, es una generalizacién de la constante de movimiento
usanda por Vito Volterra. Véase la subseccion 2.3.

La estabilidad global del equilibrio positivo es una de las conduc-
tas dinamicas de interés en los modelos matematicos para describir la
interaccién de tipo presa-depredador. De hecho, cuando se considera
que la razoén de consumo de presas por unidad de depredador en vez
de ser proporcional a la densidad de presas (como lo es en @, es una
funcién que exhibe saturacién (respuesta funcional de Holling tipo II)
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el correspondiente sistema para presa-depredador exhibe un ciclo limi-
te atractor que proviene de una bifurcacion de Hopf. Para este y otros
aspectos, véase la referencia [12].

Con este comentario cerramos la presentacion de la estabilidad en el
sentido de Lyapunov para dar lugar a la exposicién del segundo sentido
de estabilidad que nos propusimos.

3. Estabilidad estructural

El concepto de estabilidad que presentamos en esta seccién se aparta
y difiere cualitativamente del concepto de estabilidad en el sentido de
Lyapunov introducido y discutido en la seccion anterior. A diferencia de
aquel, este va en pos de algo genérico a conjuntos de sistemas de ecua-
ciones diferenciales. Ya no se trata de caracterizar a una solucién de un
sistema de EDO en particular atendiendo a la forma como se compor-
ten otras soluciones de él en su vecindad. No, ahora este concepto se
fija en el conjunto de sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos,
S, por ejemplo de n X n de manera que un punto en S, es un sistema
de ecuaciones diferenciales y una vecindad de él, la forman sistemas de
ecuaciones diferenciales.

En la referencia [26], a propdsito de la introduccién de un concepto de
estabilidad nuevo para sistemas dinamicos definidos en variedades, se
hace una resena de la evolucién del concepto de estabilidad estructural
y de los teoremas que enuncian condiciones para que este se dé. Por
ello, lo que exponemos en esta introduccién y en las subsecciones 3.2
y 3.3, es una version resumida y apenas retocada de la que aparece en
[26].

Empezamos diciendo que dado un campo vectorial ﬁ, uno querria
que los campos vectoriales «cercanos» a este, compartieran las mismas
propiedades cualitativas. .. es decir, le fueran equivalentes. La primera
parte de este buen deseo, involucra alguna nocién de distancia entre
campos vectoriales; mientras que la segunda quedaria precisada si res-
pondieramos la pregunta: ;Qué significa que dos campos vectoriales
«sean equivalentes»? Vamos por partes.

Dotar de una «distancia» (de una topologia) al conjunto de cam-
pos vectoriales, es posible ya que el conjunto de campos vectoriales
tiene estructura de espacio vectorial. Una distancia —quizas la mas
primitiva— entre dos campos vectoriales, F y G , es la que proviene de
la norma euclidiana. En efecto, se define la dy-distancia entre F y G
ast: dy = sup ||F(Z) — G(&)|| donde el supremo, sup, se toma sobre
el conjunto en el que Z varia, por ejemplo la bola unitaria. Con esta
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distancia se asocia la topologia C°. Otra distancia entre campos vecto-
riales es la que proviene de la «distancia matricial», dando lugar a la
dy-distancia entre F' y G, definida como d; = sup ||J[F]— J[G]||, donde
J es la matriz de Jacobi del campo vectorial correspondiente. A esta
distancia se le asocia la topologia C'. Toda vez que campos vectoriales
que, segun alguna topologia, sean «cercanos», pueden no serlo respecto
a otra, por lo que no todas las distancias entre campos vectoriales son
igualmente «buenas». Mas todavia, campos vectoriales que de acuerdo
a alguna topologia sean «cercanos», pueden dar lugar a dinamicas di-
ferentes. En la siguiente subseccion presentamos unos ejemplos en los
que esto ocurre.

3.1 Motivando un concepto

Considérese el siguiente par de EDO de primer orden

Py i = - p), (23)
donde g > 0 es un parametro cuyos valores son pequenos. El hecho
de que la primera ecuacién tenga un solo punto de equilibrio (z = 0),
mientras que la segunda tenga tres (x = 0, 4/1) hace que, no obstante
que las funciones f(r) = 23 y g(x) = z(2? — p) sean CY-cercanas en
una vecindad del origen, las respectivas dindmicas que ellas definen sean
cualitativamente diferentes y por lo tanto estas ecuaciones diferenciales
no son equivalentes. Notemos que la funcién g(x) para p > 0 pequena,
puede verse como una perturbacién de f(z) la cual, no obstante su
pequenez, su introduccién destruye la dinamica asociada a f. Véase la
figura 6.

rI=x

Algo similar ocurre en el siguiente par de sistemas de EDO en los
que z(t) y y(t) denotan la densidad de una poblacién de presas y de
depredadores al tiempo t, respectivamente. La dinamica del sistema no
lineal

T = ax—bxy

) 24
y = —cy+dry, (29
donde a, b, c y d son parametros positivos, fue expuesta en la subseccién
2.3. Mientras que la correspondiente al sistema C%-cercano a

T = ax —ex? — bay

y = —cy+duy, (25)

donde £ > 0 es una medida de la intensidad de la competencia intraes-
pecifica entre los individuos de la poblacién de presas, para ¢/d < a/e
estd resumida en la figura 7. En esta se ve que todas las trayectorias
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. () — 3
Linea de fase de 4 — z* glr) =a

Linea de fase de & = Jf(:T'B — ;H)

\ 2 \
/\ g(x) = a(x” — p)

T=11 o A0 T F 1

Figura 6. A pesar de que las ecuaciones ¢ = z* y © = z(2® — p) son
CP-cercanas, sus dindmicas son esencialmente diferentes. a)Dindmica de
& = 2. b)Dindmica de & = z(2® — p).

de que partan de cualquier condicién inicial (g, yo) en el cuadran-
te positivo del plano zy, terminan en el equilibrio P, = (5, “db:lce) es
decir, P, es atractor global del sistema siendo su cuenca de
atraccién el primer cuadrante positivo del plano xy. De hecho, no im-
portando cudan pequena sea € con tal que sea positiva, la dindmica de
los sistemas y es cualitativamente diferente lo que hace que

no obstante su C°-cercania, no sean equivalentes.

Los ejemplos anteriores ademas de ponernos en alerta, nos conducen
a precisar la frase «campos vectoriales equivalentes». Luego, introduz-
camos el siguiente definicién.

Definicién 3.1. Dos campos vectoriales, F' y G, se dice que son to-
poldgicamente equivalentes si existe un homeomorfismo (una funcién
que tanto ella, como su inversa, son funciones continuas) que lleve tra-

yectorias de F en trayectorias de G.

3.2 La definicion y resultados: su evolucién

El concepto de estabilidad estructural para una clase (systemes grosse-
ries) de sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales definidos en el
plano, fue introducido en 1937 por los matematicos soviéticos Alexan-
der Andronév y Lev Seminovic Pontriagin (véase [1]). Dicho de forma
intuitiva, los estructuralmente estables son sistemas para los que una
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Dinamica del sistema (25)
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Figura 7. Dindmica del sistema (25)) para c/d <
atractor global.

/€. El equilibrio P es

pequena perturbacion no lineal del campo vectorial, no altera las ca-
racteristicas cualitativas de su espacio fase.

Originalmente pensado para campos vectoriales definidos en una re-
gién contenida en R”, este es el concepto de estabilidad estructural de
Andronév:

Definicién 3.2. Un sistema @ = F(Z) con © € R™ definido en una
region D C R™ es llamado estructuralmente estable en una regién Dy C
D si para cualquier C'-cercano 7 = é(f) en D, existen regiones U y
V' contenidas en D y Dy C U tal que Z=F (x) es topoldgicamente
equivalente en U a 7’ = C_j(f) en V.

El concepto de estabilidad estructural contenido en la definicion ante-
rior, va en pos de algo genérico, algo que compartan campos vectoriales
C'-cercanos. Por esta razén, dicho concepto habra de distinguirse del de
la dependencia continua de las soluciones respecto a parame-
tros. Precisemos. Considérese el problema de condiciones iniciales

T=F(T ), Z(ty) = o,
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donde X € A - R™ es un vector de parametros. Bajo condiciones
apropiadas de F respecto a Ty a )\ la solucién de este problema co-
rrespondiente a un valor, )\0, de X depende contmuamente respecto a
Zo y respecto a X en una vecindad de #, y de Xo. Luego, si @y(t) vy F1(t)
son solucién del problema

ﬁ( X) Z(to) = o

¥=F(@N), () =1,
respectivamente con ||Z) — Zo|| < 8o v ||A — Xo|| < 01, entonces existe
T > 0 tal que

[|[G1(t) = Go(t)|| <&, VEe[to—T,ty+T).

Ahora, dado un campo vectorial, investigar las condiciones necesa-
rias y suficientes para que este sea estructuralmente estable, fue un
problema fundamental en sistemas dinamicos. Por ello, este atrajo la
atencion de varios matematicos quienes fueron abordando el problema
de forma paulatina: primero para campos vectoriales de clase O defi-
nidos en R?, luego para los definidos en R”, para finalmente, abordar el
problema con mayor grado de generalidad: los campos vectoriales defi-
nidos en variedades. Las variedades pueden ser planas (como la recta
real, el plano o en general R") o curvas (como el circulo, la esfera, la
superficie de una dona, etc.). De igual manera, el concepto estabilidad
estructural fue adaptandose dependiendo del tipo de conjunto en el que
los campos vectoriales estan definidos. Casi a la par de la busqueda de
condiciones necesarias y suficientes para que un campo vectorial fuese
estructuralmente estable, otro problema que también fue empezando a
estudiarse fue el de averiguar si el conjunto de los campos vectoriales
estructuralmente estables, es abierto denso.

En el articulo pionero de Andronév y Pontriagin de 1937, sus auto-
res enuncian las condiciones necesarias y suficientes para que sistemas
auténomos y analiticos bidimensionales sean estructuralmente estables,
pero no dan la demostracion. Quince anos después Henry F. de Baggis
dio condiciones menos restrictivas (solo basta que los campos vectoria-
les fueran de clase C'). Este es su teorema:

Teorema 3.3 (tomado de [2]). El sistema
F=F(#), (26)
donde F : R? — R? es un campo vectorial de clase C*, es estructural-

mente estable en una region Dy C R? si y solo si:

1. Tiene un numero finito de puntos de equilibrio en Dy y todos ellos
son hiperbolicos,
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2. Tiene un numero finito de trayectorias cerradas en Dqy y todas son,
o bien atractoras o bien repulsoras,

3. No tiene trayectorias en Dy que conecten a dos puntos de equilibrio
siendo ambos puntos silla (trayectorias silla-silla).

Ejemplo 3.4. El sistema

r = Y

g o= M -2y -z, 27
que proviene de la ecuaciéon del oscilador de van der Pol sin for-
zamiento & — A(1 — 2%)& + = 0 deducida por el ingeniero y fisico
holandés Balthazar van der Pol a proposito del estudio de un circuito
no lineal, es estructuralmente estable para A > 0. Esto es consecuencia
del teorema 3.3, pues:

1. El campo vectorial que define a es de clase C! en todo el
plano,

2. Para A >0 tiene un tnico punto de equilibrio que es repulsor
y por tanto hiperbdlico,

3. Para cada A > 0 el sistema tiene un ciclo limite atractor de
las trayectorias de dicho sistema,

4. El sistema no tiene trayectorias que conecten pares de puntos
de equilibrio, en particular no tiene trayectorias silla-silla.

Maés aun, dado un miembro de la familia de campos vectoriales
(para un valor de A > 0), este tiene una infinidad de campos vectoriales
CP-cercanos (para otros valores de A > 0 o para perturbaciones no
lineales pequenas) que le son topolégicamente equivalentes.

El matematico brasileno Mauricio Peixoto fue de los primeros en es-
tudiar sisteméaticamente ambos problemas: el de estabilidad estructural
y el de la densidad. En [24] Peixoto primero considera campos vecto-
riales de clase C' definidos sobre la bola unitaria B! : (2% + 23) < 1
introduce su concepto de estabilidad estructural segin el cual:

Definicién 3.5. El sistema 7 = F (%) se dice que es estructuralmente
estable si, dada ¢ > 0 arbitraria, podamos encontrar 6 > 0 tal que
cualquier sistema 7 =G con d(ﬁ , C_j) < 0, podamos asociar un homeo-
morfismo h de B! en si misma, tal que:

1. h mapea trayectorias de F en trayectorias de é,
2. hes un e-homeomorfismo, i.e., para todo punto p € B, d(p, h(p)) <
g, donde d es la distancia euclidiana usual.

Para después dar condiciones necesarias y suficientes para que aque-
llos sean estructuralmente estables. Esta idea la extiende para campos
vectoriales definidos en la bola unitaria n-dimensional B : > | 27 < 1;
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mientras que en [11] el propio Peixoto adopt6 la siguiente definicién de
estabilidad estructural para campos vectoriales definidos en variedades
de dimensién dos.

Definicién 3.6. Un campo vectorial F definido en una variedad, Mo,
de dimension dos se dice que es estructuralmente estable si dada ¢ se
puede hallar una vecindad, V., de F tal que siempre que G e V. exista
un e-homeomorfismo de Mj en si misma que transforme trayectorias de
F en trayectorias de G.

Después se dio cuenta que la finura de la e-dependencia del homeo-
morfismo se podia obviar dando por resultado que la definiciéon anterior
fuese equivalente a esta:

Definicién 3.7. Un campo vectorial F definido en M, se dice que
es estructuralmente estable si existe una vecindad, V', de F tal que
siempre que GeV , exista un homeomorfismo de Ms en si misma que
transforme trayectorias de F en trayectorias de G.

En el siguiente teorema, Peixoto dio condiciones necesarias y suficien-
tes para que campos vectoriales definidos en una variedad de dimension
dos, sean estructuralmente estables.

Teorema 3.8 (tomado de [24]). A fin de que el campo vectorial F
sea estructuralmente estable en My, es necesario y suficiente que las
siguientes condiciones se satisfagan:

1. Que solo tenga un numero finito de puntos de equilibrio y todos
sean hiperbolicos,

2. Que los conjuntos o y w lz”mitﬁﬂ de cada trayectoria pueden ser

solamente puntos de equilibrio o trayectorias cerradas.

Que no haya trayectorias silla-silla.

4. Que haya solamente un numero finito de trayectorias cerradas y
todas sean simples (atractoras o repulsoras).

w

Una pregunta que uno puede plantearse es si para dimensiones mayor
o igual a tres existe un teorema analogo al de Andronév-Pontriagin que
dé condiciones necesarias y suficientes para que un campo vectorial sea
estructuralmente estable. Planteado asi de general, la respuesta es: no.
Sin embargo, existe una familia de campos vectoriales para los que se
dan condiciones suficientes a fin de que sean estructuralmente estables.
Estos los definié el matematico estadounidense Stephen Smale quien, a

7Un punto 7 € Q se dice que es punto w-limite de la solucién del problema 7= ﬁ(f), Z(to) = Zo
donde F: Q C R* — R™, si existe una sucesion, {t,} — oo, tal que limy, oo Pn(Zo) = 7, siendo
® es el flujo asociado al campo vectorial F. Al conjunto de puntos w-limite se le llama conjunto
w-limite. Si donde aparece {t,} — o0, se sustituye por {tn} — —oo, entonces al correspondiente
punto se le llama punto a-limite y al conjunto de todos los puntos a-limite, se le llama conjunto
a-limite.
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finales de la década de los afios cincuenta del siglo pasado, introdujo el
enfoque topoldgico en los sistemas dindmicos. Al extender el trabajo de
Peixoto sobre estabilidad estructural para sistemas de dimension n > 2,
Smale definié como sigue los que ahora se llaman sistemas Morse-Smale:

Definicién 3.9. Un sistema Morse-Smale es aquel que:

1. Tiene un numero finito de puntos de equilibrio y todos son hi-
perbolicos.

2. Tiene un numero finito de ciclos limite y todos son atractores o
repulsores —todos ellos hiperbdlicos— y cuyas variedades estable
e inestable se tocan transversalmente,

3. No tiene otros puntos no errantes o recurrentesﬂ

Smale conjeturd que un campo vectorial es estructuralmente estable
si y solo si es Morse-Smale. Sin embargo, estando de visita en el Insti-
tuto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) en Rio de Janeiro, Smale
recibié una carta de Norman Levinson en la que le anunciaba haber
encontrado un contrajemplo a su conjetura (véase [29]). El campo vec-
torial al que se referia Levinson, provenia del oscilador de van der Pol
con forzamiento periédico de la forma Fjcoswt. En un contexto algo
diferente (la versién inglesa del radar), este sistema habia sido estu-
diado durante la década de los anos cuarenta por los britanicos Mary
Lucy Cartwright y Edderson Littlewood. Cuando el concepto de caos
determinista ain no se habia introducido, Cartwright y Littlewood —
adelantandose unos veinte anos— lo vislumbraron en sus anélisis del
oscilador de van der Pol con forzamiento al que el propio Levinson
también habia hecho contribuciones al entendimiento de su dindmica.

Una vez que Smale tradujo a términos geométricos los analisis de la
pareja de ingleses y de Levinson, construyo un sistema dindmico cadtico
ahora llamado herradura de Smale y lo us6 como un contraejemplo
de su propia conjetura. De hecho, construyé un ejemplo de sistema que
tiene un nimero infinito numerable de érbitas periodicas y un conjunto
de Cantor no numerable no errante (véase [29]). Esto ocurrié en 1960
mientras Smale visitaba a Peixoto en el IMPA.

Siguiendo esta vena de desarrollo, diremos que a principios de la
década de los anos sesenta del siglo pasado, Stephen Smale formulé lo
que llamo el problema de estabilidad estructural. Lo enuncié como la
siguiente pregunta:

8Para campos vectoriales F:QCR" - R”™, un punto p € Q se dice que es errante si tiene
una vecindad, U(p), y un tiempo T tal que para todo ¢ > T, la imagen ®+(U(p)), de U(p) bajo el
flujo asociado al campo vectorial, no tiene puntos en comin con U(p). Es decir, a partir del tiempo
T en adelante, todos los puntos de U(p) bajo el flujo, abandonan la vecindad U(p). Un punto p
para el que no existe tal vecindad, se le llama punto no errante
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Pregunta: ; Forman las ecuaciones diferenciales estructuralmente esta-
bles un conjunto denso en la topologfa C! dentro de todas las ecuaciones
diferenciales ordinarias auténomas o de primer orden?

Una respuesta afirmativa a esta pregunta, fue dada por matematicos
soviéticos y por Peixoto para el caso de sistemas bidimensionales defi-
nidos sobre un disco y para variedades compactas de dimensién dos. El
siguiente teorema sintetiza los estudios realizados por estos matemati-
COS.

Teorema 3.10 (Andronév-Pontriagin y De Baggis-Peixoto, citado de
[20]). El conjunto de los flujos estructuralmente estables es denso (y
abierto) en el conjunto de campos vectoriales, X" (Ms), de clase C" para
cualquier variedad compacta bidimensional Ms.

Para dimensiones mayores, Smale también dio una respuesta afir-
mativa para ciertos sistemas que poseen una infinidad de soluciones
periodicas; mientras que para dimensién mayor o igual a tres, el propio
Smale en su articulo: «Structurally stable systems are not dense» (véase
[28]), dio una respuesta negativa al problema general que enuncié. Por
ello, la mayoria de los campos vectoriales que tienen atractores extranos
y comportamientos cadticos, no son estructuralmente estables.

3.3 Un pos de un concepto de estabilidad

El matematico britanico Christopher Zeeman encontré dos caracteristi-
cas que hacen de la definicién de estabilidad estructural un concepto
poco practico y no elegante (Zeeman dizit). En efecto:

1. La definicion de estabilidad estructural se da en términos de un ho-
meomorfismo —para el que basta que él y su inverso sean funciones
continuas—, no necesariamente diferenciables, no necesariamente
suaves. Por ello, segin Zeeman (véase [31]):

...decir que algin modelo en la matemética apli-
cada es topoldgicamente equivalente a un modelo
estdndar, no asegura [la existencia de] un cambio
suave de coordenadas con respecto al cual el mode-
lo aplicado es estandar.

2. El conjunto de los campos vectoriales estructuralmente estables
definidos sobre variedades de dimensién mayor o igual a tres, no
es denso dentro del conjunto de todos los campos vectoriales. Esto
es delicado pues aunque hay campos vectoriales —como los Morse-
Smale con atractores extranos hiperbdlicos— que son estructural-
mente estables, no dejan de ser casos muy especiales. Sin embargo,
campos vectoriales que aparecen en modelacién matematica como
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el sistema de Lorenz, tienen atractores extranos y exhiben com-
portamientos cadticos, no son estructuralmente estables.

En 1987 Zeeman introdujo el concepto estabilidad estocdstica ([30]),
esto con la finalidad de tener un concepto de estabilidad que superara
las dos deficiencias anteriores y asi, hacer una clasificacién de los siste-
mas dindmicos definidos en variedades. De acuerdo a este nuevo con-
cepto, se buscaba que los sistemas dindamicos estables formaran ademas,
un conjunto denso. Al proyecto de clasificacién de sistemas dindamicos
usando el concepto de Zeeman, se sumé el matematico mexicano San-
tiago Lopez de Medrano quien contribuyé de forma destacada. En [26]
el lector encontrara una resena de parte de esta historia.

3.4 Conclusiones

En este articulo hemos presentado una vision del desarrollo de dos con-
ceptos fundamentales en sistemas dinamicos: estabilidad de Lyapunov
y estabilidad estructural. El primero, aborda la cuestion de estabili-
dad de puntos de equilibrio de un sistema auténomo de EDO, es decir,
la estabilidad de aquel ante perturbaciones temporales como también
suele llamarsele; mientras que el segundo, se interna en el conjunto de
sistemas dinamicos definidos por campos vectoriales y dependiendo de
si un campo vectorial tiene una vecindad formada de campos vectoria-
les que le sean topoldgicamente equivalentes, lo caracterizamos como
estructuralmente estable. Para ambos conceptos hicimos un seguimien-
to histoérico: desde los primeros balbuceos, hasta resultados recientes.
Con ello pretendimos ofrecer al lector interesado en estos temas, un
material que practicamente lo ponga al dia y le ahorre la necesaria re-
visiéon con la que se inicia todo trabajo que se pretenda hacer sobre
un tema. También, al presentar en un mismo escrito este desarrollo
histérico, el material aqui contenido puede ser de ultilidad para estu-
diantes que cursen asignaturas de ecuaciones diferenciales ordinarias
o sistemas dinamicos de la segunda mitad de las licenciaturas de ma-
tematicas, fisica o areas cercanas. También puede servir como material
de apoyo para cursos de posgrado de estas areas y de dindamica no li-
neal. Por el caracter de la exposicion, seguramente también resultara
de interés y utilidad para docentes de estas asignaturas. Ya que estos
conceptos también son de uso en otras disciplinas, no descartamos que
este material fuese de utilidad para profesionistas con un perfil distinto
al del llamado «ciencias duras». Si todo lo anterior fuese asi, nuestro
escrito habria cumplido su cometido.

El articulo que el lector tiene ante sus ojos, aborda temas de sistemas
dinamicos que pudieran calificarse de clasicos. Sin embargo, estas son
solo unas de las tantas expresiones de la dindmica no lineal cuyo auge
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en las mas diversas areas del conocimiento empezd en la década de
los aflos setenta del siglo pasado. En la referencia [27] nuestro amable
lector encontrara un vision panoramica y moderna de esta rama del
conocimiento tan fundamental y actual. La prosa con la cual este libro
esta escrito atrapara a todo aquel que se le acerque.

Apéndice A. Ecuacién de movimiento y una ley de
conservacion

Sea 7 : R, — R? una curva que representa la trayectoria seguida por
una masa m en movimiento. Sea I : Q C R?2 — R2 un campo vectorial
que representa a un campo de fuerzas, es decir F (7(t)) es la fuerza que
se ejerce sobre la masa cuando esta se encuentra en el punto 7(t) =
(x(t),y(t)). Usando la segunda ley de Newton se obtiene la ecuacién de
movimiento

mir(t) = F(7(1)), (28)
la que escrita explicitamente es

mi = Fi(x,y)

(mx,my):(Fl(x,y),Fg(:E,y)) — my — Fg(x,y) )

donde F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)). Si introducimos vy y v, tales que
T =wv; y Yy = vy y para simplificar la escritura suponemos masa unita-
ria (m = 1), entonces el par de EDO de segundo orden que aparecen
del lado derecho de la igualdad anterior, se escriben como el sistema
autonomo

T = 1

7.}'1 = Fl (l’, y) (29)
Yy = U2

1}2 = FQ('I7 y)a

el cual, despojandolo de la notacion, es un caso particular de un sistema
auténomo cuya forma genérica es

7= G(T), (30)

donde G : R* — R* es un campo vectorial. Hecha esta caracterizacién
que proviene de reescribir la ecuacién de movimiento (28)), avancemos
hacia lo que queremos presentar.

Al multiplicar escalarmente ambos lados de por F(t) e integrar
respecto a t desde a hasta b lo que resulte, se obtiene

m / Ft) - (1) dt = / F(r()) - Ft)dt,
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igualdad que al notar

se transforma en

o [ Gl = [ - fee

o bien

1

FllFOIE = SmllilF = [ Ft)-foa. @

Reconociendo a la parte izquierda como la diferencia de la energia
cinética de la masa m (entre los tiempos t = a y t = b) y a la parte

derecha como el trabajo, W[ﬁ |, efectuado por el campo de fuerzas a
lo largo de la trayectoria 7(t), entonces la igualdad anterior nos dice:
el trabajo efectuado por la fuerza, se «invierte» en cambiar la energia
cinética de la masa en movimiento. ‘

Si en el integrando de la parte derecha de (31)) escribimos 7(t) =
((t),y(t)), efectuamos el producto escalar indicado y usamos el teore-
ma de integracion por cambio de variable, obtenemos

b . 7(b)
| Fatw)iwie= [ R B (2
a 7(a)
Con ayuda de esta igualdad tenemos que se transforma en

1 - 1 - 7(b)
SR = grllfa)l = [ R+ P (@9

Ahora, si el campo Fes gradiente es decir, si existe U : Q C R? - R
funcién de clase C,, llamado potencial o energia potencial, tal que
para todo (x,y) € Q

F(C(Z,y) = —VU(I7y),

entonces la uno-forma que aparece en el integrando de la parte derecha
de se reescribe y con ello se tiene

Fi(, y)de+Fa(z, y)dy = — et g, Ay =~
/F L(w, y)detFa(z, y)dy /_(a) oz oy Y /F(a)

(a) v

dU = —[U(7(b))=U((a))].

Por lo tanto, al usar se concluye una celebrada ley: la ley de
conservacion de la energia mecanica

. . . .
PO + U#D)) = smllF(@)| + U((a)), (34)

en cuya deduccién la hipdtesis: el campo de fuerzas es gradiente, jugd
un papel fundamental.
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Notese que siendo el campo F gradiente, de existir una posicion,
7 € €1, del objeto en movimiento para la que ﬁ(f’*) = 0, entonces al
satisfacerse la igualdad F(7) = —VU () = 0, resulta que 7 es punto
critico de U. Més aun, si en el espacio posiciones-velocidades, (7™, 6) es
punto de equilibrio, entonces en una vecindad de este las propiedades
geométricas del hamiltoniano

H(7,7) = LA + U,

las define las propiedades geométricas del potencial U(r) esto es asi

pues el hamiltoniano es una funcién cuadratica de la rapidez ||F]|. En

consecuencia, si U tiene un minimo en 7, entonces en una vecindad

del equilibrio (7, 6), el hamiltoniano también tendra un minimo y, de
acuerdo al teorema de estabilidad de Lyapunov, tal equilibrio es estable.
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