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Introducción. El problema de calcular la suma de la serie
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para m ≥ 2 entero, habı́a atraı́do la atención de varios matemáticos desde

el siglo XVII, en particular para m = 2. En el siglo XVIII se interesaron

en este problema matemáticos como Jacob Bernoulli, Daniel Bernoulli y

Christian Goldbach, quienes obtuvieron algunos resultados preliminares so-

bre la suma de esta serie en el caso m = 2
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los cuales pronto serı́an superados por Leonhard Euler que, en este marco

conceptual, hizo su primer contacto con la serie anterior y pronto mejorarı́a

los cálculos de sus predecesores. El problema de calcular la suma de la serie

(2) no era fácil debido a su lenta convergencia, por ejemplo, para calcular

el número al que converge, con una precisión de seis decimales, hay que

sumar al menos un millón de términos de la serie. En efecto, como

1

k
− 1

k + 1
=

1

k(k + 1)
<

1

k2
<

1

k(k − 1)
=

1

k − 1
− 1

k
,

sumando desde k = n + 1, por la propiedad telescópica de los extremos de

la desigualdad anterior, se tiene que
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de tal forma que aproximar la serie con n lugares decimales requiere calcu-

lar la suma de al menos 10n términos. Finalmente, en 1735, Euler anunció en

[1] que
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un resultado que contribuirı́a a establecer su prestigio como matemático y

que se difundió rápidamente entre los especialistas. Poco después, Euler

anunciarı́a la generalización del cálculo anterior al caso cuando m = 2n en

(1), y en los diez años siguientes, debido a crı́ticas y dudas, de sus contem-

poráneos y de él mismo, revisó y dio varias demostraciones de los cálculos

anteriores, hasta obtener un tratamiento enteramente satisfactorio del tema.

Una ganancia adicional a los esfuerzos anteriores es que Euler fue llevado

a considerar la función gamma que ahora lleva su nombre, y que se obtie-

ne al interpolar el factorial de un entero, y a la consideración de productos

infinitos en su relación con ciertas series infinitas. En el artı́culo [2] presen-

tado a la Academia de San Petersburgo en 1737, Euler estudia varias series,

comenzando con una sugerida en su correspondencia con Goldbach, y ob-

tiene una descomposición de la serie (1) en términos de un producto que

involucraba a todos los primos, probando el resultado siguiente:

Teorema 1 (Euler). Si de la serie de primos formamos el producto
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entonces su valor es igual a la suma de la serie
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Es decir,
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.

La demostración de Euler es ingeniosa, pero como sucede algunas veces

con el manejo liberal que hace Euler de la convergencia de series, es nece-

sario revisarla para hacerla rigurosa. Veamos cuál es la idea de Euler. Para

comenzar, escribe
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y luego dividiendo entre 2n obtiene
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que restando de la expresión anterior nos da
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ya que se eliminan todos los términos con denominadores divisibles por 2.

Después divide la expresión anterior por 3n obteniendo

(2n − 1)

2n

1

3n
x =

1

3n
+

1

9n
+

1

15n
+

1

21n
+

1

27n
+ · · ·

que restándola de la expresión anterior nos da
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ya que se eliminan todos los términos con denominadores divisibles por 3.

Del mismo modo se eliminan, en el lado derecho, las potencias de los

denominadores que son divisibles por 5, 7, 11, etcétera, notando que en

cada paso se eliminan los sumandos que tienen la potencia del primo co-

rrespondiente y también sus múltiplos, de tal forma, dice Euler, que al final

se eliminan todos los términos del lado derecho excepto el primero, a saber

el número 1, y del lado izquierdo queda la expresión

(2n − 1)(3n − 1)(5n − 1)(7n − 1) · · ·
2n · 3n · 5n · 7n · · · x = 1

de donde se obtiene la afirmación del teorema.

El argumento anterior también le sirve a Euler para probar, repitiendo

los pasos anteriores con n = 1, que la serie armónica se puede escribir como

el producto siguiente
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Es decir,
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de donde concluye que, como la serie armónica diverge, el número de pri-

mos debe ser infinito.
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La demostración del teorema de Euler puede hacerse rigurosa y el teo-

rema formularse para la serie de la forma

ζ(s) :=
∞∑

n=1

1

ns

con s un número complejo con parte real mayor que 1, para obtener el teo-

rema siguiente:

Teorema 2 (Euler). Si s ∈ C es tal que Re(s) > 1, entonces

ζ(s) =
∏

p primo

1

1 − p−s
.

En lugar de dar la demostración usual de este teorema (la cual puede

verse en [16], por ejemplo) lo obtendremos como una consecuencia del re-

sultado siguiente que también usaremos más adelante. Recordemos primero

que una función ϕ : N → C se dice que es multiplicativa si ϕ(1) = 1 y si

ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n), para todo par m, n de naturales coprimos. Por ejem-

plo, la función φ de Euler es multiplicativa (recuerde que φ(n) es el número

de enteros entre 1 y n, coprimos con n).

Proposición 3. Si ϕ es una función multiplicativa y si la serie de números

complejos
∑∞

n=1 ϕ(n) converge absolutamente, entonces para s ∈ C tal

que Re(s) > 1 la serie

∞∑

n=1

ϕ(n)

ns

converge absolutamente y en su dominio de convergencia tiene una descom-

posición como un producto infinito

∞∑

n=1
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=
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1 +
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+

ϕ(p2)
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+

ϕ(p3)

p3s
+ · · ·

)
.

Demostración. La convergencia absoluta de la serie se sigue del hecho de

que ϕ(n) está acotada y de la convergencia de la serie de números∑∞
n=1 1/nα, para α > 1. Para la descomposición en producto infinito (lla-

mado un producto de Euler) fijemos un natural N y consideremos un pro-
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ducto parcial
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donde p1, . . . , pk son los primos menores que N y P (n) es el factor primo

mayor de n de tal forma que la última suma es sobre todos los enteros n
cuyos factores primos son menores que N . Note que en la tercera igualdad

usamos la multiplicatividad de ϕ. Ahora, como todo natural menor que N
no tiene factores mayores que N , entonces

∣∣∣∣
∞∑
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ns
−

∑
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ns
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∣∣∣∣

y el término en la derecha tiende a 0 cuando N → ∞, lo cual da el resultado

deseado.

Corolario 4. Si ϕ : N → C es una función acotada y estrictamente mul-

tiplicativa, es decir, si ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) para todo m, n ∈ N, entonces

para todo s ∈ C tal que Re(s) > 1,

∞∑

n=1

ϕ(n)

ns
=

∏

p primo

1

1 − ϕ(p)p−s
.

Demostración. Para cada primo p, como ϕ(pk) = ϕ(p)k, en la proposi-

ción anterior se tiene que la serie dentro del producto infinito es una serie

geométrica que converge a 1/(1 − ϕ(p)p−s).

Claramente el teorema de Euler se sigue de este corolario al considerar la

función multiplicativa constante ϕ = 1. La expansión en producto de Euler

de ζ(s) guarda el teorema fundamental de la aritmética en una sola ecua-

ción. Esto muestra, de inicio, la importancia aritmética de la función ζ(s),
a la que se conoce como la función zeta de Riemann, porque fue Riemann

en su único artı́culo sobre teorı́a de números quien la estudió como una fun-

ción de variable compleja y obtuvo varias de sus propiedades importantes,
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incluyendo la ecuación funcional que satisface y que permite extenderla a

todo al plano complejo, salvo por un polo simple en s = 1.

Finalmente, observemos que es de suma importancia determinar cuándo

una sucesión de complejos ϕ(n) = an es multiplicativa para que la serie

(llamada serie de Dirichlet) asociada

L(s) =
∞∑

n=1

an

ns

con Re(s) > 1, tenga una descomposición en producto de Euler. En la

sección siguiente veremos un caso importante donde esta multiplicativi-

dad está dada y donde algunos ejemplos fueron estudiados por Euler en

su artı́culo [2] que estamos discutiendo, y después de recordar algunos he-

chos sobre formas modulares daremos la caracterización de Hecke para que

ϕ sea multiplicativa y consecuentemente se tenga esta descomposición de

Euler.

Series de Dirichlet. En [2] Euler también calcula la suma de otras series in-

teresantes, pero para verlas en perspectiva, tendremos que adelantarnos casi

100 años cuando Dirichlet introdujo una generalización de la función zeta

de Riemann de la forma siguiente, para lo cual recordamos las definiciones

pertinentes: si N es un número natural, un carácter de Dirichlet módulo N
es un homomorfismo

χ :
(
Z/NZ

)∗ → S1 = {z ∈ C : |z| = 1} ⊆ C∗

del grupo de unidades del anillo de enteros módulo N al cı́rculo unitario en

C. El carácter χ se extiende a todo Z, para definir una función multiplicativa

χ : Z → C mediante

χ(n) =

{
χ(n mod N) si mcd(n, N) = 1,

0 si mcd(n, N) 6= 1.

Si m|N y χ′ es un carácter módulo m, éste induce la función χ : Z → C

mediante

χ(a) =

{
χ′(a mod N) si mcd(a, N) = 1,

0 si mcd(a, N) 6= 1

y resulta que χ es un carácter de Dirichlet módulo N el cual decimos que

es inducido por el carácter χ′. Un carácter de Dirichlet módulo N se dice

que es primitivo si no es inducido por algún carácter módulo m para todo

m < N , y también diremos que en este caso N es el conductor de χ y lo

denotamos por N = f(χ).
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Si χ1, χ2 son caracteres de Dirichlet primitivos, de conductores f1 y f2,

respectivamente, entonces existe un único carácter primitivo χ cuyo con-

ductor f divide al producto f1f2 y tal que

χ(a) = χ1(a)χ2(a)

para todo a coprimo con f1f2. Al carácter χ anterior se le conoce como el

producto de χ1 y χ2 y se denota por χ = χ1χ2. Sin embargo, note que si

mcd(a, f1f2) > 1 no necesariamente se tiene que χ(a) = χ1(a)χ2(a).

El conjunto de caracteres de Dirichlet primitivos es un grupo abeliano

con el producto anterior y su neutro es el carácter trivial o principal χ0 :
Z → C dado por χ0(n) = 1 para todo n. Note que χ0 es el único carácter

con conductor 1. El inverso del carácter primitivo χ es el carácter χ dado

por conjugación compleja, es decir, χ(a) = χ(a), para a ∈ Z.

Dado un carácter de Dirichlet (primitivo) χ, se define su L-serie de Di-

richlet mediante

L(χ, s) :=

∞∑

n=1

χ(n)n−s

para un complejo s tal que Re(s) > 1. Observe que si χ0 es el carácter

trivial, entonces L(s, χ0) = ζ(s) es la función zeta de Riemann. En for-

ma análoga a como se demostró el teorema de Euler, se puede probar que

L(χ, s) converge absoluta y uniformemente en un semiplano de C y define

una función holomorfa en el semiplano Re(s) > 1. De hecho, si χ 6= χ0

es primitivo, a diferencia del caso de la función zeta de Riemann, se prueba

que L(χ, s) tiene una continuación analı́tica a todo C. Más aún, la multipli-

catividad de χ, i.e., χ(mn) = χ(m)χ(n) y la condición de que |χ(n)| ≤ 1,

implican la existencia de un producto de Euler:

L(χ, s) =
∏

p primo

(
1 − χ(p)p−s

)−1
.

En el artı́culo [2], Euler considera el ejemplo L(χ, s) para el carácter de

Dirichlet no trivial módulo 4

χ : (Z/4Z)∗ = {1, 3} → S1

dado por χ(1) = 1 y χ(3) = −1, por lo que su extensión a todo Z es la

función

χ(n) =

{
(−1)(n−1)/2 si n es impar,

0 si n es par
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y ası́ la L-serie de Dirichlet asociada es

L(χ, s) =
∞∑

n=1

χ(n)

ns
= 1 − 1

3s
+

1

5s
− 1

7s
+

1

9s
− 1

11s
+ · · ·

cuya evaluación, en el caso cuando s = 1, la cita Euler en el teorema 11 de

[2], y es un cálculo debido a Leibniz, y cuya factorización en producto de

Euler está en este teorema 11 de [2] (de nuevo, en el caso s = 1, que es el

único que Euler considera), y el resultado neto es

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
−· · · =

3 · 5 · 7 · 11 · 13 · · ·
4 · 4 · 8 · 8 · 12 · 12 · · · =

∏

p primo impar

p

p ± 1

donde el signo en el denominador de los términos del producto está deter-

minado por la congruencia

p ± 1 ≡ 0 (mod 4)

como explı́citamente escribe Euler en la demostración del teorema. Para una

deducción del resultado anterior, además de consultar a Euler, el artı́culo [8]

es de lectura deliciosa.

Formas modulares para Γ = SL2(Z). Para comenzar, recordemos que el

grupo lineal especial Γ = SL2(Z), i.e., el grupo de matrices
(

a b
c d

)
con

entradas enteras y con determinante 1, actúa en el semiplano complejo su-

perior H, es decir, en el conjunto de números complejos z cuya parte ima-

ginaria Im(z) > 0, mediante las transformaciones de Möbius. Más aún,

como I =
(

1 0
0 1

)
∈ SL2(Z) es la matriz identidad, la acción de ±I induce

la función identidad, y si g ∈ SL2(Z) induce la función identidad, entonces

g = ±I . En otras palabras, si consideramos el grupo cociente

Γ := SL2(Z)/ ± I,

éste actúa fielmente sobre H, es decir, ningún elemento distinto de la iden-

tidad actúa trivialmente. El grupo Γ está generado por las clases laterales de

las matrices T :=
(

1 1
0 1

)
y S :=

(
0 1
−1 0

)
cuya acción en H está dada por:

T : z 7→ z + 1 y S : z 7→ −1/z. Ası́, T genera a todas las traslaciones y S
es la negativa de una inversión.

Consideremos ahora una función holomorfa f(z) en el semiplano supe-

rior H y sea k un entero. Supongamos que f(z) satisface la relación

f(γz) = (cz + d)kf(z) para todo γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z). (9)
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Supongamos además que f(z) es holomorfa en infinito, lo que quiere decir

que en la expansión de Fourier de f

f(z) =
∑

n∈Z

anqn donde q = e2πiz, (10)

se tiene que an = 0 para todo n < 0. Una función f(z) que satisface las

condiciones (9) y (10) anteriores se llama una forma modular de peso k
para el grupo modular Γ = SL2(Z). Si además, a0 = 0, i.e., f se anula en

infinito entonces f(z) se llama una forma parabólica (o cuspidal) de peso

k para Γ.

Observemos ahora que si k es impar, tomando γ =
(
−1 0
0 −1

)
se tiene

que γz = z por definición de la acción de SL2(Z); y si f(z) es una forma

modular, al substituir γ en (9) se obtiene que

f(γz) = f(z) = (−1)kf(z) = −f(z),

(ya que k es impar) y por lo tanto f(z) = −f(z), lo cual implica que

f(z) = 0, y ası́ no hay formas modulares no triviales de peso k impar, y

sólo consideraremos el caso cuando k es par.

Ahora, si f(z) es una forma modular de peso k, en particular, para γ =

T =
(

1 1
0 1

)
y γ = S =

(
0 1
−1 0

)
la relación (9) anterior implica

f(z + 1) = f(z) y f(−1/z) = (−z)kf(z), (11)

y se prueba también, usando que Γ está generado por S y T , que (11) implica

(9).

Finalmente, notamos que las condiciones (9) y (11) se preservan bajo la

suma y la multiplicación escalar, i.e., los conjuntos de formas modulares y

formas parabólicas para algún peso fijo k son espacios vectoriales sobre C.

El producto de una forma modular de peso k1 y una forma modular de peso

k2 es una forma modular de peso k1 + k2.

Series de Dirichlet asociadas a formas modulares. Si f(z) es una forma

modular de peso 2k con serie de Fourier

f(z) = a0 +
∞∑

n=1

anqn donde q = e2πiz,

se le asocia la L-serie de Dirichlet

L(f, s) :=
∞∑

n=1

an

ns
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y se prueba, ver [13], que la serie anterior converge en el semiplano Re(s) >
k + 1 si f(z) es una forma parabólica y en el semiplano Re(s) > 2k si

f(z) no es parabólica. Más aún, si los coeficientes an de f(z) satisfacen

la propiedad multiplicativa amn = aman, entonces la L-serie de Dirichlet

asociada tiene una representación como producto de Euler de la forma

L(f, s) =
∏

p primo

1

1 − app−s + p2k−1p−2s
,

donde notamos que los factores de Euler son polinomios cuadráticos en p−s.

La caracterización de Hecke de la multiplicatividad de la sucesión

a(n) = an que define la serie de Dirichlet

∞∑

n=1

an

ns

está dada en términos de la forma modular que definen estos coeficientes, a

saber, de la función cuya serie de Fourier es

f(z) =
∞∑

n=1

ane
2πinz,

donde estamos suponiendo, para conveniencia de la exposición, que f(z) es

una forma parabólica. Para dar la caracterización deseada, Hecke introduce

una familia de operadores lineales T (p) en el espacio de formas modulares

de un peso 2k dado y prueba el resultado fundamental siguiente:

Teorema 5 (Hecke). Supongamos que

f(z) =
∞∑

n=1

ane2πinz

es una forma modular parabólica de peso 2k y que a1 = 1. Entonces, los an

son multiplicativos si y sólo si f(z) es un vector propio de los operadores

de Hecke T (p) con valores propios ap. Se tiene además que

L(f, s) =

∞∑

n=1

an

ns
=

∏

p primo

1

1 − app−s + p2k−1p−2s
.
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Hacia 1967 A. Weil [14] extiende los teoremas de Hecke [9] para con-

siderar no sólo formas modulares asociadas al grupo SL2(Z) sino también a

los subgrupos de congruencia tales como

Γ0(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) : c ≡ 0 (mod N)

}
,

donde recordamos que estos grupos tienen, en general, muchos generado-

res, a diferencia de Γ que, como vimos, tiene sólo dos generadores. Para una

muestra de la relevancia de estos resultados de Weil, recordaremos a conti-

nuación cómo se definen otras funciones L, sólo que esta vez con un origen

aritmético-geométrico, que de nuevo se remonta hasta Euler.

La función L de Hasse-Weil de una curva elı́ptica. Dos dı́as antes de

la navidad de 1751 en la Academia de Berlı́n se recibió una copia de las

Obras Matemáticas de G. de Fagnano la cual se le dio a Euler. En algunos

de los artı́culos incluidos, Fagnano estudiaba algunas integrales elı́pticas, en

particular aquéllas asociadas a la longitud de arco de la lemniscata

∫
dz√

1 − z4

y que habı́a publicado entre 1714 y 1720 en algunas revistas italianas de

poca circulación; en estos artı́culos Fagnano obtiene, esencialmente, una

fórmula para duplicar un arco de lemniscata dado y Euler, que habı́a estado

siguiendo el trabajo de sus contemporáneos acerca de integrales elı́pticas, se

interesó de inmediato por las fórmulas de Fagnano de tal forma que cinco

semanas después, el 27 de enero de 1752, presentó a la Academia los resul-

tados de [4] donde explica y comienza a extender los resultados de Fagnano

y el 30 abril de 1753 presenta los resultados del artı́culo [5] donde obtiene

una fórmula para sumar dos longitudes de arco arbitrarias de la lemniscata,

guiado por la analogı́a con la longitud de arco de la circunferencia, digamos,

x2 + y2 = 1, de radio 1 y centro el origen (0, 0), por lo que la longitud de

arco en el primer cuadrante está dada por la integral

s(r) =

∫ r

0

dx√
1 − x2

y en este caso se sabe que un cambio de variable trigonométrico permite

calcular estas integrales. Sin embargo, existe una forma más sistemática de

calcular las integrales anteriores, parametrizando el cı́rculo usando la pen-

diente de las rectas que pasan por uno de sus puntos, digamos A = (−1, 0),
donde después de resolver las ecuaciones polinomiales correspondientes el
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cambio de variable que se sugiere es

x =
2m

1 + m2

que al substituir en la integral para la longitud de arco del cı́rculo, raciona-

liza el integrando ya que

s(r) =

∫ r

0

dr√
1 − x2

=

∫ t

0

2dm

1 + m2
, para t =

2r

1 + r2
,

que se calcula elementalmente. Ahora, para la lemniscata cuyas ecuaciones

paramétricas podemos escribir como

2x2 = m2 + m4

2y2 = m2 − m4

(despejando x y y en términos del parámetro m), y restringiéndonos al pri-

mer cuadrante donde el parámetro varı́a en [0, 1], resulta que la longitud de

arco correspondiente es

s = s(r) =

∫ r

0

dx√
1 − x4

y procediendo por analogı́a con el caso de la longitud de arco del cı́rculo,

observando que ahora se tiene
√

1 − x4 en lugar de
√

1 − x2, esto sugiere

el cambio de variable

x =
2m2

1 + m4
,

(que, en efecto, es monótona y suprayectiva en 0 ≤ m ≤ 1) y que al hacer

las substituciones correspondientes en la integral anterior nos da

s = s(r) =

∫ r

0

dx√
1 − x4

=
√

2

∫ t

0

dm√
1 + m4

,

donde notamos que, a diferencia del caso del cı́rculo, el cambio de variable

propuesto no racionalizó el integrando. Sin embargo, Fagnano y Euler con-

sideran ahora la integral del lado derecho para la cual el cambio de variable

análogo que se sugiere es

m =
2u2

1 − u4

que al substituirlo en la integral del lado derecho nos da

s = s(r) =

∫ r

0

dx√
1 − x4

=
√

2

∫ t

0

dm√
1 + m4

=
√

2
√

2

∫ v

0

du√
1 − u4
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es decir,

s(r) = 2 s(v)

donde (Euler [4], Teorema 5, página 72)

r =
2v

√
1 − v4

1 + v4
. (∗)

Ası́, a pesar de que no se puede racionalizar el integrando de la longitud

de arco de la lemniscata, se tiene una fórmula (∗) que permite duplicar la

longitud de arco de la misma. En el artı́culo [5] Euler generaliza lo anterior

para obtener una fórmula para sumar dos longitudes de arco arbitrarias de

la lemniscata. Estos resultados de Euler pueden leerse, después de Abel y

Jacobi, como inversión de integrales abelianas, que en el caso de la integral

de la longitud de arco del cı́rculo unitario

s(r) =

∫ r

0

dx√
1 − x2

pensada como una función de r, su función inversa (en el intervalo corres-

pondiente) es r = sen(s) y ésta satisface la fórmula de aditividad

sen(α + β) = sen α cos β + cos α sen β

donde poniendo x = sen α y y = sen β, se tiene que cos α =
√

1 − x2 y

cos β =
√

1 − y2, por lo que sen(α + β) = x
√

1 − x2 + y
√

1 − y2, y ası́,

para

z := α + β = sen−1(sen(α + β))

se tiene la fórmula de aditividad

∫ x

0

dr√
1 − r2

+

∫ y

0

dt√
1 − t2

=

∫ z

0

du√
1 − u2

donde

z = x
√

1 − x2 + y
√

1 − y2.

Estas son las fórmulas de aditividad para la integral

∫ t

0

dt√
1 − t2

y son las que Euler generalizó para la lemniscata y otros polinomios de

grado 4. Estos resultados de Euler pueden considerarse el nacimiento del

estudio de la ley de grupo en una curva elı́ptica, en este caso dada por la

retı́cula en C asociada a los dos perı́odos de la integral elı́ptica considerada.
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Un siglo después de Euler, se puede ya definir a una curva elı́ptica E como

el lugar geométrico de los puntos de C2 que satisfacen un polinomio cúbico

en dos variables, que para simplificar, podemos pensar que es de la forma

y2 = x3 + bx + c y donde el polinomio cúbico en x tiene sus tres raı́ces

diferentes, de tal forma que E es una curva lisa y más aún, tiene género

g = 1, al considerarla no como curva afı́n sino en el plano proyectivo P2

al tomar el polinomio homogéneo asociado y2z = x3 + bxz2 + cz3. La

fórmula de adición que habı́a encontrado Euler corresponde al hecho de

que los puntos de la curva E se pueden sumar de tal manera que E tiene

estructura de grupo abeliano, una propiedad que no tienen otras curvas de

género distinto de 1. La operación de grupo en E se define como sigue:

dados dos puntos P y Q en E, considerando la recta secante que pasa por

ellos (tangente, si P = Q), sea R el tercer punto donde esta recta corta a E
(este punto existe por el teorema de Bezout) y luego consideremos la recta

que pasa por R y el punto al infinito 0 = (0, 1, 0) y sea R′ el tercer punto

donde esta recta (que hemos dibujado como una recta vertical en la figura

siguiente) interseca a E. La suma P + Q se define como R′. Se prueba

directamente que, con esta operación, E es un grupo abeliano, donde la

única parte laboriosa es la demostración de la asociatividad de la operación,

pero todo lo anterior se puede simplificar mediante una demostración más

conceptual usando los elementos de la geometrı́a algebraica.

P
Q R

R′

Desde el punto de vista de la teorı́a de números interesa considerar

curvas elı́pticas definidas por polinomios con coeficientes racionales que,

después de eliminar denominadores y cambiar variables adecuadamente, se

pueden considerar como curvas definidas por polinomios con coeficientes
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enteros. En geometrı́a diofantina el problema principal es estudiar el conjun-

to de puntos de E que tienen coordenadas racionales o enteras y en nuestro

caso se sabe que el conjunto de puntos con coordenadas racionales de E,

denotado E(Q), es un grupo abeliano finitamente generado (el teorema de

Mordell-Weil) y para el estudio de la aritmética de estas curvas conviene en

ocasiones escoger un modelo de la curva definida sobre Z (mı́nimo en un

cierto sentido) y reduciendo sus coeficientes módulo un primo p podemos

considerar la curva reducida Ẽ : y2 = x3 + bx + c definida ahora sobre

el campo finito Fp = Z/pZ, la cual puede o no ser lisa. En cualquier caso,

como Fp es finito podemos contar el número de puntos con coordenadas en

Fp que tiene la curva Ẽ. Esto lo hacemos también con todas las extensiones

finitas Fpn de Fp y denotamos el número de puntos con coordenadas en este

campo con #Ẽ(Fpn). La idea es considerar la función generadora asociada

a la sucesión de enteros #Ẽ(Fpn)

Z(E, u) := exp

(
∞∑

n=1

#Ẽ(Fpn)

n
· un

)
.

Se prueba que esta función es de la forma siguiente

Z(E, u) =





1 − apu + pu2

(1 − u)(1 − pu)
si E tiene buena reducción en p, i.e., Ẽ es lisa

1 − apu

(1 − u)(1 − pu)
si E tiene mala reducción en p, i.e., Ẽ no es lisa

donde ap = p + 1 − #Ẽ(Fp). Notamos entonces que en esta función zeta

sólo el entero ap depende de la curva E por lo que sólo los numeradores nos

dan información sobre la curva. Tomando estos numeradores, variando los

primos p y substituyendo u = p−s para s ∈ C, se define la función L de

Hasse-Weil de E como el producto de Euler

L(E, s) :=
∏

p malos

1

1 − app−s

∏

p buenos

1

1 − app−s + p1−2s

y con respecto a la convergencia de este producto infinito se tiene

Teorema 6 (Hasse). Para todo primo p se tiene que |ap| < 2
√

p y conse-

cuentemente L(E, s) converge para Re(s) > 3/2.

Hasse habı́a conjeturado que la función L(E, s) tiene una continuación

analı́tica a todo C y satisface una ecuación funcional de la forma

L(E, s) ∼ L(E, 2 − s)
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donde ∼ denota igualdad salvo factores gamma elementales.

Note que la función L de Hasse-Weil se define como un producto de

Euler y no como una serie. De hecho, existen varias conjeturas acerca de

la forma que debe tener la expansión de Taylor (vea unos párrafos abajo

por qué la función L anterior es entera) de esta función, incluyendo la in-

formación sobre la curva E que, conjeturalmente, se encuentra en el primer

coeficiente de la expansión de Taylor alrededor de s = 1, a saber, las conje-

turas de Birch y Swinnerton-Dyer.

Podemos ahora explicar la relevancia del trabajo de Weil de 1967 sobre

funciones L de Dirichlet asociadas a formas modulares: Weil conjetura que

la función L de Hasse-Weil de la curva elı́ptica E definida sobre Q debe ser

la función L de Dirichlet asociada a una forma modular parabólica f(z) de

peso 2 para un grupo de congruencia Γ0(N)

L(E, s) = L(f, s),

de tal manera que la aritmética de la curva elı́ptica E está determinada por

la aritmética de las formas modulares, lo cual enfatiza, si hiciera falta, la

relevancia del estudio de estas funciones. No está de más mencionar que

esta conjetura ya habı́a sido adelantada por los matemáticos japoneses Y.

Taniyama y G. Shimura, pero fue Weil quien dio la primera evidencia pro-

pia de su validez. El año 1999, continuando el trabajo de Wiles-Taylor en su

demostración de la conjetura de Fermat, se anunció la demostración de la

conjetura de Shimura-Taniyama-Weil y como consecuencia de esto se tie-

ne que la conjetura de Hasse es verdadera: para toda curva elı́ptica E/Q,

la función L(E, s) se extiende a una función entera. Quizá no esté de más

recordar que Euler fue atraı́do hacia la teorı́a de números por varios proble-

mas que Fermat habı́a dejado, y que en ocasiones Euler tenı́a que reconstruir

las demostraciones de Fermat, lo cual sucedió en particular con la conjetura

de Fermat para el exponente 4 y, como Jacobi menciona en [10], es tenta-

dor suponer que Euler no puede haber dejado de ver la analogı́a1 entre la

no existencia de soluciones racionales no triviales a la ecuación diofantina

y2 = 1− x4, o lo que es lo mismo, la no existencia de soluciones enteras no

triviales de la ecuación x4 − z4 = y2, lo cual Euler [3] ya habı́a demostrado

en 1738 al reconstruir la demostración de Fermat, por descenso infinito, de

la no existencia de soluciones enteras no triviales de la ecuación de Fermat

x4 + y4 = z4,

1
((esta coincidencia digna de notarse difı́cilmente se le haya escapado al autor)), [10], p.

353.
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y la no integrabilidad en términos de funciones elementales de la longitud

de arco de la lemniscata ∫
dz√

1 − z4
,

ya que cualquier substitución que transforme la diferencial anterior en una

diferencial racional podrı́a dar soluciones racionales de y2 = 1−x4, lo cual

a su vez darı́a soluciones enteras de la ecuación de Fermat.

Funciones zeta de Dedekind. Dedekind generaliza la función zeta de Rie-

mann a cualquier campo de números K (una extensión finita de Q) de la

forma siguiente: Sea K/Q una extensión finita de grado n y sea OK el ani-

llo de enteros de K. Para cada ideal 0 6= a ⊆ OK el cociente OK/a es finito,

y ası́

N(a) := | (OK/a) | < ∞.

Se define entonces la función zeta de Dedekind de K como:

ζK(s) :=
∑

a

1/N(a)s,

donde la suma corre sobre los ideales distintos de cero de OK . Nótese que si

K = Q, ζQ(s) es la función zeta de Riemann. Se sabe que ζK converge en

el semiplano complejo Re(s) > 1 y se puede continuar meromorfamente a

todo C, y como OK es un anillo de Dedekind, i.e., todos sus ideales propios

6= 0 se pueden factorizar en forma única como producto de ideales primos,

entonces ζK tiene un producto de Euler dado por

ζK(s) =
∏

P primo

(
1 − N(P)−s

)−1
.

Ahora, si K/Q es la m-ésima extensión ciclotómica, se tiene una inyección

del grupo de caracteres de Dirichlet de (Z/mZ)∗ en el grupo de caracteres

del grupo de Galois Gal(K/Q), compatible con extensiones de campos ci-

clotómicos. Se tiene la fórmula siguiente que relaciona las funciones L de

Dirichlet con la función zeta de Dedekind de campos ciclotómicos K/Q:

ζK(s) =
∏

χ

L(s, χ) (13)

donde χ recorre los caracteres de Dirichlet módulo m.

Funciones L de Artin. En todos los casos anteriores sólo hemos conside-

rado una serie L asociada a un campo de números K dado y a continuación

veremos cómo Emil Artin asocia una función L a una extensión finita K/F
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de campos de números. La construcción de Artin [7] fue motivada por su

demostración (y formulación) de esa vasta generalización de la ley de reci-

procidad cuadrática de Gauss (y cuyos orı́genes se pueden trazar a Legendre

y Euler) que es la ley de reciprocidad abeliana de Artin o teorı́a de campos

de clases. En este marco de ideas, se considera una extensión ciclotómica

Q(µm) de Q y se observa que su grupo de Galois es isomorfo al grupo de

unidades de Z/mZ

G = Gal(Q(µm)/Q)
∼−→ (Z/mZ)∗,

donde el isomorfismo hace corresponder a la clase residual módulo m de

cada primo p que no divide a m con el automorfismo de Frobenius Frp de

Q(µm) que manda a ζ ∈ µm a Frp(ζ) = ζp. Usando el isomorfismo anterior

podemos interpretar un carácter de Dirichlet módulo m, χ : (Z/mZ)∗ → C∗

como un homomorfismo

χ : G = Gal(Q(µm)/Q) → GL1(C) = C∗ (14)

es decir, como una representación de dimensión 1 del grupo de Galois G, y

la descomposición en producto de Euler de la serie L de Dirichlet asociada

al carácter χ módulo m

L(χ, s) =
∞∑

n=1

χ(n)

ns
=
∏

p

1

1 − χ(p)p−s

la podemos escribir en términos de teorı́a de Galois como

L(χ, s) =
∏

p∤m

1

1 − χ(Frp)p−s
(15)

lo cual llevó a Artin a la generalización que describiremos a continuación,

comenzando con el caso de extensiones finitas de la forma K/Q, donde un

problema básico es la descripción de cómo se factoriza un (ideal) primo

racional p ∈ Z en ideales primos del anillo de enteros de una extensión

finita K de Q. Se sabe que el anillo de enteros OK ⊆ K satisface que todo

ideal se factoriza en forma única como un producto de ideales primos y ası́,

para la extensión K/Q

pOK
�

�

// OK
�

�

// K

〈p〉 �

�

// Z
�

�

// Q

y para la extensión pOK del ideal 〈p〉 de Z se tiene que

pOK =
∏

Pi (16)
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donde los Pi son ideales primos de OK y la colección {Pi} está com-

pletamente determinada por el primo p. Más aún, si K/Q es una exten-

sión normal, su grupo de Galois G = Gal(K/Q) permuta transitivamente

los primos Pi arriba de p, de tal forma que el tipo de factorización de p
en OK está completamente determinado por los subgrupos estabilizadores

GPi
que fijan a Pi y éstos son conjugados en G. El subgrupo de inercia

IPi
= {g ∈ GPi

: g(a) = a mod Pi para todo a ∈ OK} ⊆ GPi
toma

en cuenta la ramificación del primo correspondiente. Por ejemplo, si todos

los primos Pi arriba de p son distintos, en cuyo caso decimos que p no se

ramifica en K, entonces los grupos de inercia son triviales y los grupos esta-

bilizadores son cı́clicos y se tienen isomorfismos GPi
≃ kPi

/Fp, donde kPi

y Fp = Z/pZ son los campos residuales asociados a los primos correspon-

dientes. Ası́, los GPi
están generados por los automorfismos de Frobenius

FrPi
asociados, bajo el isomorfismo anterior, a los automorfismos de kPi

dados por α 7→ αqi donde qi = |kPi
|. Ası́, el tipo de factorización (16) de p

está determinado por el automorfismo de Frobenius (en general, cuando hay

ramificación, por su clase de conjugación {Frp}), y se desea dar una descrip-

ción de {Frp} en términos de p y de la aritmética de Q. Algunos ejemplos

donde esto se puede hacer se remontan a Fermat y Euler [6], por ejemplo en

el caso de la extensión cuadrática K = Q[i] = {a + bi ∈ C : a, b ∈ Q},

cuyo anillo de enteros es Z[i] = {a + bi : a, b ∈ Z} (el anillo de en-

teros gaussianos) y cuyo grupo de Galois es G = Gal(Q[i]/Q) = {id, c},

donde c : Q[i] → Q[i] es la conjugación compleja. Es fácil ver que en este

ejemplo, si p es un primo impar,

Frp =

{
id si −1 es un residuo cuadrático módulo p,

c en otro caso

de tal forma que, poniendo G ≃ {+1,−1} por medio del isomorfismo ob-

vio, entonces

Frp =

(−1

p

)

es el sı́mbolo de Legendre, que en el caso cuando el primo p es no ramificado

en Q[i] tiene el valor

Frp =

(−1

p

)
= (−1)(p−1)/2

y por lo tanto

Frp = (−1)(p−1)/2 = 1 ⇔ p ≡ 1 (mod 4)

lo cual describe Frp en términos de p y de la aritmética de Z, en este caso

módulo 4. Una consecuencia de lo anterior, debida a Fermat y Euler [6], es
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que como los ideales de Z[i] son principales de la forma 〈n〉 ó 〈m + ni〉,
entonces p se descompone totalmente en Z[i] si y sólo si Frp = id y por lo

tanto:

Teorema 7 (Fermat-Euler). Si p es un primo impar, entonces p es la suma

de dos cuadrados p = m2 + n2 si y sólo si p ≡ 1 (mod 4).

Ası́, en este ejemplo, el tipo de factorización de p depende de si p está o

no en la progresión aritmética módulo 4. En general, para cualquier exten-

sión finita K/Q se quisiera tener una tal descripción de {Frp}, por ejemplo,

en términos de una progresión aritmética módulo un cierto entero N . Esto

no será posible en general, pero para el caso cuando la extensión K/Q es

abeliana, i.e., cuando el grupo de Galois Gal(K/Q) es abeliano, sı́ se tiene

una tal descripción, y es el contenido de la teorı́a de campos de clases en

la forma en que la concibió E. Artin, al generalizar la función L de (15)

asociada a la representación ciclotómica (14), para considerar ahora una re-

presentación arbitraria de dimensión 1 del grupo de Galois abeliano

ρ : G = Gal(K/Q) → GL1(C) = C∗ (17)

y definir la función L de Artin asociada como el producto de Euler

L(ρ, s) =
∏

p

1

1 − ρ(Frp)p−s
, (18)

donde ρ(Frp) es la imagen del Frobenius en el subespacio invariante CIp

(que es de dimensión 0 ó 1) y que toma en cuenta la posible ramificación de

p. El resultado principal en este contexto es

Teorema 8 (Artin). Sea K/Q una extensión abeliana finita con grupo de

Galois G y sea ρ : G → C∗ una representación de dimensión 1. Si L(s, ρ)
es la función L de Artin asociada, entonces existe un entero N , que depende

de ρ, y un carácter de Dirichlet primitivo χρ con conductor N tal que

L(ρ, s) = L(χρ, s)

donde en la derecha se tiene la función L de Dirichlet asociada a χρ. Dicho

en otras palabras, el carácter de Dirichlet χ satisface que ρ(Frp) = χρ(p),
para todos los primos p no ramificados. ⊓⊔

El teorema de Artin se puede interpretar como una ley de reciprocidad, y

es conocido que implica la ley de reciprocidad cuadrática general, conjetu-

rada por Euler y Legendre y probada por primera vez por Gauss, y también

las leyes de reciprocidad superiores.
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De hecho, Artin considera una situación más general tomando una ex-

tensión finita de Galois F/K de campos de números con grupo de Galois

G = Gal(F/K) no necesariamente abeliano. En forma análoga a lo discu-

tido anteriormente, para p un ideal primo de K, si P es un ideal primo de F
arriba de p, lo cual denotamos por P|p, sean GP e IP el grupo de descom-

posición y el grupo de inercia de P|p. Se tiene un isomorfismo canónico

GP/IP ≃ Gal(kP/kp) sobre el grupo de Galois de la extensión de cam-

pos finitos dada por los campos residuales de P y p, respectivamente. Se

sigue que el grupo cociente GP/IP está generado por el automorfismo de

Frobenius FrP cuya imagen en el grupo cı́clico Gal(kP/kp) es el morfismo

α 7→ αq, donde q = |kP| =: N(P).

Guiado por su formulación de la ley de reciprocidad en el caso abeliano

y reconociendo la utilidad de estudiar un grupo arbitario por medio de sus

representaciones, Artin considera ahora una representación compleja de G
de dimensión n, es decir, considera un C-espacio vectorial V de dimensión

n y un homomorfismo de grupos

ρ : G → GL(V ) ≃ GLn(C)

donde GL(V ) es el grupo de isomorfismos de V en sı́ mismo (y por lo tanto

corresponden a matrices n×n con determinante no nulo). Después, observa

que la imagen del automorfismo de Frobenius, ρ(FrP) ∈ GL(V ), induce por

restricción un endomorfismo ρ(FrP)|V IP : V IP → V IP del subespacio vec-

torial de invariantes V IP de V y observamos que su polinomio caracterı́stico

det(1 − ρ(FrP)|V IP t)

sólo depende del ideal primo p de K y no del ideal P arriba de él, ya que

para cualquier otro ideal de F arriba de p los grupos de descomposición y

de inercia asociados son conjugados de los correspondientes de P y por lo

tanto los endomorfismos de los subespacios de invariantes son conjugados

también y consecuentemente tienen el mismo polinomio caracterı́stico. Ar-

tin define la L-serie asociada a la extensión de campos de números F/K y

a la representación ρ : Gal(F/K) → GLn(V ) como el producto de Euler

L(F/K, ρ, s) =
∏

p

1

det(1 − ρ(FrP)|V IP N(p)−s)
(19)

donde p recorre todos los ideales primos de K.

Note que si K/Q es una extensión finita (de Galois) y si ρ : Gal(K/Q) →
GL1(C)=C∗ es la representación trivial ρ(σ)=1, para todo σ∈Gal(K/Q),
la L-serie de Artin correspondiente

L(K/Q, ρ, s) = ζK(s)
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es la función zeta de Dedekind de K y por lo tanto las funciones de Artin

generalizan a éstas. Es importante notar que, en general, las L-series de

Artin, definidas como un producto de Euler, no tienen una expresión aditiva

como las de las funciones zeta de Dedekind

ζK(s) =
∑

a

1

N(a)s
.

Un largo camino se ha recorrido desde la factorización en producto de Euler

de la función zeta de Riemann hasta la definición de las L-series de Artin

como productos de Euler.

Se demuestra que las L-series de Artin convergen absoluta y uniforme-

mente en el semiplano Re(s) ≥ 1 + ε, para todo ε > 0 y ası́ definen una

función holomorfa en el semiplano Re(s) > 1. Una conjetura importante

de Artin, y que todavı́a sigue abierta, es que para cualquier representación

irreducible ρ, la L-serie de Artin define una función holomorfa en todo C.

El problema que plantea Artin es el de obtener la ley de reciprocidad

correspondiente para extensiones no abelianas, es decir, cuáles serı́an los

análogos n-dimensionales de los caracteres de Dirichlet y sus correspon-

dientes funciones L. Con la perspectiva que da el tiempo, sabemos ahora

que casi simultáneamente con Artin, E. Hecke habı́a construido análogas

2-dimensionales de las funciones L de Dirichlet asociadas a lo que aho-

ra llamamos caracteres de Hecke y se tuvo que esperar hasta finales de la

década de 1960, para que R. P. Langlands formule una serie de conjeturas

que incluyen ciertas representaciones automorfas, de dimensión arbitraria

del grupo GLn definido sobre los adeles de Q como las generalizaciones

apropiadas de los caracteres de Dirichlet, y asocia a estas representaciones

automorfas π funciones L que generalizan las de Dirichlet y conjetura que

se tiene la igualdad

L(F/K, ρ, s) = L(π, s)

como parte de un gran programa que pone la noción de representación au-

tomorfa en el centro de atención de la teorı́a de números.

El desarrollo de las ideas anteriores, por A. Weil, R. P. Langlands, J.-P.

Serre y muchos otros matemáticos, está en el centro de mayor actividad de

la teorı́a de números del siglo XX y de lo que va del siglo actual. Nada mal

para algunas de las ideas que se originaron con un matemático que este año

cumple 300.
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