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Introduccion. El problema de calcular la suma de la serie
I+t =+—+—=+---= — (1)

para m > 2 entero, habia atraido la atencién de varios matematicos desde
el siglo XVII, en particular para m = 2. En el siglo XVIII se interesaron
en este problema matematicos como Jacob Bernoulli, Daniel Bernoulli y
Christian Goldbach, quienes obtuvieron algunos resultados preliminares so-
bre la suma de esta serie en el caso m = 2
1 1 1 1 1
1+?+§+E+§+m:;h3 (2)
=1

los cuales pronto serian superados por Leonhard Euler que, en este marco
conceptual, hizo su primer contacto con la serie anterior y pronto mejoraria
los cédlculos de sus predecesores. El problema de calcular la suma de la serie
(2) no era facil debido a su lenta convergencia, por ejemplo, para calcular

el nimero al que converge, con una precisiéon de seis decimales, hay que
sumar al menos un millén de términos de la serie. En efecto, como

1 1 1 1 1 1 1

Foktl Ek+D R SRk-D k-1 K

sumando desde £ = n + 1, por la propiedad telescopica de los extremos de
la desigualdad anterior, se tiene que

1 =1 1
< — < —
n_l_l k:zn;—lk2 n
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de tal forma que aproximar la serie con n lugares decimales requiere calcu-
lar la suma de al menos 10" términos. Finalmente, en 1735, Euler anunci6 en
[1] que

@ 1 1 1 1 1 1 5

[t R Y ®3)
un resultado que contribuiria a establecer su prestigio como matematico y
que se difundié rapidamente entre los especialistas. Poco después, Euler
anunciaria la generalizacion del cdlculo anterior al caso cuando m = 2n en
(1), y en los diez afios siguientes, debido a criticas y dudas, de sus contem-
pordneos y de él mismo, revisé y dio varias demostraciones de los calculos
anteriores, hasta obtener un tratamiento enteramente satisfactorio del tema.
Una ganancia adicional a los esfuerzos anteriores es que Euler fue llevado
a considerar la funcién gamma que ahora lleva su nombre, y que se obtie-
ne al interpolar el factorial de un entero, y a la consideracién de productos
infinitos en su relacién con ciertas series infinitas. En el articulo [2] presen-
tado a la Academia de San Petersburgo en 1737, Euler estudia varias series,
comenzando con una sugerida en su correspondencia con Goldbach, y ob-
tiene una descomposicion de la serie (1) en términos de un producto que
involucraba a todos los primos, probando el resultado siguiente:

Teorema 1 (Euler). Side la serie de primos formamos el producto

2" 3" o" s
@ - -HE -1 -1)

entonces su valor es igual a la suma de la serie

Es decir,

k=1 p primo

La demostracion de Euler es ingeniosa, pero como sucede algunas veces
con el manejo liberal que hace Euler de la convergencia de series, es nece-
sario revisarla para hacerla rigurosa. Veamos cudl es la idea de Euler. Para
comenzar, escribe
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y luego dividiendo entre 2" obtiene

ya que se eliminan todos los términos con denominadores divisibles por 2.

Después divide la expresion anterior por 3" obteniendo

-n1 1 1 1 11
on 3nt " 30 T gn T 1 T 2qn | o7n

que restandola de la expresion anterior nos da

-npE -1y 1 1 1 11
on.3n U 5 o e T 13n T q7m

ya que se eliminan todos los términos con denominadores divisibles por 3.

Del mismo modo se eliminan, en el lado derecho, las potencias de los
denominadores que son divisibles por 5, 7, 11, etcétera, notando que en
cada paso se eliminan los sumandos que tienen la potencia del primo co-
rrespondiente y también sus multiplos, de tal forma, dice Euler, que al final
se eliminan todos los términos del lado derecho excepto el primero, a saber
el nimero 1, y del lado izquierdo queda la expresion

(2" —1)(3" = 1)(5" = 1) (7" = 1) ---

=1
on . 3n . Hn. ... v

de donde se obtiene la afirmacidn del teorema.

El argumento anterior también le sirve a Euler para probar, repitiendo
los pasos anteriores con n. = 1, que la serie armoénica se puede escribir como
el producto siguiente

11 1 1 2 3 ) 7

SR R R VN o Y oSy e R

Es decir,

:H%

p primo

El

00
k=1

de donde concluye que, como la serie armoénica diverge, el nimero de pri-
mos debe ser infinito.
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La demostracion del teorema de Euler puede hacerse rigurosa y el teo-
rema formularse para la serie de la forma

()= >

ns
n=1

con s un nimero complejo con parte real mayor que 1, para obtener el teo-
rema siguiente:

Teorema 2 (Euler). Si s € C es tal que Re(s) > 1, entonces

)= 11 1%

—8 °
p primo p

En lugar de dar la demostracion usual de este teorema (la cual puede
verse en [16], por ejemplo) lo obtendremos como una consecuencia del re-
sultado siguiente que también usaremos mds adelante. Recordemos primero
que una funcién ¢ : N — C se dice que es multiplicativa si p(1) = 1y si
w(mn) = p(m)p(n), para todo par m, n de naturales coprimos. Por ejem-
plo, la funcién ¢ de Euler es multiplicativa (recuerde que ¢(n) es el nimero
de enteros entre 1 y n, coprimos con n).

Proposicion 3. Si ¢ es una funcion multiplicativa y si la serie de niimeros
complejos Y ¢(n) converge absolutamente, entonces para s € C tal
que Re(s) > 1 la serie

i o(n)

n=1

converge absolutamente y en su dominio de convergencia tiene una descom-
posicion como un producto infinito

2 o(n) elp) o) e
Zns_H<1+ps+p2s+p3s+ )

n=1 p primo

Demostracion. La convergencia absoluta de la serie se sigue del hecho de
que ©(n) estd acotada y de la convergencia de la serie de nimeros
> > 1/n®, para o > 1. Para la descomposicién en producto infinito (Ila-
mado un producto de Euler) fijemos un natural N y consideremos un pro-
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ducto parcial

2 3 Ck
[T (1+ 52+ 552+ G50 v ) GRS o0 - 3 2

p<N e1 ek
-y w(zeolls) w(gﬁ)
erymer Pl Py,
-y p(f - e(py)
e PUTRT
_ Z @(?)
P(n)<N
donde py, . .., px son los primos menores que N y P(n) es el factor primo

mayor de n de tal forma que la dltima suma es sobre todos los enteros n
cuyos factores primos son menores que /N. Note que en la tercera igualdad
usamos la multiplicatividad de . Ahora, como todo natural menor que N
no tiene factores mayores que /N, entonces

DREEEDDEIEDY
n=1 P(n)<N n=N

y el término en la derecha tiende a 0 cuando N — o0, lo cual da el resultado
deseado. O

Corolario 4. Si ¢ : N — C es una funcion acotada y estrictamente mul-
tiplicativa, es decir, si p(mn) = @(m)p(n) para todo m,n € N, entonces
para todo s € C tal que Re(s) > 1,

— o(n) 1
> o=1 =

n=1 p primo

Demostracion. Para cada primo p, como ¢(p*) = ¢(p)¥, en la proposi-
cidén anterior se tiene que la serie dentro del producto infinito es una serie
geométrica que converge a 1/(1 — ¢(p)p~°). O

Claramente el teorema de Euler se sigue de este corolario al considerar la
funcién multiplicativa constante ¢ = 1. La expansion en producto de Euler
de ((s) guarda el teorema fundamental de la aritmética en una sola ecua-
cién. Esto muestra, de inicio, la importancia aritmética de la funcién ((s),
a la que se conoce como la funcion zeta de Riemann, porque fue Riemann
en su Unico articulo sobre teoria de nlimeros quien la estudié como una fun-
cién de variable compleja y obtuvo varias de sus propiedades importantes,
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incluyendo la ecuacién funcional que satisface y que permite extenderla a
todo al plano complejo, salvo por un polo simple en s = 1.

Finalmente, observemos que es de suma importancia determinar cuando
una sucesién de complejos ¢(n) = a, es multiplicativa para que la serie
(llamada serie de Dirichler) asociada

o0
Lis) =) =
nS
n=1
con Re(s) > 1, tenga una descomposicién en producto de Euler. En la
seccion siguiente veremos un caso importante donde esta multiplicativi-
dad estd dada y donde algunos ejemplos fueron estudiados por Euler en
su articulo [2] que estamos discutiendo, y después de recordar algunos he-
chos sobre formas modulares daremos la caracterizacién de Hecke para que
 sea multiplicativa y consecuentemente se tenga esta descomposicién de

Euler.

Series de Dirichlet. En [2] Euler también calcula la suma de otras series in-
teresantes, pero para verlas en perspectiva, tendremos que adelantarnos casi
100 afios cuando Dirichlet introdujo una generalizacion de la funcién zeta
de Riemann de la forma siguiente, para lo cual recordamos las definiciones
pertinentes: si /N es un ndmero natural, un cardcter de Dirichlet médulo N
es un homomorfismo

x:(Z/NZ)" -S'={z€C : |z|=1}CC

del grupo de unidades del anillo de enteros médulo NV al circulo unitario en
C. El caracter y se extiende a todo Z, para definir una funcién multiplicativa
X : Z — C mediante

x(nmod N) simed(n, N)
0 si med(n, N) #

1,
n) =
x(n) )
Sim|N y x’ es un cardcter médulo m, éste induce la funcién y : Z — C
mediante
(@) X'(amod N) simed(a, N) =1,
a) =
X 0 si med(a, N) # 1

y resulta que x es un cardcter de Dirichlet médulo /V el cual decimos que
es inducido por el caracter y’. Un caracter de Dirichlet médulo N se dice
que es primitivo si no es inducido por algin cardcter médulo m para todo
m < N,y también diremos que en este caso IV es el conductor de x y lo
denotamos por N = f(x).
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Si x1, X2 son caracteres de Dirichlet primitivos, de conductores f; y fo,
respectivamente, entonces existe un Unico cardcter primitivo y cuyo con-
ductor f divide al producto f; f> y tal que

x(a) = x1(a)xz(a)

para todo a coprimo con f; fs. Al cardcter x anterior se le conoce como el
producto de x1 y X2 y se denota por x = x1X2. Sin embargo, note que si
mcd(a, f1f2) > 1 no necesariamente se tiene que x(a) = x1(a)xz(a).

El conjunto de caracteres de Dirichlet primitivos es un grupo abeliano
con el producto anterior y su neutro es el cardcter trivial o principal X :
7 — C dado por x°(n) = 1 para todo n. Note que x° es el tnico cardcter
con conductor 1. El inverso del caricter primitivo x es el cardcter Y dado
por conjugacion compleja, es decir, Y(a) = x(a), para a € Z.

Dado un caracter de Dirichlet (primitivo) y, se define su L-serie de Di-
richlet mediante

L(x,s) ==Y x(n)n™*

para un complejo s tal que Re(s) > 1. Observe que si x° es el cardcter
trivial, entonces L(s,x") = ((s) es la funcién zeta de Riemann. En for-
ma andloga a como se demostré el teorema de Euler, se puede probar que
L(x, s) converge absoluta y uniformemente en un semiplano de C y define
una funcién holomorfa en el semiplano Re(s) > 1. De hecho, si y # x°
es primitivo, a diferencia del caso de la funcion zeta de Riemann, se prueba
que L(x, s) tiene una continuacién analitica a todo C. Mds atin, la multipli-
catividad de y, i.e., x(mn) = x(m)x(n) y la condicién de que |x(n)| < 1,
implican la existencia de un producto de Euler:

Liv.s)= [[ (0= xp)".

p primo

En el articulo [2], Euler considera el ejemplo L(, s) para el caracter de
Dirichlet no trivial médulo 4

x: (Z/A7)* = {1,3} — S

dado por x(1) = 1y x(3) = —1, por lo que su extensién a todo Z es la
funcién

(—=1)(»=D/2 " i n es impar,
0 sin es par
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y asi la L-serie de Dirichlet asociada es

= x(n) 11 1 1 1
_1__ S e
Zns +5s 7s+93 1]_3

n=1
cuya evaluacidn, en el caso cuando s = 1, la cita Euler en el teorema 11 de
[2], y es un célculo debido a Leibniz, y cuya factorizacién en producto de
Euler esté en este teorema 11 de [2] (de nuevo, en el caso s = 1, que es el
tinico que Euler considera), y el resultado neto es
1 1

™
o 1—Z4=
4 3+5

11 3.5.7-11-13--- D
79T T I 488 1212 11 +1

p primo impar

donde el signo en el denominador de los términos del producto esta deter-
minado por la congruencia

pE£1=0(mod4)

como explicitamente escribe Euler en la demostracion del teorema. Para una
deduccién del resultado anterior, ademas de consultar a Euler, el articulo [8]
es de lectura deliciosa.

Formas modulares para I' = SL,(Z). Para comenzar, recordemos que el
grupo lineal especial I' = SLy(Z), i.e., el grupo de matrices <‘Z Z) con
entradas enteras y con determinante 1, actda en el semiplano complejo su-
perior ‘H, es decir, en el conjunto de nimeros complejos z cuya parte ima-
ginaria Im(z) > 0, mediante las transformaciones de Mdbius. Més adn,
como [ = <é ?) € SLy(Z) es la matriz identidad, la accién de £/ induce

la funcion identidad, y si g € SLy(Z) induce la funcion identidad, entonces
g = £1. En otras palabras, si consideramos el grupo cociente

T :=SLy(Z)/ £+ 1,

éste actua fielmente sobre 'H, es decir, ningiin elemento distinto de la iden-

tidad actia trivialmente. El grupo I estd generado por las clases laterales de

las matrices 1" := (é 1) yS = <_01 é) cuya accién en H estd dada por:

T:z—z+1yS:z+— —1/z. Asi, T genera a todas las traslaciones y S
es la negativa de una inversion.

Consideremos ahora una funcién holomorfa f(z) en el semiplano supe-
rior H y sea k un entero. Supongamos que f(z) satisface la relacion

f(v2) = (cz + d)*f(2) paratodo ~ = (Z Z) € SLy(Z). (9)
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Supongamos ademds que f(z) es holomorfa en infinito, 1o que quiere decir
que en la expansién de Fourier de f

f(z) = Z anq” donde ¢q = e*™*, (10)

nez

se tiene que a,, = 0 para todo n < 0. Una funcién f(z) que satisface las
condiciones (9) y (10) anteriores se llama una forma modular de peso k
para el grupo modular I' = SLy(Z). Si ademds, ag = 0, i.e., f se anula en
infinito entonces f(z) se llama una forma parabdlica (o cuspidal) de peso
k para .

-1 0 .

0 _1> se tiene
que vz = z por definicién de la accién de SLy(Z); y si f(z) es una forma
modular, al substituir v en (9) se obtiene que

fyz) = f(2) = (=1)"f(2) = = f (=),

(ya que k es impar) y por lo tanto f(z) = —f(z), lo cual implica que
f(z) = 0, y asi no hay formas modulares no triviales de peso k impar, y
s6lo consideraremos el caso cuando k es par.

Observemos ahora que si k£ es impar, tomando v = (

Abhora, si f(z) es una forma modular de peso k, en particular, para v =

T = (é 1) yy=5= (_01 é) la relacion (9) anterior implica

fe+r)=f(2) vy f(=1/2) = (=2)"f(2), (11)

y se prueba también, usando que I est4 generado por S'y T', que (11) implica

).

Finalmente, notamos que las condiciones (9) y (11) se preservan bajo la
suma y la multiplicacién escalar, i.e., los conjuntos de formas modulares y
formas parabdlicas para algin peso fijo k£ son espacios vectoriales sobre C.
El producto de una forma modular de peso k; y una forma modular de peso
ko es una forma modular de peso ki + ko.

Series de Dirichlet asociadas a formas modulares. Si f(z) es una forma
modular de peso 2k con serie de Fourier

f(z) =ag+ Z a,q"  donde g = €™,
n=1

se le asocia la L-serie de Dirichlet
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y se prueba, ver [13], que la serie anterior converge en el semiplano Re(s) >
k + 1 si f(z) es una forma parabdlica y en el semiplano Re(s) > 2k si
f(2) no es parabdlica. Mds atin, si los coeficientes a,, de f(z) satisfacen
la propiedad multiplicativa a,,, = a,,a,, entonces la L-serie de Dirichlet
asociada tiene una representaciéon como producto de Euler de la forma

Lifs) = I :

1— app—s +p2k—lp—28’

p primo

donde notamos que los factores de Euler son polinomios cuadréticos en p~°.

La caracterizacion de Hecke de la multiplicatividad de la sucesion
a(n) = a, que define la serie de Dirichlet

[e.9]

Qn

ns
n=1

estd dada en términos de la forma modular que definen estos coeficientes, a
saber, de la funcidn cuya serie de Fourier es

£) = Y anem,

=1

3

donde estamos suponiendo, para conveniencia de la exposicion, que f(z) es
una forma parabdlica. Para dar la caracterizacion deseada, Hecke introduce
una familia de operadores lineales 7'(p) en el espacio de formas modulares
de un peso 2k dado y prueba el resultado fundamental siguiente:

Teorema 5 (Hecke). Supongamos que

f(Z) _ Z an€27rinz

n=1

es una forma modular parabdlica de peso 2k y que a; = 1. Entonces, los a,,
son multiplicativos si y sélo si f(z) es un vector propio de los operadores
de Hecke T'(p) con valores propios a,. Se tiene ademds que

o0

an, 1
L = — = I I .
(.fa S) ns 1— app—s + p2k—1p—28

n=1 p primo
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Hacia 1967 A. Weil [14] extiende los teoremas de Hecke [9] para con-
siderar no sélo formas modulares asociadas al grupo SLy(Z) sino también a
los subgrupos de congruencia tales como

To(N) = { (“C‘ 2) € SLy(Z) : ¢ =0 (mod N)},

donde recordamos que estos grupos tienen, en general, muchos generado-
res, a diferencia de T’ que, como vimos, tiene s6lo dos generadores. Para una
muestra de la relevancia de estos resultados de Weil, recordaremos a conti-
nuacién cémo se definen otras funciones L, s6lo que esta vez con un origen
aritmético-geométrico, que de nuevo se remonta hasta Euler.

La funcion L de Hasse-Weil de una curva eliptica. Dos dias antes de
la navidad de 1751 en la Academia de Berlin se recibié una copia de las
Obras Matematicas de G. de Fagnano la cual se le dio a Euler. En algunos
de los articulos incluidos, Fagnano estudiaba algunas integrales elipticas, en
particular aquéllas asociadas a la longitud de arco de la lemniscata

/ dz

Vioa

y que habia publicado entre 1714 y 1720 en algunas revistas italianas de
poca circulacion; en estos articulos Fagnano obtiene, esencialmente, una
férmula para duplicar un arco de lemniscata dado y Euler, que habia estado
siguiendo el trabajo de sus contemporaneos acerca de integrales elipticas, se
interes6 de inmediato por las formulas de Fagnano de tal forma que cinco
semanas después, el 27 de enero de 1752, present6 a la Academia los resul-
tados de [4] donde explica y comienza a extender los resultados de Fagnano
y el 30 abril de 1753 presenta los resultados del articulo [5] donde obtiene
una férmula para sumar dos longitudes de arco arbitrarias de la lemniscata,
guiado por la analogia con la longitud de arco de la circunferencia, digamos,
2?2 + y? = 1, de radio 1 y centro el origen (0, 0), por lo que la longitud de
arco en el primer cuadrante estd dada por la integral

" dx
s(r)= | ——=
0 1-— .TZ
y en este caso se sabe que un cambio de variable trigonométrico permite
calcular estas integrales. Sin embargo, existe una forma mas sistematica de
calcular las integrales anteriores, parametrizando el circulo usando la pen-

diente de las rectas que pasan por uno de sus puntos, digamos A = (—1,0),
donde después de resolver las ecuaciones polinomiales correspondientes el
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cambio de variable que se sugiere es

2m
r=-—-
1+m?2

que al substituir en la integral para la longitud de arco del circulo, raciona-
liza el integrando ya que

(r) /T dr /t 2dm ; 2r
s(r) = — = _— ara = ——,
0 \/1—1’2 0 1+m2 P 1+7“2

que se calcula elementalmente. Ahora, para la lemniscata cuyas ecuaciones
paramétricas podemos escribir como

202 = m? +m!

2% = m? — m?
(despejando z y y en términos del pardmetro m), y restringiéndonos al pri-
mer cuadrante donde el parametro varia en [0, 1], resulta que la longitud de
arco correspondiente es

S

y procediendo por analogia con el caso de la longitud de arco del circulo,
observando que ahora se tiene v/1 — z* en lugar de v/1 — 22, esto sugiere

el cambio de variable

2m?

r=—"
14+ m*

(que, en efecto, es mondtona y suprayectivaen 0 < m < 1) y que al hacer

las substituciones correspondientes en la integral anterior nos da

s:s(r):/OT\/%Z\/i/ot\/%j

donde notamos que, a diferencia del caso del circulo, el cambio de variable
propuesto no racionaliz6 el integrando. Sin embargo, Fagnano y Euler con-
sideran ahora la integral del lado derecho para la cual el cambio de variable
andlogo que se sugiere es

2u?
1—ut

que al substituirlo en la integral del lado derecho nos da

m =
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es decir,
s(r) =2 s(v)

donde (Euler [4], Teorema 5, pdgina 72)

. 201 — vt ()

14+ vt

Asi, a pesar de que no se puede racionalizar el integrando de la longitud
de arco de la lemniscata, se tiene una férmula (x) que permite duplicar la
longitud de arco de la misma. En el articulo [5] Euler generaliza lo anterior
para obtener una férmula para sumar dos longitudes de arco arbitrarias de
la lemniscata. Estos resultados de Euler pueden leerse, después de Abel y
Jacobi, como inversion de integrales abelianas, que en el caso de la integral
de la longitud de arco del circulo unitario

" dx
s(r)= | ——=
0 1— a2
pensada como una funcién de r, su funcion inversa (en el intervalo corres-
pondiente) es r = sen(s) y ésta satisface la formula de aditividad

sen(a 4 ) = sen accos 3 + cos avsen 3

donde poniendo x = sena y y = sen f3, se tiene que cosa = 1 — 22y
cos 3 = /1 —y?, porlo que sen(a + 3) = zv1 — 22 + yy/1 — 42, y asi,
para

z:=a+ [ =sen ' (sen(a + 3))

se tiene la formula de aditividad

/z dr +/y dt _/z du
o VI o Ve o Viow
donde

z=xV1—22+y/1—19>2

Estas son las férmulas de aditividad para la integral

/t dt

0o V1—1t?

y son las que Euler generalizé para la lemniscata y otros polinomios de
grado 4. Estos resultados de Euler pueden considerarse el nacimiento del

estudio de la ley de grupo en una curva eliptica, en este caso dada por la
reticula en C asociada a los dos periodos de la integral eliptica considerada.
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Un siglo después de Euler, se puede ya definir a una curva eliptica Iz como
el lugar geométrico de los puntos de C? que satisfacen un polinomio cibico
en dos variables, que para simplificar, podemos pensar que es de la forma
y? = 2° + bx + c y donde el polinomio ciibico en z tiene sus tres raices
diferentes, de tal forma que £ es una curva lisa y mds atn, tiene género
g = 1, al considerarla no como curva afin sino en el plano proyectivo P?
al tomar el polinomio homogéneo asociado y?z = 2® + brz? + cz3. La
férmula de adicion que habia encontrado Euler corresponde al hecho de
que los puntos de la curva E se pueden sumar de tal manera que FE tiene
estructura de grupo abeliano, una propiedad que no tienen otras curvas de
género distinto de 1. La operacion de grupo en E se define como sigue:
dados dos puntos P y () en F, considerando la recta secante que pasa por
ellos (tangente, si P = ()), sea R el tercer punto donde esta recta corta a F/
(este punto existe por el teorema de Bezout) y luego consideremos la recta
que pasa por Ry el punto al infinito 0 = (0,1,0) y sea R’ el tercer punto
donde esta recta (que hemos dibujado como una recta vertical en la figura
siguiente) interseca a F. La suma P + @ se define como R'. Se prueba
directamente que, con esta operacién, £ es un grupo abeliano, donde la
Unica parte laboriosa es la demostracion de la asociatividad de la operacion,
pero todo lo anterior se puede simplificar mediante una demostracion mas
conceptual usando los elementos de la geometria algebraica.

R/

Desde el punto de vista de la teorfa de nimeros interesa considerar
curvas elipticas definidas por polinomios con coeficientes racionales que,
después de eliminar denominadores y cambiar variables adecuadamente, se
pueden considerar como curvas definidas por polinomios con coeficientes
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enteros. En geometria diofantina el problema principal es estudiar el conjun-
to de puntos de £ que tienen coordenadas racionales o enteras y en nuestro
caso se sabe que el conjunto de puntos con coordenadas racionales de F,
denotado E(Q), es un grupo abeliano finitamente generado (el teorema de
Mordell-Weil) y para el estudio de la aritmética de estas curvas conviene en
ocasiones escoger un modelo de la curva definida sobre Z (minimo en un
cierto sentido) y reduciendo sus coeficientes moédulo un primo p podemos
considerar la curva reducida F : y? = 2® 4+ bz + € definida ahora sobre
el campo finito F,, = Z/pZ, 1a cual puede o no ser lisa. En cualquier caso,
como [, es finito podemos contar el nimero de puntos con coordenadas en
F, que tiene la curva E. Esto lo hacemos también con todas las extensiones
finitas IF,,» de IF,, y denotamos el nimero de puntos con coordenadas en este
campo con #E(Iﬁ‘pn). La idea es considerar la funcién generadora asociada

a la sucesion de enteros #E/(IF»)
\ HE(F,n)
Z(E,u) = — Ly

Se prueba que esta funcién es de la forma siguiente

1 — apu + pu?

1—u)( ) si E tiene buena reduccion en p, i.e., E es lisa
—w)(1 —pu

Z(E,u) =
1—apu

(1 )a ) si I tiene mala reduccién en p, i.e., E no es lisa
—uw)(1—pu

donde a, =p+1— #E (F,). Notamos entonces que en esta funcién zeta
solo el entero a, depende de la curva E por lo que s6lo los numeradores nos
dan informacion sobre la curva. Tomando estos numeradores, variando los
primos p y substituyendo v = p~° para s € C, se define la funcién L de
Hasse-Weil de EX como el producto de Euler

L(E,s) = H ; H : 1-2s

1—a,p—s 1—a,p—s
p malos P p buenos rP + p

y con respecto a la convergencia de este producto infinito se tiene

Teorema 6 (Hasse). Para todo primo p se tiene que |a,| < 2,/p y conse-
cuentemente L(E, s) converge para Re(s) > 3/2. O

Hasse habia conjeturado que la funcién L(E, s) tiene una continuacién
analitica a todo C y satisface una ecuacién funcional de la forma

L(E,;s) ~ L(E,2—5s)
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donde ~ denota igualdad salvo factores gamma elementales.

Note que la funcién L de Hasse-Weil se define como un producto de
Euler y no como una serie. De hecho, existen varias conjeturas acerca de
la forma que debe tener la expansion de Taylor (vea unos parrafos abajo
por qué la funcidén L anterior es entera) de esta funcidén, incluyendo la in-
formacion sobre la curva E que, conjeturalmente, se encuentra en el primer
coeficiente de la expansion de Taylor alrededor de s = 1, a saber, las conje-
turas de Birch y Swinnerton-Dyer.

Podemos ahora explicar la relevancia del trabajo de Weil de 1967 sobre
funciones L de Dirichlet asociadas a formas modulares: Weil conjetura que
la funcién L de Hasse-Weil de la curva eliptica E definida sobre (Q debe ser
la funcién L de Dirichlet asociada a una forma modular parabdlica f(z) de
peso 2 para un grupo de congruencia I'o(V)

L(E,s) = L(f,s),

de tal manera que la aritmética de la curva eliptica F estd determinada por
la aritmética de las formas modulares, lo cual enfatiza, si hiciera falta, la
relevancia del estudio de estas funciones. No estd de mas mencionar que
esta conjetura ya habia sido adelantada por los matemdticos japoneses Y.
Taniyama y G. Shimura, pero fue Weil quien dio la primera evidencia pro-
pia de su validez. El afio 1999, continuando el trabajo de Wiles-Taylor en su
demostracién de la conjetura de Fermat, se anunci6 la demostracién de la
conjetura de Shimura-Taniyama-Weil y como consecuencia de esto se tie-
ne que la conjetura de Hasse es verdadera: para toda curva eliptica £/Q,
la funcion L(E, s) se extiende a una funcién entera. Quiza no esté de mas
recordar que Euler fue atraido hacia la teoria de ndmeros por varios proble-
mas que Fermat habia dejado, y que en ocasiones Euler tenia que reconstruir
las demostraciones de Fermat, lo cual sucedi6 en particular con la conjetura
de Fermat para el exponente 4 y, como Jacobi menciona en [10], es tenta-
dor suponer que Euler no puede haber dejado de ver la analogia' entre la
no existencia de soluciones racionales no triviales a la ecuacién diofantina
y2 =1—2z%o0lo que es lo mismo, la no existencia de soluciones enteras no
triviales de la ecuacién 2* — z* = y2, lo cual Euler [3] ya habia demostrado
en 1738 al reconstruir la demostraciéon de Fermat, por descenso infinito, de
la no existencia de soluciones enteras no triviales de la ecuacién de Fermat

4 4 4
Tty =z,

!«esta coincidencia digna de notarse dificilmente se le haya escapado al autor», [10], p.
353.
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y la no integrabilidad en términos de funciones elementales de la longitud

de arco de la lemniscata p
4

N
ya que cualquier substitucion que transforme la diferencial anterior en una

diferencial racional podria dar soluciones racionales de % = 1 — z*, lo cual
a su vez daria soluciones enteras de la ecuacion de Fermat.

Funciones zeta de Dedekind. Dedekind generaliza la funcién zeta de Rie-
mann a cualquier campo de nimeros K (una extension finita de Q) de la
forma siguiente: Sea K'/QQ una extension finita de grado n y sea Ok el ani-
llo de enteros de K. Para cadaideal 0 # a C Ok el cociente Ok /a es finito,
y asi

N(a) :=|(Og/a)| < 0.

Se define entonces la funcion zeta de Dedekind de K como:
C(s) =Y 1/N(a)’,

donde la suma corre sobre los ideales distintos de cero de O . Nétese que si
K = Q, (g(s) es la funcion zeta de Riemann. Se sabe que (i converge en
el semiplano complejo Re(s) > 1y se puede continuar meromorfamente a
todo C, y como O es un anillo de Dedekind, i.e., todos sus ideales propios
# () se pueden factorizar en forma tinica como producto de ideales primos,
entonces (x tiene un producto de Euler dado por

e(s)= T (1-NEp)™) .

B primo

Abhora, si K/Q es la m-ésima extension ciclotomica, se tiene una inyeccion
del grupo de caracteres de Dirichlet de (Z/mZ)* en el grupo de caracteres
del grupo de Galois Gal(K /Q), compatible con extensiones de campos ci-
clotémicos. Se tiene la formula siguiente que relaciona las funciones L de
Dirichlet con la funcién zeta de Dedekind de campos ciclotémicos K /Q:

Cr(s) =[] L(s,x) (13)

donde y recorre los caracteres de Dirichlet médulo m.

Funciones L de Artin. En todos los casos anteriores s6lo hemos conside-
rado una serie L asociada a un campo de numeros K dado y a continuacién
veremos como Emil Artin asocia una funcién L a una extension finita K/ F
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de campos de ndmeros. La construccién de Artin [7] fue motivada por su
demostracion (y formulacion) de esa vasta generalizacion de la ley de reci-
procidad cuadrética de Gauss (y cuyos origenes se pueden trazar a Legendre
y Euler) que es la ley de reciprocidad abeliana de Artin o teoria de campos
de clases. En este marco de ideas, se considera una extension ciclotomica
Q(prm) de Q y se observa que su grupo de Galois es isomorfo al grupo de
unidades de Z/mZ

G = Gal(Q(um)/Q) — (Z/mZ)",

donde el isomorfismo hace corresponder a la clase residual médulo m de
cada primo p que no divide a m con el automorfismo de Frobenius Fr, de
Q(f4m) que manda a ¢ € p,,, a Fr,(¢) = ¢*. Usando el isomorfismo anterior
podemos interpretar un cardcter de Dirichlet médulo m, x : (Z/mZ)* — C*
como un homomorfismo

Y : G = Gal(Q(jim)/Q) — GLy(C) = C* (14)

es decir, como una representacion de dimension 1 del grupo de Galois G, y
la descomposicion en producto de Euler de la serie L de Dirichlet asociada
al cardcter y moédulo m

Lies) = S T

ot 1= x(p)p

la podemos escribir en términos de teoria de Galois como

L(x,s) = pl;[ w (15)

lo cual llevé a Artin a la generalizacién que describiremos a continuacion,
comenzando con el caso de extensiones finitas de la forma K /Q, donde un
problema basico es la descripcion de cdmo se factoriza un (ideal) primo
racional p € Z en ideales primos del anillo de enteros de una extension
finita K de Q. Se sabe que el anillo de enteros O C K satisface que todo
ideal se factoriza en forma tinica como un producto de ideales primos y asi,
para la extension K/Q

pOK© Ok°© K

(p)< A Q
y para la extension pOy del ideal (p) de Z se tiene que

POk = [[ % (16)
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donde los 3; son ideales primos de O y la coleccion {3;} estd com-
pletamente determinada por el primo p. Mds aun, si K/Q es una exten-
sién normal, su grupo de Galois G = Gal(K/Q) permuta transitivamente
los primos ‘B; arriba de p, de tal forma que el tipo de factorizaciéon de p
en Ok estd completamente determinado por los subgrupos estabilizadores
G, que fijan a P; y éstos son conjugados en G. El subgrupo de inercia
Iy, = {9 € Gy, : g(a) = a mod’P; paratodoa € Ox} C Gy, toma
en cuenta la ramificacién del primo correspondiente. Por ejemplo, si todos
los primos ‘J3; arriba de p son distintos, en cuyo caso decimos que p no se
ramifica en /K, entonces los grupos de inercia son triviales y los grupos esta-
bilizadores son ciclicos y se tienen isomorfismos G, ~ kg, /F),, donde ke,
y F, = Z/pZ son los campos residuales asociados a los primos correspon-
dientes. Asi, los Gy, estdn generados por los automorfismos de Frobenius
Frq, asociados, bajo el isomorfismo anterior, a los automorfismos de kg,
dados por a — a% donde ¢; = |kq,|. Asi, el tipo de factorizacién (16) de p
estd determinado por el automorfismo de Frobenius (en general, cuando hay
ramificacion, por su clase de conjugacion {Fr, }), y se desea dar una descrip-
cién de {Fr,} en términos de p y de la aritmética de Q. Algunos ejemplos
donde esto se puede hacer se remontan a Fermat y Euler [6], por ejemplo en
el caso de la extension cuadritica K = Qi = {a+bi € C : a,b € Q},
cuyo anillo de enteros es Z[i] = {a +bi : a,b € Z} (el anillo de en-
teros gaussianos) y cuyo grupo de Galois es G = Gal(Q[i]/Q) = {id, ¢},
donde ¢ : Q[i] — QJi] es la conjugacion compleja. Es fécil ver que en este
ejemplo, si p es un primo impar,

. id si —1 es un residuo cuadratico médulo p,
r, =
¢ en otro caso

de tal forma que, poniendo G ~ {+1, —1} por medio del isomorfismo ob-

vio, entonces
-1
Fr, = <—)
p

es el simbolo de Legendre, que en el caso cuando el primo p es no ramificado

en Q[i] tiene el valor
Fr, — (‘_1)  (—1)Dr2
p

y por lo tanto
Fr, = (-1)?"V2 =1& p=1 (mod 4)

lo cual describe Fr,, en términos de p y de la aritmética de Z, en este caso
modulo 4. Una consecuencia de lo anterior, debida a Fermat y Euler [6], es
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que como los ideales de Z[i] son principales de la forma (n) 6 (m + ni),
entonces p se descompone totalmente en Z|i] si y sélo si Fr, = id y por lo
tanto:

Teorema 7 (Fermat-Euler). Si p es un primo impar, entonces p es la suma
de dos cuadrados p = m* + n? si'y sélo sip =1 (mod 4).

Asi, en este ejemplo, el tipo de factorizacion de p depende de si p estd o
no en la progresion aritmética modulo 4. En general, para cualquier exten-
sion finita //Q se quisiera tener una tal descripcion de {Fr,}, por ejemplo,
en términos de una progresion aritmética médulo un cierto entero N. Esto
no serd posible en general, pero para el caso cuando la extensiéon K/Q es
abeliana, i.e., cuando el grupo de Galois Gal(K/Q) es abeliano, si se tiene
una tal descripcion, y es el contenido de la teoria de campos de clases en
la forma en que la concibié E. Artin, al generalizar la funcién L de (15)
asociada a la representacion ciclotomica (14), para considerar ahora una re-
presentacion arbitraria de dimension 1 del grupo de Galois abeliano

p: G = Gal(K/Q) — GL,(C) = C* (17)

y definir la funcién L de Artin asociada como el producto de Euler

L) =[] = (15)

" p(Fr,)p=* ’

donde p(Fr,) es la imagen del Frobenius en el subespacio invariante C’»
(que es de dimension 0 6 1) y que toma en cuenta la posible ramificacion de
p. El resultado principal en este contexto es

Teorema 8 (Artin). Sea K/Q una extension abeliana finita con grupo de
Galois Gy sea p : G — C* una representacion de dimension 1. Si L(s, p)
es la funcion L de Artin asociada, entonces existe un entero N, que depende
de p, y un cardcter de Dirichlet primitivo ¥, con conductor N tal que

L(p, s) = L(xy: )

donde en la derecha se tiene la funcion L de Dirichlet asociada a X ,. Dicho
en otras palabras, el cardcter de Dirichlet x satisface que p(Fr,) = x,(p),
para todos los primos p no ramificados. O

El teorema de Artin se puede interpretar como una ley de reciprocidad, y
es conocido que implica la ley de reciprocidad cuadrética general, conjetu-
rada por Euler y Legendre y probada por primera vez por Gauss, y también
las leyes de reciprocidad superiores.
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De hecho, Artin considera una situacién mds general tomando una ex-
tension finita de Galois F'//K de campos de nimeros con grupo de Galois
G = Gal(F/K) no necesariamente abeliano. En forma andloga a lo discu-
tido anteriormente, para p un ideal primo de /, si 3 es un ideal primo de
arriba de p, lo cual denotamos por P|p, sean Gz e Iy el grupo de descom-
posicion y el grupo de inercia de B|p. Se tiene un isomorfismo candnico
Gyp/lp ~ Gal(kg/k,) sobre el grupo de Galois de la extensién de cam-
pos finitos dada por los campos residuales de 3 y p, respectivamente. Se
sigue que el grupo cociente G/ Iy estd generado por el automorfismo de
Frobenius Fry cuya imagen en el grupo ciclico Gal(ksg/ k) es el morfismo
a — af, donde ¢ = |kg| =: N(B).

Guiado por su formulacién de la ley de reciprocidad en el caso abeliano
y reconociendo la utilidad de estudiar un grupo arbitario por medio de sus
representaciones, Artin considera ahora una representacion compleja de G
de dimensién n, es decir, considera un C-espacio vectorial V' de dimensién
n y un homomorfismo de grupos

p:G— GL(V) ~GL,(C)

donde GL(V') es el grupo de isomorfismos de V' en si mismo (y por lo tanto
corresponden a matrices n X n. con determinante no nulo). Después, observa
que la imagen del automorfismo de Frobenius, p(Fry) € GL(V'), induce por
restriccion un endomorfismo p(Fro) |,z : V™ — V¥ del subespacio vec-
torial de invariantes V/* de V' y observamos que su polinomio caracteristico

det(1 — p(Fryp)] s 1)

s6lo depende del ideal primo p de K y no del ideal *3 arriba de €l, ya que
para cualquier otro ideal de F' arriba de p los grupos de descomposicioén y
de inercia asociados son conjugados de los correspondientes de ‘3 y por lo
tanto los endomorfismos de los subespacios de invariantes son conjugados
también y consecuentemente tienen el mismo polinomio caracteristico. Ar-
tin define la L-serie asociada a la extensioén de campos de nimeros F// K y
a la representacion p : Gal(F'/K) — GL, (V') como el producto de Euler

1
L(F/K,p,s) =
EEps) = = m v
donde p recorre todos los ideales primos de K.

Note que si K/Q es una extension finita (de Galois) y si p: Gal(K/Q) —
GL,;(C)=C* es la representacion trivial p(c) =1, para todo o € Gal( K /Q),
la L-serie de Artin correspondiente

L(K/Q, p,s) = Cx(s)

(19)
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es la funcion zeta de Dedekind de K y por lo tanto las funciones de Artin
generalizan a éstas. Es importante notar que, en general, las L-series de
Artin, definidas como un producto de Euler, no tienen una expresion aditiva
como las de las funciones zeta de Dedekind

1
) = 2 Ng

Un largo camino se ha recorrido desde la factorizacién en producto de Euler
de la funcién zeta de Riemann hasta la definicién de las L-series de Artin
como productos de Euler.

Se demuestra que las L-series de Artin convergen absoluta y uniforme-
mente en el semiplano Re(s) > 1 + ¢, para todo € > 0y asi definen una
funcion holomorfa en el semiplano Re(s) > 1. Una conjetura importante
de Artin, y que todavia sigue abierta, es que para cualquier representacion
irreducible p, la L-serie de Artin define una funcién holomorfa en todo C.

El problema que plantea Artin es el de obtener la ley de reciprocidad
correspondiente para extensiones no abelianas, es decir, cudles serian los
andlogos n-dimensionales de los caracteres de Dirichlet y sus correspon-
dientes funciones L. Con la perspectiva que da el tiempo, sabemos ahora
que casi simultdneamente con Artin, E. Hecke habia construido andlogas
2-dimensionales de las funciones L de Dirichlet asociadas a lo que aho-
ra llamamos caracteres de Hecke y se tuvo que esperar hasta finales de la
década de 1960, para que R. P. Langlands formule una serie de conjeturas
que incluyen ciertas representaciones automorfas, de dimensién arbitraria
del grupo GL,, definido sobre los adeles de Q como las generalizaciones
apropiadas de los caracteres de Dirichlet, y asocia a estas representaciones
automorfas 7 funciones L que generalizan las de Dirichlet y conjetura que
se tiene la igualdad

L(F/K,p,s) = L(r,s)
como parte de un gran programa que pone la nocidn de representacion au-
tomorfa en el centro de atencion de la teoria de nimeros.

El desarrollo de las ideas anteriores, por A. Weil, R. P. Langlands, J.-P.
Serre y muchos otros matemadticos, estd en el centro de mayor actividad de
la teoria de nimeros del siglo XX y de lo que va del siglo actual. Nada mal
para algunas de las ideas que se originaron con un matematico que este afio
cumple 300.
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