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Resumen

Presentamos de una manera intuitiva el modelo matematico
del oscilador armoénico cudntico y discutimos brevemente la for-
mula de Feynman-Kac en términos de algebras de operadores.

1. Introduccién

Debido a la poca comunicacion entre matematicos y fisicos que
ocurre desde los estudios de licenciatura, algunas de las ma&s intere-
santes y profundas relaciones entre matematicas y fisica son accesibles
sOlo para los investigadores que estudian matematicas y fisica a nivel
avanzado. Este es el caso de la férmula de Feynman-Kac para pertur-
baciones del oscilador armoénico cuantico, un resultado fundamental de
la Fisica-Matematica que combina conceptos de fisica y matematicas,
aparentemente sin relacién alguna.

Cuando Mark Kac [2] trataba de entender un trabajo de Richard
Feynman [1], encontré una demostraciéon de lo que desde entonces se
conoce como férmula de Feynman-Kac. Esta formula es una repre-
sentacién integral de la accion del semigrupo de contracciones asociado

*Apoyado por CONACYT, Proyecto 37491-E.
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con el Hamiltoniano de una particula cuantica que evoluciona bajo la
influencia de la fuerza producida por un potencial. Se trata de una in-
tegral sobre un espacio de dimensién infinita respecto de la medida de
Wiener. Actualmente el nombre de Feynman-Kac también se aplica a
otras representaciones integrales que dan la solucién de una ecuacién
diferencial en forma cerrada y que permiten obtener estimaciones a
priori de las soluciones, sus propiedades asintéticas y estimaciones para
los valores propios de los operadores involucrados.

En este trabajo presentamos al lector una breve discusién de la
formula de Feynman-Kac para el oscilador armonico cuantico en el
contexto de algebras de operadores. Nuestro propdsito es ilustrar con
este bello ejemplo, cémo la fisica tedrica y la matematica se enrique-
cen mutuamente. La formulacion en términos de dlgebras de operado-
res permitira, por una parte, que el lector se informe sobre el poten-
cial de aplicaciones de la teoria de algebras de operadores. Por otra
parte, nos permitira describir al lector la manera en que muchos con-
ceptos matematicos se pueden extender a un contexto no conmuta-
tivo a través de extensiones no conmutativas de dlgebras conmutati-
vas clasicas. Este tipo de extensiones son un ingrediente fundamental
de teorias matematicas muy recientes que se desarrollan en estrecha
relacién con la Fisica Cuantica, como la Geometria y la Probabilidad
Cuanticas.

2. Brevisima introduccién a la Mecanica Cuanti-
ca

La Mecéanica Cuantica es un modelo matematico del mundo fisico.
Para describirlo introduciremos los conceptos de estado, observable,
valor esperado y ley dinamica.

Estados. Un estado es una descripciéon completa de un sistema fisico.
En mecénica cudntica un estado (estado puro) es un rayo en un espacio
de Hilbert complejo. Recuérdese que un espacio de Hilbert complejo es
un espacio vectorial sobre los complejos, que tiene un producto interno
(,+) que es definido positivo y sesquilineal, es decir, es lineal en una
coordenada y lineal conjugado en la otra, y el espacio es completo en
la norma || - || inducida por el producto interno.

Un rayo en un espacio de Hilbert complejo ‘H es una clase de equi-
valencia de vectores u € H bajo la relacion de equivalencia: u ~ v siy
sOlo si u = zv, para algun z € C. Podemos tomar como representante
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de cada clase a un vector unitario u, (||u|| = 1). Pero ndtese que el
vector eu, § € R, también representa al mismo rayo.

Observables. Una observable es una propiedad del sistema fisico que
se puede medir, como la energia, la posicion o el momento. En mecénica
cuantica las observables se representan por operadores autoadjuntos. Es
decir, una observable A es una transformacién lineal de H en si mismo
que satisface la condicién A = A" donde A es el adjunto de A definido
mediante la condicién

(u, Av) = (Alu, v),

que debe cumplirse para todo u,v € H.

Valores esperados(Regla de Born, 1926). El valor esperado de una
observable A en un estado u esta dado por el niimero real (u, Au). Por
ejemplo, el valor esperado de A en uno de sus vectores propios u es

(u, Au) = (u, au) = a,

donde a es el valor propio de A asociado con u.

Dinamica. En la representacion de Schrédinger la evolucién de un
sistema cuantico se especifica indicando como cambian los estados del
sistema con el transcurso del tiempo. Este movimento de los estados se
realiza mediante una familia de transformaciones unitarias U, de H en
si mismo que, de acuerdo con el Teorema de Stone ver [6], esta generada
por un operador autoadjunto H, llamado Hamiltoniano del sistema.
De manera que si u es el estado inicial del sistema entonces u; = Usu
satisface la ecuacion de Schrodinger

%Ut = —ZHUt

Ejemplo: Supongase que podemos aislar una particula y observar
su movimiento sobre una linea recta. Es decir, tenemos un aparato que
nos permite detectar las senales que ella emite. Supongamos también
que el movimiento de esta particula se realiza dentro de un campo que
genera una energia potencial V.

Un modelo de mecanica cuantica para este sistema es el que consiste
del espacio de Hilbert H = Lo(RR), el espacio de las funciones medibles
en la recta cuyo modulo al cuadrado es una funcién integrable. Los
estados del sistema son rayos en este espacio y las observables ope-
radores autoadjuntos no necesariamente acotados. La observable que
corresponde con la energia total de la particula es el Hamiltoniano

2
H = _id_ + V7

2m da?
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donde V' denota al operador de multiplicacion inducido por la funcién
V: (Vu)(z) = V(x)u(x), h es la constante de Planck reducida y m es
la masa de la particula.

El movimiento de esta particula esta descrito por la correspondiente
ecuacion de Schrodinger

7 d h o d? LV
th—uy = ————uy Uy
dt 2m da? ’
con la condicién inicial ug = wu. Si la particula se encuentra en un

estado uy, el valor esperado de la observable 1j,4), con a < b, es decir
del operador de multiplicacién inducido por la funcién indicadora del
intervalo [a, b], es

[e%S) b
(s, L) = / () Loy () g ) = / () 2
Este valor esperado se interpreta como la probabilidad de que al medir
la posicion de la particula se obtenga un valor en el intervalo |a, b,
cuando el experimento se ha preparado en el estado u.

3. El oscilador armdnico cuantico

Consideremos ahora el caso de una particula moviéndose en una

recta bajo la influencia de la energia potencial correspondiente a un

oscilador arménico cldsico, es decir, V(z) = 3mw?z?, donde w = %

es la frecuencia de oscilacion.

La imagen fisica que conviene tener en mente no es la de un sistema
masa-resorte, sino la idea de una caja negra que emite y absorbe energia
en multiplos de una cantidad fija “quantum”, propuesta por Planck en
1900. Si queremos conocer la dinamica del sistema, debemos resolver la
ecuacién de Schrodinger

h? 0°
 2m 022

con la condicién inicial ¥—g(x) = ¢ (x).

() + 17’mu2x2@bt (x),

L0
Zhawt(a?) = 5

Resolvamos esta ecuacion por el método de separacion de variables,
es decir, buscaremos soluciones de la forma ¢, () = f(t)¢(z). Derivando
y sustituyendo en la ecuacién se obtiene la identidad

th d 1 h o d?

sl W= 5557

1 2 2
f(t) dt (1) o(z) + Smwz?é(z)),

2
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que se cumple si existen valores “constantes” E tales que

s

=F
dt f

iEt

de donde resulta f(t) =e " n';y

h? d? I
o 422 () + FMw'T ¢(z) = Ed(x),
o equivalentemente H¢p = E¢, que es un problema de valores propios
para el Hamiltoniano H.

Por simplicidad de ahora en adelante supondremos que A, my w son
todas iguales a 1. Con esta convencién tenemos que H = ; dig +
Definamos los operadores P = —z— y @ el operador de multlph-
cacién inducido por la funcién 1dent1dad I(x) = x, entonces P2¢ =
“L£(-i0) =~ 0, (Q'0)o) = 6(0),y po o anto H ~ (P +
@?). Dirac propuso la siguiente factorlza(non H = —( — ZQ) =(P
iQ), pero P y @ son operadores que no conmutan, de hecho, si deno—

tamos por [P, Q] al conmutador de P y @, tenemos que

d d
([P, Q) (x) = —i——(2¢(2)) — a(~i—¢(x)) = —ig(w),
es decir, [P,Q] = —ilI. No obstante sigamos la idea de Dirac, si tal

factorizacion fuera posible, desarrollando el producto tendriamos

1 7 1
(P —z@>f<P+zQ> +5[P.Q=H+31,

u un rizacion 51, per uficien ra nuestr
e es una factorizacién de H + 11, pero esto es suficiente para nuestro
propésito.

Pongamos nombre a los factores de Dirac. Sean a' = \[( —iQ)y
a= %(P—HQ), entonces H = a’a+1 y ademés [a,al] = I, [H,a] = —a
v [H,a'] = af. Si existiera una funcién ¢, tal que a¢y = 0, entonces

H¢y = (a'a + %])gbo = %gzﬁo. Es decir, ¢ seria un vector propio de H
con valor propio asociado igual a % Un célculo simple muestra que
la ecuacién agg = 0 es equivalente con %%(z) = z¢o(z), que es una

ecuacioén lineal de primer orden con solucién general de la forma ¢g(x) =
2
x . , . .

ce” 7. Si ademds pedimos que ¢q sea un estado, es decir, ||¢g] = 1

1 . _1 =z
entonces ¢ = w1 y ¢ resulta ser la Gaussiana ¢o(xr) = 7~ 1€~z que
en mecanica cuantica se llama estado fundamental o estado base del
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oscilador arménico cuantico. La razén de este nombre es la siguiente,
como [H,a'] = af, usando repetidamente esta relacién resulta que

Ha¢y = a™Heo+ [H,a™]¢p

1 - n—
= 560+ [H,a'la" Vo + al[H, a" Vg

1
= .. = (n+§>aTn¢0.
Es decir, las funciones (a™¢y),>o son vectores propios de H con valores
propios (n + %)nZO- Tomando en cuenta que los vectores propios de un
operador autoadjunto son ortogonales y que |la‘nggl|> = n!, con un
poco mas de trabajo podemos concluir que se cumple lo siguiente.

Teorema 3.1. El espectro de H es el subconjunto {n + % n > O} y las

funciones {gbn = (n!)_%amgbo ‘n > O} forman una base ortonormal de
Ly(R).

En la figura 1 se bosquejan las graficas de los primeros elementos
de esta base ortonormal.

Figura 1: Estado fundamental y primeros vectores propios de H.

De acuerdo con el método de separacién de variables, a partir de to-
do esto podemos concluir que la solucién de la ecuacién de Schrodinger
se puede representar en la forma ¥, (x) = Y -, cpe= (T2t (), con
Dm0 Cn < 00 )

Continuemos con nuestro analisis del oscilador armoénico cuantico.
Con un célculo simple se ve que a'¢, = (n + %)¢n+1, ap, = n%qﬁn_l
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y atag, = ne,. Nétese que a'a es un operador autoadjunto y su valor
esperado en el estado ¢, es

<¢m aTa¢n> - <¢m n¢n> = n.

Por esta razén ¢, se llama el estado de n particulas. Las relaciones
anteriores aceptan la siguiente interpretacion: si el oscilador armoénico
cuantico se encuentra en el estado ¢,,, entonces

(i) (El operador de niimero) El operador a'a indica el nimero de
particulas en ese estado.

(ii) (El operador de creacion) El operador a! afiade ( o crea) una

particula al estado ¢,, incrementando la energia del sistema en
hw unidades.

(i) (El operador de aniquilacion) El operador a aniquila una particula
del estado ¢,, disminuyendo la energia del sistema en hw unidades.

Otra consecuencia importante de la relacién [P, Q] = —il que se lla-
ma relacion canonica de conmutacion, es el principio de incertidumbre
de Heisenberg.

Proposicién 3.2. (Principio de incertidumbre de Heisenberg)
Sean A y B dos operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert H
tales que [A, B] = iC, donde C' es un operador autoadjunto que conmuta

con A y B. Sea w € H un vector unitario y definase para k > 1,
(AF) = (u, AFu) y Var(A) = (A?) — (A)?. Entonces

VVar(A)\/Var(B) > (C).
Noétese que con a = (A) y b = (B) se tiene

(A —al)?) = (A%) — 2a(A) + a* = (A?) — a* = Var(A)

[A—al,B—bl]=iC.

Entonces reemplazando A y B por A — al y B — bl respectivamente,
si es necesario, podemos suponer que a = b = 0. Ahora

AB = %(AB + BA) + %[A, B] = %(AB + BA) +iC,
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por lo tanto

(Au, Bu) = (u, ABu) = R(Au, Bu) + i3(Au, Bu)

_ %w, (AB+ BAY) + 2(C)

Consecuentemente

10w (AB + BAYW? +(C)) = [{Au, Bu)? < || Au]P”|| Bu?

= (u, A%u){u, B*u) = Var(A)Var(B).
Esto demuestra que

Var(A)Var(B) > (C)*

Este resultado acepta la siguiente interpretacién: en ningun estado
las observables A y B se pueden medir simultaneamente sin error. O
bien, entre mds precisa es la medicion de A, mds imprecisa serd la
medicion de B.

4. El proceso del oscilador arménico cudntico

Para mayor simplicidad conviene trasladar el espectro de H, de
manera que el conjunto de sus valores propios sea N. Llamaremos H
al Hamiltoniano trasladado, es decir,

L1, ]
———+ -z — -
2dz? 2 2
Se puede establecer (ver [5]) que Hy genera un semigrupo de con-
tracciones

Hy =

P=¢ o >0,

resulta que P; es un operador autoadjunto y positivo definido para cada
t >0, es decir, (u, Pu) >0, VYue Ly(R)y P/ =P,

Denotaremos por My el operador de multiplicacién inducido por f
sobre Ly(R) para f € Cy(R), es decir,

Myg(x) = f(x)g(x), g€ Co(R).

El proceso del oscilador arménico es una familia (B;);cgr de variables
aleatorias Gaussianas con media cero y covarianza

1
E(BtBs) = §6|t_s‘ .
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Este proceso se llama en Probabilidad el proceso de velocidades de
Ornstein-Uhlenbeck, pues Uhlenbeck y Ornstein definieron un proceso
xy con trayectorias diferenciables tal que % = B,.

Es posible demostrar que B; = %e_tbe%, donde b; es el movimiento
browniano. El proceso B, tiene trayectorias continuas y si (€2, F, P) es
el espacio de Probabilidad donde estd definido podemos pensar a §2

como el espacio de trayectorias continuas del proceso,
Q={w:R—R:w continua, w(t)= Bi(w)}.

Tenemos el siguiente teorema cuya demostracién se puede hallar en
[5].

Teorema 4.1. Sean fy, ..., fn € Lo(R), —00 < s9 < 81 < ... < 8, < 00.
Entonces

E(fo(9(s0)) -+ fald(s0))) = (b0, Mpye™ "My, -+ - e 10Ny, do), (1)

donde t; = s; — s;_1, 1 = 1,2,...,n. Ademds P es la unica medida de
probabilidad que satisface la relacion (1).

Un espacio algebraico de probabilidad (ver [3]) es un par (A, p)
donde A es una *-dlgebra y p es un estado sobre A. Una *-dlgebra es
un dlgebra compleja de Banach con una aplicacién (involucién) a — a*
aditiva, lineal conjugada, involutiva ((a*)* = a) y (ab)* = b*a*, tal que
la*al| = ||a]|? para cada a € A. Un estado p es un *-funcional (p(a*) =
p(a)*) que envia elementos positivos de A | es decir, elementos de la
forma a*a en reales positivos y preserva la unidad, es decir, p(e) = e,
donde e es la unidad en A.

Si A no es conmutativa el par (A, p) es un espacio de Probabilidad
Cuantica. Todo espacio de Probabilidad Clasica es un espacio algebraico
de probabilidad pues basta reemplazar la terna (2, F, P) por el par

(Loo(§2, F, P), p)

donde Lo (€2, F, P) es la x-algebra de todas las funcionales complejas,
F-medibles y acotadas en €2 con la involucién dada por la conjugacion
y p es el estado sobre L (€2, F, P) definido mediante

p(f) = /Q fdP = EY.

La férmula (1) nos da una relacién entre la Probabilidad Clésica y la
Probabilidad Cuantica; es decir, hay dos conceptos de valor esperado in-
volucrados en esta férmula. El lado izquierdo es el valor esperado de una
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variable aleatoria definida sobre el espacio de Probabilidad (2, F, P) y
el lado derecho es el valor esperado de una variable aleatoria en un
espacio de Probabilidad Cudntica. En el lado derecho de (2) se tiene el
valor esperado del operador autoadjunto My e HoM, - - e=tnHopf,
de la x-algebra B(Ls(R)) respecto del estado n definido por

n(A) = (¢o, Ado),

el cual es el valor esperado de A en el estado fundamental, “vacuum
expectation”. En este tltimo caso (B(L2(R)), n) es un espacio algebraico
de probabilidad, de hecho, un espacio de Probabilidad Cuantica.

Definicién 4.2. Definimos la traslacion como la accion de R sobre )
dada para cada a € R por

T,w(z) = w(x + a).
Y la reflexion de Q en Q) dada para cada w € € por
rw(t) = w(—t).
La cual invierte el sentido del tiempo.
Notese que r es un homeomorfismo de €2 que satisface
r?=1id, rT,=T_,r, Va € R.

Una propiedad importante del proceso B; es la siguiente.

Proposicién 4.3. P es invariante bajo traslaciones tsw(t) = w(t + s),
y bajo la reflexion rw(t) = w(—t).

9. Perturbaciones del oscilador arménico (Férmu-
la de Feynman-Kac)

Un problema fundamental en Fisica Cuantica es describir la dindami-
ca de un oscilador arménico cuantico cuando éste se encuentra bajo la
influencia de otro sistema que produce una energia potencial V. En
este caso el Hamiltoniano tiene la forma H = Hy + My, donde V es
una funcién continua, V' : R — [0, 00), la energia potencial del campo
producido por el otro sistema.

La dinamica quedara totalmente caracterizada por el operador H
si se demuestra que éste es autoadjunto, pues en este caso se sabe
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que la correspondiente ecuacién de Schrédinger tiene una tnica solu-
cion global, i.e., védlida para todo tiempo t € R. Demostrar que H
es un operador autoadjunto es un problema fundamental de la Fisica
Matematica.

Ahora bien, existen tres formas equivalentes de describir a un ope-
rador autoadjunto (sus tres caras):

1. Un operador autoadjunto definido sobre un subespacio denso de

H.
2.  Una medida espectral definida sobre R.

3. Un grupo unitario (representacién unitaria del grupo aditivo de
R) fuertemente continuo.

La equivalencia entre 1 y 2 es la version de John von Neumann del
teorema espectral y la equivalencia entre 1 y 3 es el Teorema de Stone,
ver [6].

En particular H,, tiene una cara mas, que se puede obtener a partir
de la medida espectral correspondiente E como su transformada de
Laplace:

B:i/ e ME(d)).
0

Este es un semigrupo (representracién del semigrupo aditivo de los
reales nonegativos) de contracciones, ||P;|| < 1, fuertemente continuo.

El correspondiente grupo unitario se define mediante la transformada
de Fourier de E:

m:/‘amgu&
0

La equivalencia de 3 con la existencia del semigrupo P, estd demostrada
en [4], una versién més detallada se encuentra en [5]. Resulta que el
generador infinitesimal de P, es el operador —Hy, i.e., P, = e~ *Ho,

Analogamente, el problema de la adjunticidad de H se puede tratar
de manera “indirecta” contruyendo un semigrupo de contracciones
(Q¢)i=0 en Ly(R) cuyo generador infinitesimal sea —H 6 alguna exten-
sion autoadjunta de este operador. Esto es lo que Feynman describié en
[1] y Mark Kac demostré en [2], de hecho se tiene

(F o, Qugdo) — /Q F(Bo)g(Bye i vEisgp,
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para todo par de funciones f, g € Ly(R, ¢3(x)dz). Esta es la férmula de
Feynman-Kac para perturbaciones del oscilador arménico cuéntico, el
lector interesado puede consultar una demostracién en [7].

En esta seccién describiremos otra construccion de Q; en términos
de algebras de operadores, esto nos permitira mostrar al lector como
los métodos de algebras de operadores se aplican en la solucion de pro-
blemas interesantes de la Fisica Cuantica, esperamos que esto despierte
su curiosidad.

Definamos dos operadores unitarios U; y R sobre Ly(€2) mediante
(UF)(w)=F(rw), teR
Y (RF)(w) = F(rw), F € Ly(Q).

(Up)ter es un grupo fuertemente continuo de operadores unitarios
en Ly()), y se tiene la relacién

RUt = U_tR.

Para cada f € Cy(R) considérese el operador o(f) sobre Lo(2) dado
por

o(f)F(w) = f(w(0)F(w), [feCR), Fe L)
La aplicaciéon f — o(f), define una x-representacién de Cy(R) sobre
Lo (92).
Sea A el élgebra débilmente cerrada de operadores sobre Lo(£2) ge-
nerada por

{o(f) - FeCo(R)}UL{U:: ¢ =0}
A es un algebra de operadores no conmutativa y no autoadjunta sobre
Lo(2), ver [4].
Un subespacio cerrado M de Ly(€2) se dice que es semi-invariante
bajo el dlgebra A, ver [5], si la proyeccién Q sobre M satisface QABQ =
QAQBQ para todos A, B € A.

Proposicion 5.1. La transformacion lineal
MfQOF—>U(f)'1, fGCQ(R)

Se extiende de manera unica a una isometria W de Lo(R) en Lo(£2).
Ademds W satisface

P, My P,,My,...P, My = WU, o(f1)Usmo(fo)..Us,o(f)W,  (2)

paran > 1 ypara s; €R, s; >0y f; € Co(R).
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Como consecuencia directa de la igualdad (2), se tiene que si A y B
son operadores en el algebra A de la forma

A:Usla(fl)USQU(f2) e Usma(fm)a B:Utla(gl)Utga(QQ) o Utno—(gn)7
donde s;, t; >0, g;, fi € Co(R), entonces

WTAWW'BW = WTABW.

También como consecuencia de la Proposicién anterior se tiene el
siguiente resultado.

Corolario 5.2. El rango de W es un subespacio semi-invariante para
el dlgebra de operadores A.

Es decir, si W : Ly(R) — Lo(£2) es una isometria y si E es la
proyeccién sobre W (Ly(R)) entonces £ = WWT.

Procederemos ahora a construir el semigrupo de contracciones
{Q:}i>0, que tendrd a -H como su generador infinitesimal y ademés
Ql=Q: Vt>o.

Para cada t > 0 definamos el funcional (cociclo) Cy : @ — (0, 00)

mediante
Ot(w) — 6_ f()t V(w(s))ds

La familia {C}}:>¢ tiene las siguientes propiedades:
(i) 0<Ci(w) <1, Co(w) =1, w e
(i) Ciis(w) = Cs(w)Ci(Tsw), (propiedad de cociclo).

Proposicién 5.3. Las condiciones (i) y (ii) son suficientes para que
la familia Ay = Mc,U; sea un semigrupo de contracciones en Ly(€).
Ademds, Ay € A para cada t > 0.

Sea E la proyeccién WWT. Puesto que {Mc,U; : t > 0} es un
semigrupo en A y por el Corolario, W (Ly(R)) C La(2) es un subespacio
semi-invariante de A, tenemos que

EMe

s+t

Uyt E = EMo U,Mo,UE = EMc, U, EMc,U,E.

De aqui se sigue que la familia de operadores {Q; : t > 0} en Lo(R),
definidos por
Qi = WIMq,UW = WTA,W,
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es un semigrupo de contracciones fuertemente continuo. Con un poco
mas de trabajo se ve que QI = @Qy; es decir, (); es autoadjunto para
cada t > 0.

Siendo {Qt}+>0, un semigrupo fuertemente continuo tiene un ge-
nerador infinitesimal —H, que serd una extension de —(Hy + V). Es
decir,

e = Q, obien e H =WIM,UW (3)

La ecuacién (3) es la formula de Feynman-Kac para peturbaciones del
oscilador arménico cuantico en términos de algebras de operadores.

Si en la ecuacién (3) V' =0, entonces Cy = 1 y tenemos
P, = ¢ "M = WIUW.

Es decir, el semigrupo del oscilador arménico P, tiene una dilatacién
generada por el grupo de traslaciones U; en el espacio de probabilidad
(Q, P).

En el caso en que V' # 0, podemos decir que el semigrupo perturbado
e " tiene una dilatacién de la forma Mg, U;, que es una perturbacién
de (U)ier a través del cociclo Cy el cual fue definido en términos de V.
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