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1. Introducción

En este escrito introducimos al lector a las primeras construcciones y
preguntas de interés del área de investigación conocida como Teoŕıa
de Invariantes Geométricos (GIT por sus siglas en inglés: Geometric
Invariant Theory), cuyas bases valieron la medalla Fields a D. Mum-
ford en 1974. La GIT estudia la geometŕıa de las acciones de grupos
en variedades y ha sido un tema muy productivo en las últimas déca-
das, principalmente por su relevancia para la construcción de Espacios
Moduli. Iniciamos este escrito recordando la definición de una acción.

Definición 1.1. Una acción (izquierda) de un grupo G en un conjunto
S es una función

σ : G× S → S, (g, s) 7→ g · s,
que satisface las propiedades:

1. Si e ∈ G es la identidad entonces e · s = s para todo s ∈ S.
2. g · (h · s) = (gh) · s, para todos g, h ∈ G y s ∈ S.

Dada una acción definimos,
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• La órbita de s ∈ S es O(s) = {t ∈ S|∃g ∈ G tal que g · s = t}.
• El estabilizador de s ∈ S es el subgrupo Est(s) = {g ∈ G|g·s = s}.
• Un elemento s ∈ S se dice G-invariante si Est(s) = G o equiva-
lentemente si O(s) = {s}. Denotamos como SG = {s ∈ S|s es G−
invariante}.

• Si s ∈ S su preimagen bajo la función

σs : G → S, g 7→ g · s,
es σ−1

s (s) = {g ∈ G|g · s = s} = Est(s).
• Además si g ∈ G denotamos la función

σg : S → S, s 7→ g · s.
La relación definida como s ∼ t si y solo si t ∈ O(s) es una relación de
equivalencia en S y sus clases son precisamente las órbitas, por lo que el
conjunto de órbitas define una partición de S. Denotamos al conjunto
de órbitas de la acción como S/G = {O(s)|s ∈ S}.

Ejemplo 1.2. El grupo R∗ = R \ {0} con la multiplicación, actúa en
el conjunto S = R2 \ {(0, 0)} mediante el producto escalar,

σ : R∗ × S → S

(λ, (a, b)) 7→ (λa, λb).

En el ejemplo anterior G = R∗ y S/G = RP1 son ambos son espacios
topológicos (variedades con la métrica euclidiana), σ es una función con-
tinua (morfismo de variedades) y la asignación π : S → S/G, s 7→ O(s)
es nuevamente continua (morfismo). Lamentablemente esto no siem-
pre sucede para una acción de un grupo en un espacio topológico. La
GIT estudia la geometŕıa de los conjuntos de órbitas de acciones de
grupos en variedades (anaĺıticas o algebraicas) e intenta dar condicio-
nes suficientes para que S/G sea nuevamente una variedad. Notemos
que si π es una función continua entonces la preimagen de un punto
π−1(O(s)) ⊃ O(s) debe ser un conjunto cerrado, por lo que estaremos
particularmente interesados en estudiar las órbitas cerradas, aśı como
en estudiar acciones con la mayor cantidad posible de órbitas cerradas.

Con el fin de ilustrar los primeros resultados de la GIT, en este escrito
utilizaremos resultados de álgebra lineal, análisis complejo y topoloǵıa,
para hacer un estudio detallado de la acción dada por conjugación de
matrices, el cual es un ejemplo clásico que no se encuentra estudiado a
detalle en la literatura estándar del tema, este ejemplo puede ser anali-
zado tomando ventaja de herramientas de álgebra lineal como diagona-
lización y formas canónicas, aśı como resultados de análisis complejo, lo
que nos permite introducir las primeras preguntas de interés de la GIT
sin recurrir a geometŕıa algebraica, es por ello que a lo largo de casi to-
do este escrito trabajamos en la topoloǵıa euclidiana a excepción de la
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última sección donde introducimos las nociones de variedades algebrai-
cas afines y sus morfismos para poder enunciar uno de los principales
teoremas de la GIT (véase el teorema 5.17) en el lenguaje de variedades
algebraicas.

A continuación definimos la acción por conjugación de matrices: Sea
Mn(C) el conjunto de matrices cuadradas de n×n con entradas comple-
jas y consideremos el grupo general lineal GLn(C) que consiste de las
matrices invertibles. La conjugación de matrices es la acción definida
como

σ : GLn(C)×Mn(C) → Mn(C), (A,M) 7→ AMA−1.

2. Primeros ejemplos de acciones

Ejemplo 2.1. Consideremos al grupo (C,+) y la función

σ : C× C2 → C2

(λ, (a, b)) 7→ λ · (a, b) = (a, b+ λa).

Figura 1. C-órbitas.

Para el elemento identidad del grupo 0 ∈ C, se tiene 0 ·(a, b) = (a, b+
0a) = (a, b). Además si a, b ∈ C entonces se cumple (a, b+(λ1+λ2)a) =
λ1 · (λ2 · (a, b)), por lo que σ es una acción.

Ahora describamos las órbitas de esta acción. Si b ∈ C, entonces
O(0, b) = {(0, b)} y este tipo de puntos son C-invariantes. Si a ̸= 0
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entonces
O(a, 0) = {λ · (a, 0) : λ ∈ C} = {(a, λa) : λ ∈ C} = {(a, k) : k ∈ C},
coincide con la recta que pasa por (a, 0) y (a, 1), la cual es cerrada en
C2; resumimos la descripción de las órbitas en la figura 1. Los estabili-
zadores son,
Est(0, b) = C,
Est(a, 0) = {λ ∈ C : (a, 0 + λa) = (a, 0)} = {0}, para todo a ̸= 0.
Además los elementos invariantes son (C2)C = {(0, b)|b ∈ C}.

Ejemplo 2.2. Consideremos ahora la función

σ : C∗ × C2 → C2

(λ, (a, b)) 7→ λ · (a, b) = (λa, λ−1b).

donde C∗ es el grupo (C \ {0}, ·) con el producto complejo.

Figura 2. C∗-órbitas.

Para la identidad de este grupo, 1 · (a, b) = (1a, 1−1b) = (a, b), y
si λ1, λ2 ∈ C∗ se sigue que (λ1λ2) · (a, b) = ((λ1λ2)a, (λ1λ2)

−1b) =
(λ1λ2a, λ

−1
2 λ−1

1 b) = λ1 · (λ2 · (a, b)), por lo que σ es una acción.
Ahora describiremos las órbitas:
O(0, 0) = {(0, 0)}. Si a ̸= 0 entonces la órbita del punto (a, 0),

O(a, 0) = {λ · (a, 0) : λ ∈ C∗} = {(λa, 0) : λ ∈ C∗} = {(x, 0) : x ∈ C∗},
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es el eje x sin el origen, el cual no es un cerrado. Si b ̸= 0 la órbita de
(0, b) es el eje y sin el origen, que tampoco es cerrado

O(0, b) = {λ·(0, b) : λ ∈ C∗} = {(0, λ−1b) : λ ∈ C∗} = {(0, y) : y ∈ C∗}.
Si a ̸= 0 y b ̸= 0 se tiene que

O(a, b) = {λ · (a, b) : λ ∈ C∗} = {(λa, λ−1b)},
es la hipérbola definida por el polinomio xy − ab = 0, por lo que es
una órbita cerrada. En resumen, hay 4 tipos de órbitas de las cuales
dos son cerradas, como se muestra en la figura 2. Los estabilizadores en
este caso son: si (a, b) ̸= (0, 0),

Est(a, b) = {λ ∈ C∗ : (a, b) = (λa, λ−1b)} = {1} y Est(0, 0) = C∗.

Además los elementos invariantes son (C2)C
∗
= {(0, 0)}.

Ejemplo 2.3. Consideremos el grupo C∗ y la función

σ : C∗ × C2 → C2

(λ, (a, b)) 7→ λ · (a, b) = (λa, λb).

Se puede verificar que σ define una acción de C∗ en C2. Las órbitas

(a, b)

(λa, λb)

Figura 3. C∗-órbitas.

de esta acción son:
O(0, 0) = {(0, 0)} y si (a, b) ̸= (0, 0) entonces O(a, b) = {λ · (a, b) :
λ ∈ C∗} = {(λa, λb) : λ ∈ C∗}, este conjunto es la ĺınea compleja que
pasa por el origen y (a, b) sin el origen, lo cual no es un cerrado de
C2. En resumen, para esta acción hay dos tipos de órbitas y solo existe
una única órbita cerrada O(0, 0), como se resume en la figura 3. Los
estabilizadores en este caso son, si (a, b) ̸= (0, 0),

Est(a, b) = {λ ∈ C∗ : (a, b) = (λa, λb)} = {1} y Est(0, 0) = C∗.

Además los elementos invariantes son (C2)C
∗
= {(0, 0)}. En esta acción

la cerradura de una órbita O(a, b) con a ̸= 0 contiene a la única órbita
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cerrada O(0, 0). Sin embargo, si restringimos la acción σ al abierto
denso U = C2 \ {(0, 0)} de C2, las órbitas de esta nueva acción σ|U :
C∗×U → U son todas cerradas y U/C∗ = CP1 es la esfera de Riemann.

Ejemplo 2.4. Consideremos el grupo simétrico Sn que consiste de las
permutaciones de n elementos. Podemos definir una acción (derecha)
de Sn en el anillo de polinomios en n variables C[x1, . . . , xn], como

C[x1, . . . , xn]× Sn → C[x1, . . . , xn]

(f(x1, . . . , xn), σ) 7→ f(xσ(1), . . . , xσ(n)),

en este caso los elementos invariantes son el anillo de polinomios simétri-
cos (véase [4, teo. 2.20]), el cual es generado por los polinomios simétri-
cos elementales, C[x1, . . . , xn]

Sn = C[f1, . . . , fn] , donde

f1 =
n∑

i=1

xi, f2 =
∑

1≤i<j≤n

xixj, f3 =
∑

1≤i<j<k≤n

xixjxk, . . . , fn = x1 · · ·xn.

3. Preliminares de álgebra lineal

Ahora recordaremos algunos resultados de álgebra lineal, los resultados
de esta sección pueden consultarse en [3] y [4]. Recordemos que dos
matrices M,N ∈ Mn(C) se dicen ser semejantes si existe una matriz
A ∈ GLn(C) tal que M = ANA−1.

Proposición 3.1. El polinomio caracteŕıstico de una matriz M ∈
Mn(C) definido como PM(x) = det(xI −M), es un polinomio mónico
de grado n. Si M y N son semejantes entonces PM = PN . Además las
ráıces de PM son llamados los valores propios de M .

Lema 3.2. Si M = (mij) ∈ Mn(C) es triangular superior entonces
PM(x) =

∏n
i=1(x− ai) donde ai = mii.

Teorema 3.3 (Forma canónica de Jordan). Toda matriz M ∈ Mn(C)
es semejante a una matriz triangular superior de la forma

JM =


B1 0 · · · 0
0 B2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Bk

 , donde Bi =


λi 1 · · · 0

0 λi
. . . 0

...
...

. . . 1
0 0 · · · λi

 ,

y donde λ1, . . . , λk son los valores propios (posiblemente repetidos) de
M . Además JM es única hasta cambio de orden de los bloques Bi y
es llamada la forma canónica de Jordan de M . Además JM = D + N
donde D es una matriz diagonal cuyas entradas son los valores propios
de M y N es una matriz nilpotente.
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Una matriz M ∈ Mn(C) se dice ser diagonalizable si su forma de
Jordan JM es una matriz diagonal.

4. Estudio GIT de la conjugación de matrices

Ahora iniciaremos nuestro análisis de la acción dada por la conjugación

σ : GLn(C)×Mn(C) → Mn(C)
(A,M) 7→ AMA−1,

Notemos que la relación de equivalencia que define esta acción es M ∼
N si y solo si M y N son semejantes.

Observación 4.1. Si f ∈ C[xij] es un polinomio en n2 variables y M =
(mij) ∈ Mn(C) es una matriz, denotaremos como f(M) = f(mij) ∈ C
la evaluación del polinomio en las entradas de la matriz. Notemos que

C[xij] → C
f 7→ f(M),

es un homomorfismo de anillos. Por otro lado, la conjugación induce
una acción (derecha) en los polinomios en n2 variables mediante

σ : C[xij]×GLn(C) → C[xij]

(f(xij), A) 7→ f(A−1 · (xij)) = f(A−1(xij)A).

Lema 4.2. Sea f ∈ C[xij]
GLn(C) y M ∈ Mn(C), entonces f(M) =

f(JM).

Demostración. Si f ∈ C[xij]
GLn(C) entonces f(A−1(xij)A) = f(xij) para

toda A ∈ GLn(C), como JM ∈ O(M) se tiene f(JM) = f(M).

Proposición 4.3. Las matrices diagonalizables

D = {M ∈ Mn(C) | M es diagonalizable},

forman un conjunto denso en Mn(C).

Demostración. Demostraremos que toda matrizM ∈ Mn(C) es el ĺımite
de una sucesión de elementos en el conjunto

B = {M ∈ Mn(C) | M tiene todos sus valores propios distintos}.

Notemos que una matriz en B tiene forma de Jordan con n bloques
B1, . . . , Bn donde Bi es una matriz de 1 × 1 por lo que B ⊂ D. Sea
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M ∈ Mn(C) entonces M = A(JM)A−1 para alguna A ∈ GLn(C). Para
k ∈ N definimos la matriz

Mk = M +
1

k
ABA−1 = A(JM +

1

k
B)A−1, donde B =


1 0 · · · 0
0 2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · n

 ,

Como JM + 1
k
B es triangular superior entonces sus valores propios son

los valores en su diagonal, y si {λ1, . . . , λn} son los valores propios de
M (posiblemente repetidos) entonces los valores propios de Mk son

{λ1 +
1

k
, λ2 +

2

k
, λ3 +

3

k
, . . . , λn +

n

k
},

los cuales son diferentes entre śı para k suficientemente grande. Clara-
mante ĺımk→∞Mk = M .

Corolario 4.4. Sean f, g ∈ C[xij] tales que f(M) = g(M) para toda
matriz diagonalizable M ∈ D, entonces f = g.

Demostración. Por hipótesis (f−g)(M) = 0 para todaM en el conjunto
denso D, como los polinomios definen funciones continuas en Cn y toda
N ∈ Mn(C) se aproxima por matrices en D, se sigue que (f−g)(N) = 0
para toda N ∈ Mn(C).

Corolario 4.5. Sean f, g ∈ C[xij]
GLn(C) tales que f(D) = g(D) para

toda matriz diagonal D ∈ Mn(C), entonces f = g.

Demostración. SiM es una matriz diagonalizable entoncesM = A−1DA
para alguna matriz diagonal D y como f, g son GLn(C)-invariantes
f(M) = f(A−1DA) = f(D) = g(D) = g(A−1DA) = g(M) por lo que
el resultado se sigue del corolario anterior.

Consideremos ahora el homomorfismo de anillos definido como

F : C[xij] → C[x1, . . . , xn]

f(xij) 7→ f(X), donde X =


x1 0 · · · 0
0 x2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · xn

 .

Notemos que si f, g ∈ C[xij]
GLn(C) son tales que F (f) = F (g) entonces

f(D) = g(D) para toda matriz diagonal D y por el corolario anterior
f = g, por lo que la restricción de F a C[xij]

GLn(C) es inyectiva. Ahora
mostraremos que la función F da un isomorfismo de C[xij]

GLn(C) con
C[x1, . . . , xn]

Sn , veremos esto en varios pasos, iniciando por la siguiente,
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Proposición 4.6. Sea M = (mij) ∈ Mn(C) entonces su polinomio
caracteŕıstico es de la forma

PM(x) = xn − f1(λ1, . . . , λn)x
n−1 + · · ·+ (−1)nfn(λ1, . . . , λn),

donde f1, . . . , fn son los polinomios simétricos elementales y λ1, . . . , λn

son los valores propios de M (contando multiplicidad).

Demostración. Sea M = (mij) ∈ Mn(C) entonces su polinomio carac-
teŕıstico es

PM(x) = det(xI −M) = det


x−m11 −m12 · · · −m1n

−m21 x−m22 · · · −m2n
...

...
. . .

...
−mn1 −mn2 · · · x−mnn

 .

Que es un polinomio mónico de grado n, es decir,

PM(x) = xn − a1x
n−1 + · · ·+ (−1)nan,

por lo que podemos ver a los coeficientes ak como funciones polinomiales
en las entradas (mij), es decir, existe un único polinomio gk(xij) ∈ C[xij]
que satisface gk(M) = ak para toda M ∈ Mn(C). Por otro lado, si
λ1, . . . , λn son los valores propios de una matriz M entonces

PM(x) = xn − g1(M)xn−1 + · · ·+ (−1)ngn(M) =
n∏

i=1

(x− λi),

y por inducción en el tamaño de la matriz n (véase [9]), se deduce que

g1(M) =
n∑

i=1

λi, g2(M) =
∑

1≤i<j≤n

λiλj, . . . , gn(M) = λ1λ2 · · ·λn,

es decir, gk(M) = fk(λ1, . . . , λn) es el polinomio simétrico elemental de
grado k evaluado en los valores propios.

Observación 4.7. En la demostración anterior, los polinomios gk(xij)
son GLn(C)-invariantes, ya que si A ∈ GLn(C) entonces M y A−1MA
tienen los mismos valores propios y gk(M) = gk(A

−1MA).

Finalmente demostraremos que el morfismo F que restringe a toda
función invariante a las matrices diagonales, induce un isomorfismo
entre el anillo de invariantes de la acción por conjugación y el anillo de
funciones simétricas:

Teorema 4.8. C[xij]
GLn(C) ∼= C[x1, . . . , xn]

Sn = C[f1, . . . , fn], donde
f1, . . . , fn son los polinomios simétricos elementales.

Demostración. Sea f ∈ C[xij]
GLn(C) y σ ∈ Sn. En la notación anterior,

F (f) · σ = f(X) · σ = f(x1, . . . , xn) · σ = f(xσ(1), . . . , xσ(n)).
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Notemos que f(xσ(1), . . . , xσ(n)) = f(Y ) donde

Y =

xσ(1) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · xσ(n)

 ,

es decir, Y se obtiene permutando los elementos de la diagonal de X.
Como permutar los elementos de la diagonal de la matriz X puede
expresarse como conjugar por una matriz, entonces existe A ∈ GLn(C)
tal que Y = A−1XA y como f es GLn(C)-invariante tenemos

F (f) · σ = f(Y ) = f(A−1XA) = f(X) = F (f),

es decir, F (f) ∈ C[x1, . . . , xn]
Sn y F (C[xij]

GLn(C)) ⊂ C[x1, . . . , xn]
Sn .

Deseamos ver que esta contención es de hecho una igualdad de conjun-
tos, para esto notemos que por la observación 4.7 tenemos gk(xij) ∈
C[xij]

GLn(C) y claramente F (gk) = gk(X) = fk(x1, . . . , xn), por lo que
los generadores de C[x1, . . . , xn]

Sn están en la imagen y se sigue el iso-
morfismo.

Ahora estudiaremos las órbitas de la conjugación, para ello estudiare-
mos la siguiente función polinomial, la cual es continua con la topoloǵıa
euclidiana

φ : Mn(C) → Cn

M 7→ (g1(M), . . . , gn(M)),

donde los {gk} son los polinomios de la observación 4.7, notemos que
φ(A ·M) = φ(M), para todo A ∈ GLn(C), o bien φ(O(M)) = φ(M).

Proposición 4.9. φ es sobreyectiva

Demostración. Si a = (a1, . . . , an) ∈ Cn la matriz:

Ma =


0 0 · · · 0 (−1)n−1an
1 0 · · · 0 (−1)n−2an−1

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
0 · · · 0 1 a1

 ,

tiene PMa(x) = xn +
∑n

j=1(−1)jajx
n−j y φ(Ma) = (a1, . . . , an).

Observación 4.10. O(M) ⊂ φ−1(φ(M)), además φ−1(φ(M)) es la

preimagen de un punto por lo que es un cerrado y O(M) ⊂ φ−1(φ(M)).

En particular si N ∈ O(M), entonces PN = PM .

Lema 4.11. Siempre existe una matriz diagonal en O(M).
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Demostración. Sea JM = D+N dondeD es la matriz diagonal formada
por los valores propios deM y N es una matriz nilpotente. Sea a ∈ C∗ y
sea A = (aij) la matriz diagonal con aii = ai−1. Notemos que A−1DA =
D y A−1NA = aN , luego Ma = A−1JMA = D + aN ∈ O(M) para

a ∈ C∗ y D = ĺıma→0Ma ∈ O(M).

Observación 4.12. De la demostración anterior podemos concluir que
si JM = D +N donde D es la matriz diagonal de valores propios y N
nilpotente, entonces D ∈ O(M).

Lema 4.13. Si O(M) es una órbita que no es cerrada y B ∈ O(M) \
O(M), entonces O(B) ⊂ O(M) \O(M)

Demostración. Consideremos la función σA : Mn(C) → Mn(C), M 7→
AMA−1, que es claramente polinomial (y continua), entonces

σA(O(M)) ⊂ σA(O(M)) ⊂ O(M).

Si B ∈ O(M) \ O(M), por lo anterior A · B ∈ O(M) para todo A ∈
GLn(C), es decir, O(B) ⊂ O(M). Como B /∈ O(M) y cualesquiera dos
órbitas son iguales o disjuntas, se sigue que O(B)∩O(M) = ∅, entonces
O(B) ⊂ O(M) \O(M).

Proposición 4.14. M ∈ D si y solo si O(M) es cerrada.

Demostración. (⇒) Sea M ∈ D y supongamos que la órbita O(M) no

es cerrada, entonces existe B ∈ O(M) \ O(M) y por la observación
4.10, PB = PM . Como B ̸∼ M , entonces JB = JM + N donde N ̸= 0
es una matriz nilpotente, por la observación 4.12 JM ∈ O(B) y por el

lema anterior O(M) = O(JM) ⊂ O(B) \ O(B), como O(M) es unión
de órbitas de dimensión más pequeña (véase (4) de lema 5.11), se sigue

que dim(O(M)) ≤ dim(O(B)) < dim(O(M)) = dim(O(M)) lo cual es
una contradicción.

(⇐) Para la otra implicación, si M /∈ D por el lema 4.11 existe una

matriz diagonal D ∈ O(M)\O(M) por lo que O(M) no es cerrada.

El resultado anterior caracteriza las órbitas cerradas de la conjuga-
ción, las cuales se corresponden con elementos del conjunto denso D.
Ahora estudiaremos las dimensiones de las órbitas.

Proposición 4.15. Toda órbita tiene dimensión dim(O(M)) ≤ n2−n.
Además la igualdad se alcanza en las matrices M ∈ B.

Demostración. Sea M ∈ Mn(C), y considere la función polinomial

σM : GLn(C) → O(M)

A 7→ A ·M.
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Como la fibras de σM se identifican con el estabilizador, por el teo-
rema de la dimensión de la fibra [8, cap. 2, teo. 6.4], se sigue que
dim(O(M)) ≤ dim(GLn(C)) − dim(Est(M)) = n2 − dim(Est(M)).
Sea D ∈ B una matriz diagonal cuya diagonal es (d1, . . . , dn) si A =
(aij) ∈ Est(D) = {A ∈ GLn(C)|AD = DA} sus entradas satisfacen
aijdi = aijdj, como di ̸= dj para i ̸= j entonces A es diagonal y

Est(D) = {A ∈ GLn(C)|A es diagonal} ∼= (C∗)n.

SiM ∈ B,M = ADA−1 para alguna matriz diagonalD y A ∈ GLn(C),
entonces

Est(M) = Est(ADA−1) = {B ∈ GLn(C)|B(ADA−1)B−1 = ADA−1}
= {B ∈ GLn(C)|(A−1BA)D(A−1B−1A) = D}
= {C ∈ GLn(C)|CDC−1 = D} = AEst(D)A−1 ∼= (C∗)n,

aśı dim(O(M)) = n2 − dim(Est(M)) = n2 − n se cumple en el denso
B y esta es la dimensión máxima que puede tener una órbita.

5. Introducción a la GIT

En este escrito hemos analizado diversos ejemplos de grupos actuando
en variedades σ : G×X → X en los que los conjuntos de órbitas X/G
no siempre son variedades y en que las órbitas no siempre son cerra-
das. Uno de los principales teoremas de la GIT, llamado el teorema de
la existencia del cociente af́ın, enuncia que imponiendo algunas condi-
ciones en la acción σ : G × X → X siempre podemos asegurar que
existe una variedad Y que de alguna forma soluciona estos problemas.
Las condiciones a las que nos referimos son: X es una variedad af́ın, G
es un grupo algebraico reductivo y σ es una acción algebraica lineal.
Ahora analizaremos estas nociones con el fin de enunciar de manera
precisa el teorema de la existencia del cociente af́ın (teorema 5.17). Las
demostraciones que se omiten en esta sección pueden ser consultadas
en [5, 7, 8] y [9].

Sea K un campo y sea K[x1, . . . , xn] el anillo de polinomios en n va-
riables. K es algebraicamente cerrado si para todo polinomio no cons-
tante f(x) ∈ K[x], existe p ∈ K tal que f(p) = 0. De aqúı en adelante
K denotará un campo algebraicamente cerrado. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn]
un ideal, definimos el conjunto de ceros de I como

V(I) = {p ∈ Kn|f(p) = 0 para todo f ∈ I}.

Definición 5.1. Un elemento a en un anillo R se dice nilpotente si
existe n ∈ N tal que an = 0. Una variedad af́ın es un conjunto de la
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forma X = V(I) donde el anillo cociente O(X) = C[x1, . . . , xn]/I, no
tiene elementos nilpotentes no cero.

Ejemplo 5.2. 1. Las hipérbolas y parábolas son ejemplos de varie-
dades afines: por ejemplo V(xy − 1) y V(y − x2) en C2.

2. Kn = V(0) ⊂ Kn es variedad af́ın y O(Kn) = K[x1, . . . , xn].

Similarmente Mn(C) = V(0) ⊂ Cn2
es una variedad af́ın, ya que

O(Mn(C)) = C[xij] es dominio entero.
3. GLn(C) es una variedad af́ın, ya que GLn(C) = V(⟨det · y −

1⟩) ⊂ Cn2+1, donde det = det(x11, . . . , xnn) ∈ C[x11, . . . , xnn, y]
es el polinomio determinante, además no hay elementos nilpoten-
tes no cero en O(GLn(C)) = C[x11, . . . , xnn, y]/⟨det · y − 1⟩ ∼=
C[x11, . . . , xnn,

1
det

].

Definición 5.3. SeanX ⊂ Kn y Y ⊂ Km variedades afines. Un morfis-
mo variedades afines es una función f : X → Y tal que existen elemen-
tos f1, . . . , fm del anillo O(X) que satisfacen f(p) = (f1(p), . . . , fm(p))
para todo p = (a1, . . . , an) ∈ X. Notemos que f ∈ O(X) define un
morfismo f : X → K.

Ejemplo 5.4. El producto de variedades afines es nuevamente una
variedad af́ın y en particular la multiplicación de matrices Mn(C) ×
Mn(C) → Mn(C), (A,B) 7→ AB, y la inversa Mn(C) → Mn(C), A 7→
A−1, son morfismos de variedades afines (véase [2]).

Una variedad af́ın X sobre un campo K puede dotarse con estruc-
tura de espacio topológico considerando sus subvariedades afines como
los conjuntos cerrados y se puede demostrar que los morfismos de va-
riedades afines son funciones continuas en esta topoloǵıa (véase [2]). Si
U ⊂ X es un abierto de esta topoloǵıa definimos el anillo

O(U) = {f : U → K|∃g, h ∈ O(X) con f =
g

h
y h(x) ̸= 0 ∀x ∈ U}.

Definición 5.5. Sea {∗} la variedad af́ın que consiste de un solo punto.
Un grupo algebraico af́ın sobre K es una variedad af́ın G junto con tres
morfismos de variedades afines e : {∗} → G, m : G×G → G, i : G →
G, tal que los siguientes diagramas conmutan,

G×G×G
id×m //

m×id
��

G×G

m
��

G×G m
// G

G
∼=

yy

∼=

%%
{∗} ×G

e×id //

∼=
%%

G×G

m

��

G× {∗}id×eoo

∼=yy
G
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G
∼=

zz

∼=

$$
G

(i,id)
//

��

G×G

m

��

G
(id,i)
oo

��
{∗} e

// G {∗}e
oo

La conmutatividad del primer diagrama implica quem es una operación
asociativa; el segundo diagrama implica que e({∗}) es la identidad de
G; el tercer diagrama implica que i(a) es el inverso de a respecto a m.
Entonces un grupo algebraico af́ın es una variedad af́ın con estructura
de grupo tal que sus operaciones producto e inversos son morfismos.

Definición 5.6. Sean (G,mG), (H,mH) grupos algebraicos afines. Un
morfismo de grupos algebraicos afines es un morfismo de variedades
f : G → H, tal que el siguiente diagrama conmuta

G×G
mG //

f×f
��

G

f
��

H ×H
mH // H,

en particular f es un homomorfismo de grupos. Un isomorfismo de
grupos algebraicos afines es un morfismo de grupos algebraicos biyectivo
cuya inversa es morfismo de grupos algebraicos. Un subgrupo algebraico
de un grupo algebraico G es una subvariedad cerrada H tal que la
inclusión H ↪→ G es un morfismo de grupos algebraicos.

Teorema 5.7 (Véase [9]). Todo grupo algebraico af́ın G sobre un campo
K es isomorfo a un subgrupo algebraico af́ın de GLn(K).

El resultado anterior nos dice que estudiar grupos algebraicos afines
es, hasta isomorfismo, estudiar subgrupos de GLn(K).

Definición 5.8. Un grupo algebraico af́ın se dice reductivo si no con-
tiene ningún subgrupo normal cerrado isomorfo a (Kn,+) donde n ∈ N.

Ejemplo 5.9. GLn(C), SLn(C), C∗, Sn son reductivos (véase [8]).

Definición 5.10. Sea G un grupo algebraico af́ın y X una variedad
af́ın. Un morfismo de variedades σ : G × X → X se dice una acción
algebraica si hace conmutar los diagramas

{∗} ×X
e×idX //

∼=
%%

G×X

σ

��

y G×G×X
idG×σ//

mG×idX
��

G×X

σ

��
X G×X σ

// X.
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Notemos que una acción algebraica es en particular una acción, por
lo que podemos hablar de sus órbitas, estabilizadores y de su conjunto
de órbitas. Si G es un grupo algebraico af́ın, la acción se dice ser acción
lineal, este término se utiliza más generalmente cuando la acción viene
dada por una representación de G, es decir, actúa como multiplicar ma-
trices. En adelante, solamente consideraremos grupos algebraicos afines
y acciones lineales.

Sean σX : G ×X → X y σY : G × Y → Y acciones algebraicas, un
morfismo f : X → Y se dice G-equivariante si el diagrama

G×X
idG×f //

σX

��

G× Y

σY

��
X

f // Y,

conmuta. Además f es llamado G-invariante si es equivariante respecto
a la acción σY : G× Y → Y proyección a la segunda coordenada.

El siguiente resultado resume la geometŕıa de las órbitas de una ac-
ción.

Lema 5.11 ([6, lema 3.7]). Sea G un grupo algebraico af́ın actuando
algebraicamente en una variedad algebraica X y sea x ∈ X.

1. La órbita O(x) es abierta en su cerradura O(x).
2. La órbita O(x) es una variedad algebraica suave.
3. La dimensión de la órbita dimO(x) = dim(G)− dim(Est(x)).

4. O(x) \O(x) es unión de órbitas de dimensión más pequeña que la
de O(x).

5. Existe una órbita cerrada en O(x).

Ejemplo 5.12. La conjugación de matrices es una acción algebraica.
En el estudio GIT que hicimos en la sección 4, mostramos que las órbitas
cerradas son las de matrices en D, las órbitas cerradas de dimensión
máxima n2 − n se alcanza en B y definimos el morfismo φ : Mn(C) →
Cn, M 7→ (g1(M), . . . , gn(M)) el cual es GLn(C)-invariante.

Observación 5.13. Una acción algebraica de G en X induce una ac-
ción (derecha) en el anillo O(X) mediante

O(X)×G → O(X)

(f(x), g) 7→ g · f(x) = f(g−1 · x).

Los elementos G-invariantes son el anillo O(X)G := {f ∈ O(X) |
g · f = f para todo g ∈ G}. Similarmente, si U ⊂ X es un abierto tal
que G ·U ⊂ U , entonces G actúa en OX(U) y denotamos como OX(U)G

al conjunto de elementos invariantes de O(U).



38 GRACIELA REYES A., JUAN VASQUEZ A. Y KENIA ZARATE B.

Ejemplo 5.14. Para la conjugación de matrices mostramos que el ani-
llo de invariantes es C[xij]

GLn(C) = C[g1, . . . , gn] ∼= C[x1, . . . , xn]
Sn =

C[f1, . . . , fn], donde los gi ∈ C[xij] son los polinomios de grado i que
definen los coeficientes del polinomio caracteŕıstico de una matriz y los
fi’s son los polinomios simétricos elementales (teorema 4.8).

Definición 5.15. Un cociente categórico para una acción de G en X es
un morfismo G-invariante φ : X → Y de variedades tal que para todo
morfismo G-invariante f : X → Z existe un único morfismo h : Y → Z
que satisface φ = h ◦ f . Si además la preimagen de cada punto en Y
consiste de una sola órbita diremos que φ es un espacio de órbitas.

Definición 5.16. Un morfismo φ : X → Y es un cociente bueno para
la acción de G en X si satisface,

1. φ es G-invariante.
2. φ es sobreyectivo.
3. Si U ⊂ Y es un subconjunto abierto, entonces el morfismoOY (U) →

OX(φ
−1(U)) es un isomorfismo sobre las funciones G-invariantes

OX(φ
−1(U))G.

4. Si W ⊂ X es un subconjunto cerrado G-invariante de X, su ima-
gen φ(W ) es cerrada en Y .

5. Si W1 y W2 son dos subconjuntos cerrados G-invariantes y disjun-
tos, entonces φ(W1) y φ(W2) son disjuntos.

6. La preimagen mediante φ de todo abierto af́ın es un abierto af́ın.

Al par (φ, Y ) se le llama Cociente GIT, y a la variedad Y se le denota
como X//G. Si además, la preimagen de cada punto es una sola órbita,
entonces decimos que φ es un cociente geométrico.

Estamos listos para enunciar el teorema de la existencia de cociente
bueno para variedades afines:

Teorema 5.17 (Existencia del cociente af́ın [6, teo. 3.5]). Sea G un
grupo reductivo actuando linealmente sobre una variedad af́ın X. En-
tonces existe una variedad af́ın Y y un morfismo φ : X → Y tal que el
par (φ, Y ) es un cociente bueno.

Idea de la demostración. Sea G×X → X la acción de G en X y consi-
deramos la acción inducida en O(X). Como G es reductivo O(X)G es fi-
nitamente generado ([1, cap. 4]) y existen polinomios h1 . . . , hn ∈ O(X)
tales que O(X)G = C[h1, . . . , hn]. Consideremos I como el ideal de rela-
ciones polinomiales del conjunto {h1, . . . , hn}, I = {s ∈ C[y1, . . . , yn] |
s(h1, . . . , hn) = 0} entonces se puede mostrar que Y = V(I) y φ : X →
Y, x 7→ (h1(x), . . . , hn(x)) definen un cociente bueno.

Ejemplo 5.18. 1. El ejemplo 2.1 es un caso de un grupo algebraico
no reductivo actuando en una variedad af́ın. Su anillo de invarian-
tes es C[x, y]C = C[x] y se puede definir un morfismo C-invariante
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sobreyectivo C2 → C, (x, y) 7→ x, pero no existe un cociente bueno
(véase [9, ej. 4.3.4]), por lo que en particular la reductividad es una
hipótesis necesaria.

2. En el ejemplo 2.2 tenemos un grupo reductivo actuando en una
variedad af́ın. Su anillo de invariantes es C[x, y]C∗

= C[xy] y el
cociente GIT está dado por φ : C2 → C, (x, y) 7→ xy (véase [9, ej.
4.3.3]).

Finalmente, de nuestro análisis GIT de la conjugación de matrices
(sección 4), se tiene que el anillo de invariantes de esta acción está dado
por C[xij]

GLn(C) = C[g1, . . . , gn] donde los polinomios g1, . . . , gn definen
los coeficientes del polinomio caracteŕıstico de una matriz en Mn(C).
Ahora definimos el siguente morfismo

φ : Mn(C) → Cn = Mn(C)//GLn(C)
A 7→ (g1(A), . . . , gn(A)),

donde Cn es el cociente GIT. Se puede verificar que este morfismo es
GLn(C)-invariante y es sobreyectivo. Las fibras de φ son uniones de
órbitas, es decir, de clases de conjugación de matrices que tienen los
mismos valores propios. Del teorema 5.17, podemos concluir que el par
(φ,Cn) es un cociente bueno para esta acción.
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