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El toro es la superficie que resulta de hacer girar una circunferencia
alrededor de un eje que no la corta. Varios objetos cotidianos tienen
forma de toro: la dona (hueca), el aro salvavidas, una cdmara de llanta,
etc. La palabra «toro» proviene del latl'lﬂ torus, que significa protube-
rancia o elevacion curva.

Figura 1. Salvavidas con forma de toro.

En este articulo estamos interesadas en estudiar el toro como objeto
topoldgico y a sus simetrias. Un grupo que captura estas simetrias es el

Palabras clave: superficies topoldgicas, toro topoldgico, simetrias, grupos modulares de super-
ficies, mapping class groups.
1Otra acepcién comin, muy distinta, de «toro» proviene de la raiz latina taurus.
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grupo modular del toro que definiremos en la seccion 2 y probaremos que
es isomorfo al grupo especial lineal SLy(Z). En particular, estudiaremos
conjuntos generadores en la seccion 3 y describiremos una presentacion
del grupo modular del toro en la seccién 4.

La perspectiva que hemos elegido sirve de punto de partida al es-
tudio de los grupos modulares de superficies, llamados ‘mapping class
groups’ en inglés. Estos grupos capturan las simetrias de las superficies
topoldgicas. De hecho, varias de las propiedades que seran menciona-
das, asi como las técnicas usadas para las demostraciones de las mismas,
se generalizan a grupos modulares de superficies compactas de género
mayor.

En nuestra exposicién asumimos familiaridad con nociones bésicas de
topologia de conjuntos, teoria de grupos, grupo fundamental y teoria
de cubrientes.

1. El toro topoldgico

Empezaremos por introducir nuestro objeto de interés. Consideremos
los siguientes espacios topoldgicos:

a) La superficie de revolucién obtenida al hacer girar una circunfe-
rencia alrededor de un eje que no la corta; véase la figura 2] Esta
superficie estd contenida en R? y es un espacio topolégico con la
topologia de subespacio. Consideramos una circunferencia de ra-
dio 7 en el plano zz con centro (R,0,0) y la giramos alrededor
del eje z, entonces las ecuaciones paramétricas que definen a esta
superficie son x = cosf - (R+rcosyp), y =sinf - (R+rcosy) y
z=rsing ,donde 0 <r < Ry6,pel0?2m).

Figura 2. El toro como superficie de revolucién.

b) El cuadrado con lados opuestos identificados y la topologia cocien-
te. Es decir, [0,1] x [0, 1] € R? médulo la relacién de equivalencia,
donde (0,t) ~ (1,t) y (t,0) ~ (£,1) si 0 < t < 1 y también
(s,t) ~ (s,t) sis,t#0,1. Véase la figura[3
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-\\) ’ = O
Figura 3. Cuadrado con lados opuestos identificados.

c) El espacio de Z>2-6rbitas, R?/Z2. El grupo Z? acttia libremente en
el plano R? via

(n,m) - (z,y) = (z +n,y +m), donde (n,m) € Z* y (z,y) € R*.

Consideramos al conjunto de érbitas R?/Z? con la topologia co-
ciente. La proyeccién natural

p:R?* = R?*/Z* dada por p(z,y) = [(x,7)] (1)

es una funcién cubrienteEl regular con grupo de transformaciones
cubrientes Deck(p : R? — T?) = Z2. Véase la figura [4]

d) El espacio S* x S! con la topologia producto, donde la circunfe-
rencia S' = {(z,y) € R?: 22 + y?> = 1} C R? tiene la topologia de
subespacio.

Todos los espacios topoldgicos descritos anteriormente son homeo-
morfos ({puedes probarlo?). Llamaremos toro topoldgico o toro a cual-
quiera de las descripciones anteriores y lo denotaremos por T?. El toro es
un ejemplo de superficie topoldgica: es un espacio topoldgico localmente
homeomorfoﬂ a R?, Hausdorff, segundo numerable y conexo. Ademis,
T? es orientable (no tiene una banda de Mobius encajada), compacto
y es una superficie sin frontera.

Las superficies topoldgicas compactas estan clasificadas en clases de
homeomorfismos. El teorema de clasificacion de superficies compactas

2La funcién p es cubriente, es decir, es una funcién continua y suprayectiva tal que para todo
[(z,y)] € R?/Z? existe una vecindad abierta U con p~!(U) = Ll,en Vi, donde ply,, : Vo — U es
un homeomorfismo para todo n € Z.
Dado que R? es simplemente conexo (tiene grupo fundamental trivial), es el cubriente universal
de R2/Z2 y p es una funcién cubriente regular. Para mds informacién sobre teoria de espacios
cubrientes ver [I2, Caps. 9y 13] y [6 §1.3].

3Para todo punto en T? existe una vecindad abierta homeomorfa a R2. De las descripciones
anteriores del toro no es dificil probar que esta propiedad se satisface.
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establece que toda superficie compacta, orientable y sin frontera es ho-
meomorfa a la esfera o a Xy, la suma conexcﬁ de un nimero finito g > 1
de toros topoldgicos. Recomendamos al lector el articulo de Zeeman [16]
para una introduccién amigable del tema (véase también [12, Cap. 12]).
En esta clasificacién el toro T? es ¥, la superficie orientable estandar
de género g = 1.

En la siguiente seccién serd ttil considerar la descripcién del inciso c)
del toro, donde T? = R?/Z?. Esta perspectiva nos permite un andlisis
de las simetrias de T? a través de las simetrias de R? por medio de la
funcién cubriente p : R? — T? descrita en ([1)).

Definicién 1.1. Una curva cerrada en el toro T? es una funcién
continua

v :[0,1] = T? tal que v(0) = ~(1).
Si ademéds la funcién v es inyectiva en (0,1), entonces decimos que =y

es una curva cerrada simple (c.c.s.). Abusando de la notacién, ~
denotard en ocasiones a la funcién y en otras a su imagen en T2,

Sea (n,m) € Z x Z, definimos la curva £, ) : [0,1] — R?, donde
Cinmy(t) = t(n,m) para cada t € [0, 1]

y con la funcién cubriente p : R? — T? definimos la curva
Ynm) © [0,1] = T? dada por

Yinm) (t) = P 0 Ly (t) para cada t € [0,1]. Véase la figura

Figura 4. La curva {(; 2) en R? define, via la funcién p, lac.cs. y1,2) en T2.

Definicién 1.2. Decimos que (n,m) € 7Z X Z es primitivo si
med(n,m) = 1.

Como (n,m) € Z x Z, la curva 7(,m) es cerrada. Ademds, si (n,m) es
primitivo, 7(, m) es una c.c.s. en T? (;por qué?). De hecho, puede usarse

4Una suma coneza de dos superficies es la superficie obtenida tras eliminar un disco abierto en
cada superficie y ‘pegar’ las fronteras que estas eliminaciones producen (véase [12| Cap. 12]).
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la teoria de espacios cubrientes para mostrar que se tiene la siguiente
biyeccién:
Elementos primitivos Clases de homotopia no triviales
{ de Z X Z } { de c.c.s. orientadas en T? } (2)
para mds detalles véase [4, Prop. 1.5].
Tomemos xg = p(0,0) = [(0,0)] € T? como punto base. El grupo
fundamentalﬂ del toro esta dado por

m(T? x0) 2Z x Z = {(a,b:aba 'b™' = 1). (3)

Este resultado puede obtenerse de la teoria de espacios cubrientes o
utilizando el teorema de Seifert-Van Kampen; véase por ejemplo [12],
Cap. 12] y [6, §1.2]. Los generadores preferidos para m(T?, %) serdn
las clases de homotopia a = [a] y b = [f] de las curvas o = 71,9
y B = 70,1), mismas que se ilustran en la figura |5, El isomorfismo
m(T?,x¢) & Z x Z estd dado por a+ (1,0) y b — (0,1).

Figura 5. Las clases de homotopia de las curvas a y 3 generan 71 (T?, xo).

2. Simetrias del toro

En la seccién anterior introdujimos al toro topolégico T? como un es-
pacio topoldgico homeomorfo a cualquiera de las descripciones a), b),
c) y d). Estamos interesadas en estudiar las simetrias de T?: las trans-
formaciones del toro que preservan su estructura topolégica. Algunas
de estas simetrias estan dadas por transformaciones rigidas como rota-
ciones y reflexiones. En general, en el contexto topoldgico, las simetrias
pueden deformar continuamente al espacio y se permite estirarlo o do-
blarlo, pero no cortarlo. Los homeomorfismos de T? en si mismo son
precisamente las transformaciones de T? que capturan estas simetrias.

5Recordemos que el grupo fundamental de un espacio X con punto base zg € X, denotado
por w1 (X, zo), se define como el conjunto de clases de homotopia de caminos v : [0,1] = X con
~v(0) = (1) = zo (curvas cerradas basadas en xg) con el producto inducido por la concatenacién
de caminos.

Dos curvas o caminos 1,72 : [0,1] — T2 son homotdpicas si existe una funcién continua
H :[0,1] x [0,1] — T2 tal que H(0,-) = v1(-) y H(1,-) = y2(-). Si ademds se tiene H(t,0) =
H(t,1) = zo para todo t € [0, 1], decimos que H es una homotopia de caminos. Véase [12], Cap. 9]
o [6, Caps. 0y 1].
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Ejemplos de homemorfismos del toro

Si consideramos la descripcion del toro como superficie de revolu-
cién, las rotaciones a lo largo del eje z definen homeomorfismos de
T? que preservan la orientacién. Véase la figura .

La rotacién en R? por un éngulo de 7/2 con respecto al origen
induce una simetria en el toro T?, via la funcién cubriente p. Este
homeomorfismo preserva la orientacién y tiene orden 4. Asimismo
la reflexién en R? a lo largo del eje y induce una simetria de orden 2
en el toro, pero esta no preserva la orientacion. ;Puedes encontrar
una simetria del toro de orden 67

Sea D? = {z € C : |z] < 1} el disco unitario cerrado. Para ca-
da funcién ¢ : [0,00) — [0,00) continua, estrictamente creciente,
donde ¢g(0) =0, g(1) =1y g(t) - cosit — oo (e.g. g(t) = t"
para algin n € N), podemos definir el homeomorfismo

F,:D* — D? dado por =z~ g(|z|)z,

tal que preserva la orientacion y es la identidad en la frontera del
disco. Encajando el disco D? en el toro T? (jhay muchas maneras de
hacerlo!), podemos definir un homeomorfismo en T? extendiendo
a la funcién F, por la identidad.

Giros de Dehn en el toro. Sea v una c.c.s. en T? con clase de
homotopia no trivial y consideremos una vecindad regularﬂ ce-
rrada N(vy) de 7, misma que podemos identificar, a través de
un homeomorfismo ¢ que preserve la orientaciéon, con el anillo
A :=S! x [0,1]. El giro de Dehn a lo largo de v se define como el
homeomorfismo que preserva orientacion, T, : T? — T? dado por

v six ¢ N(y),

T, (x) = o ltoTop(xr) sizeN(y),

donde T : A — A estd dado por T(e*™ t) = (e?(%+)) ¢). En
particular, consideremos « y [ las curvas cerradas simples de la
figura . Los giros de Dehn T}, y T son homeomorfismos del toro
que satisfacen lo siguiente (véase la figura @:
— El homeomorfismo 7, (resp. 1) manda a la curva « (resp. ()
a una reparametrizaciéon de la curva « (resp. f3).
— El giro de Dehn T,, (resp. T3), deja fija a la curva 8 (resp.
«) fuera de la vecindad regular y en la vecindad regular da

SUna vecindad regular N de v en T? es una subsuperfice de T2 que es una vecindad abierta
de v y tal que la inclusién ¢ : v < N es un retracto por deformacion fuerte. La vecindad regular
cerrada N(7) es la cerradura de N. Puesto que T? es orientable, N(y) es homeomorfa al anillo
A. Para leer mds sobre vecindades regulares véase, por ejemplo, [8] o [7, §4.5] para vecindades
regulares suaves.
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una vuelta «siguiendo» a « (resp. ) en direccién de la mano
derecha.

Figura 6. Giros de Dehn T, y Tj en TZ.

Notemos que la definicién del homeomorfismo 7', depende de la
eleccién de vecindad regular cerrada N(7), del homeomorfismo ¢
y de la direccion de las curvas a y .

Consideremos el conjunto
Homeo(T?) = {F : T* — T*: F es un homeomorfismo}.

Este conjunto tiene estructura de grupo con la operacién ‘composi-
cién de funciones’ y es un grupo topolédgico con la topologia compacto-
abiertl| (véase por ejemplo [I, Teo. 4]). Centraremos nuestra atencién
en el subgrupo topolégico Homeo™ (T?) de homeomorfismos que preser-
van la orientacién. Como lo ilustran los ejemplos anteriores Homeo™ (T?)
es un grupo muy grande. ;Qué tan distintos son estos homeomorfismos?
Consideraremos que dos homeomorfimos son equivalentes si podemos
«deformar continuamente» uno en otro. De manera mas precisa:

Definicién 2.1. Sean F,G € Homeo™ (T?), diremos que F y G son
isotépicos, y escribimos F' ~ G, si existe una isotopia de F' a G; es
decir, una funcién H : [0,1] x T? — T? continua tal que
a) HO,)=F(-)y H(1,-) = G(-), i. e. H es una homotopia entre F'
y G.
b) H(t,-) : T? — T? es un homeomorfismo que preserva la orientacién
para toda t € [0, 1].

Equivalentemente, F' ~ G si estan en la misma componente arco-
conexa de Homeo™ (T?) (;por qué?). Denotamos por [F] a la clase de
isotopfa de F' € Homeo™ (T?).

"La topologia compacto-abierta es una topologia definida en el conjunto de funciones con-
tinuas entre dos espacios topolégicos. En el caso de Homeo(T?), denotamos por V(K,U) =
{F € Homeo(T?) : F(K) C U}, donde K,U C T2 son conjuntos compacto y abierto, res-
pectivamente. La topologia compacto-abierta de Homeo(T?) tiene por subbase a la coleccién
{V(K,U) : K C T? compacto y U C T? abierto}.
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Observacién 2.2. El grupo topolégico Homeo™ (T?) es localmente
conexo (véase por ejemplo [5, Teo. 1]). En particular, esto implica
que las componentes conexas y componentes arcoconexas coinciden en
Homeo™ (T?). Denotamos por Homeog (T?) a la componente conexa de
Homeo™ (T?) que contiene a la funcién identidad, id : T? — T2,

Por la observacién anterior
Homeo{ (T?) = { ¥ € Homeo™ (T?) : F ~id} .

Todos los homeomorfismos de los ejemplos 1) y iii) anteriores son isotOpi-
cos al homeomorfismo identidad (jcudles son las homotopias?), asi
que pertenecen a Homeog (T?). El lector puede probar que el conjunto
Homeog (T?) es un subgrupo normal de Homeo™ (T?).

Definicién 2.3. El grupo modular del toro es el grupo cociente
Mod(T?) = Homeo™ (T?)/Homeog (T?).

El grupo Mod(T?) es también llamado grupo modular de Teichmuiiller
de T? o grupo de homeotopias de T? y en inglés se conoce con el nombre
de mapping class group de T?. Otras notaciones comunes son M CG(T?),
MCG(El), MOd(Zl), MOdl, Fl'

Observacién 2.4. Si consideramos el cociente del grupo Homeo™ (T?)
por la relacién de equivalencia dada por homotopia (i. e. solo consi-
deramos la condicién a) en la definicién [2.1), resulta que obtenemos
un grupo isomorfo a Mod(T?); véase por ejemplo [4, Teo. 1.12] y las
referencias ahi citadas.

En Mod(T?) los giros de Dehn estan bien definidog?|y solo dependen
de la clase de homotopia de la c.c.s. Denotaremos por T, y T} a los
giros de Dehn en Mod(T?) correspondientes a las clases [T,] v [Ts],
respectivamente; véase la figura [6]

Con la topologia cociente, Mod(T?) es un grupo discretﬂ (;por qué?)
que captura las simetrias del toro. El grupo Mod(T?) tiene elementos
de torsion (;puedes identificarlos?) y ademés es isomorfo a un grupo de
matrices como describiremos a continuacion.

Definicién 2.5. El grupo especial lineal SIy(Z) se define como el
conjunto de matrices de tamano 2 x 2 con entradas enteras y determi-
nante igual a 1, es decir

SLy(Z) = {(ﬁ z) . ab,c,d €7, ad—bc:l},

8La clase [Ty] en Mod(T?2) no depende de la eleccién de vecindad regular cerrada N(v) y solo
depende del tipo de homotopia de la c.c.s. v. Esto puede probarse usando la unicidad, hasta por
isotopia, de vecindades regulares; véase por ejemplo [T, Teo. 4.5.3] para el caso suave.

9Todos los puntos de Mod(T?) son conjuntos abiertos.
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con la operacion dada por la multiplicacién usual de matrices.
Teorema 2.6. El grupo Mod(T?) es isomorfo a SLy(Z).

Esbozo de la demostracion. Para establecer el resultado definiremos
una funcién de Mod(T?) a SLy(Z) y describiremos los pasos para probar
que es un isomorfismo.

Sea f € Mod(T?) y x¢ = [(0,0)] € T? Consideremos un representan-
te F': T? — T? de f tal que F(x¢) = Xo. El homomorfismo inducido
en el grupo fundamental del toro F, : m(T? x¢) — 71(T? %x¢) es un
isomorfismo.

La eleccién de generadores preferidos a y b para m;(T?,xq) en el
isomorfismo ((3) nos permite asociar a F, una matriz invertible Ap en
GL2(Z). Las columnas de la matriz A son los elementos primitivos que
corresponden a F,(a) y F.(b), respectivamente (usando la biyeccién
®).

Consideremos la funcién
¢ Mod(T?) — GLy(Z) dada por f = [F] — Ap.

La funcion ¢ estd bien definida. Dados dos homeomorfismos F; y Fb
de T?, que fijan el punto base xg, tales que f = [F}] = [F,] € Mod(T?),
existe una homotopia entre estos (y puede escogerse tal que fije el punto
base xo para todo ¢t € [0,1]). Entonces los isomorfismos inducidos en
grupo fundamental son iguales y Ap, = Ap,.

La funcion ¢ es un homomorfismo de grupos. Sean f,g € Mod(T?)
y sean F'; G homeomorfismos representantes de f y g respectivamente,
tales que F'(xg) = xo y G(x0) = Xo. Puesto que (Go F), = G, 0 F,, la
matriz asociada a la composicién es el producto de las matrices asocia-
das a cada una de las funciones y por lo tanto ¢ es un homomorfismo.

La imagen de ¢ es tal que Im (¢) C SLy(Z). Sea f € Mod(T?) y
sea F' un homeomorfismo tal que [F] = f. Entonces F preserva la
orientacién y el ntimero de interseccién algebraico. Para T?, el niimero
de interseccion algebmz'cﬂ es una forma bilineal antisimétrica i(-,-) en
71(T? xo). Informalmente, cuenta los puntos de interseccién signados
de dos clases de homotopia de c.c.s. orientadas y es preservado por
homeomorfismos que preservan la orientacion. Luego, puede probarse
que si ¢(f) = Ap = (2}), entonces

1 =i(a,b) =i(F.(a), Fi(b)) =i((a,b),(c,d)) = ad — bc.
Las clases de homotopia a y b tienen la orientacién inducida por la
orientacién usual de R?. La ultima igualdad se demuestra utilizando

teoria de espacios cubrientes y la correspondencia . Asi, concluimos

que det Ap = 1y por ende ¢(f) = Ar € SLo(Z).

10Para una definicién formal ver por ejemplo [} §1.2.3 y §6.1].
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La funcion ¢ es suprayectiva en SLy(Z). Sea D = (4 ) € SLa(Z),
definimos

Fp : R? = R? dado por (z,y) — (az + by, cx + dy).
La funcién Fp es un homeomorfismo y satisface
ﬁD © T(n,m) = T(an+bm,cn+dm) © ﬁDv para todo (n7 m) € Z27

en donde T(,m) € Deck(p : R* — T?) estd dada por Tinm(z,y) =
(x +n,y +m). Como p : R?> — T? es una funcién cubriente regular
podemos definir

Fp : T?> — T? dado por Fp([z,y)] = [(az + by, cx + dy)].

La funciéon Fp es un homeomorfismo que preserva orientacion y el si-
guiente cuadrado

R? 0, g2

TQ Fp TQ

conmuta. Luego, Fp es el tinico levantamiento de Fp tal que F. p(0,0) =
(0,0). Entonces, ¢([Fp]) = D y se sigue que ¢ es suprayectiva en
SLy(Z).

La funcion ¢ es inyectiva. Sea f € ker(¢). Tomemos F' un represen-
tante de [y F el tinico levantamiento de F' tal que ﬁ(0,0) = (0,0).
Debemos probar que [F] = [id] € Mod(T?). Consideramos la homotopia
U :[0,1] x R2 — R? dada por

Ut (z,y)) = Uz, y) = (1 — ) F(z,y) + t(z,y).

Dado que Ap = ({9), se tiene que T, © F=Fo Tin,m) Para toda
transformacion cubriente T, ,,,). Entonces,

ﬁt o T(n,m) = T(n’m) o ﬁt, para todo t € [0, 1}

y U es el levantamiento de la homotopia U : [0, 1] X T? — T? entre F
y la funcién id : T? — T? dada por U(t, [(z,v)]) = [U(z,y))]. O

Detalles de la prueba completa pueden encontrarse en [13, Cap. 5].
Una prueba alternativa de la inyectividad puede obtenerse usando el
método de Alexander (véase por ejemplo |4, §2.2.4]).

Si se consideran todas las simetrias del toro, incluyendo las que revier-
ten orientacién, se puede definir el grupo modular extendido Mod™ (T2).
Con un argumento similar al anterior se puede probar que Mod® (T?) 22

GLo(Z).



PRESENTANDO AL TORO Y SUS SIMETRIAS 45

3. Generando las simetrias del toro

En esta seccién demostraremos que el grupo SLo(Z) es finitamente gene-

rado y daremos conjuntos explicitos de matrices generadoras. Finalmen-

te, utilizando el isomorfismo Mod(T?) = SLy(Z) de la seccién anterior

veremos a cudles simetrias del toro corresponden estos generadores.
En SLy(Z), consideremos las siguientes matrices:

=0 1) m=(aa) r=( ) v oe=(0 ),

El grupo SLy(Z) actia en si mismo por multiplicacién izquierda. En
particular, para cada n € Zsi, las matrices P y A" actiian en SLy(Z)
de la siguiente manera:

a b\ (—c —d nfa b\ f[a+nc b+nd
P(c d)_<a b)yA(c d>_< c d>'

A continuacién veremos cémo podemos usar esta accién para probar
que SL(Z) es finitamente generado. Esta prueba estd basada en [3].

Teorema 3.1. SLy(Z) estd generado por las matrices A y P.

Demostracion. Sean A 'y P los elementos de SLy(Z) definidos al prin-
cipio de la secci6n, el subgrupo (4, P)gy, 7 estd contenido en SLy(Z).
Ahora probemos que si

S = (Z Z) € SLy(Z),

entonces S puede expresarse en términos de potencias de A y P. Note-
mos que es suficiente demostrar que cuando A y P actiian en la matriz
S por multiplicacién izquierda podemos llegar a una matriz 7" tal que la
entrada inferior izquierda es igual a cero. Como T' € SLy(Z), entonces
tiene entradas enteras y determinante igual a 1, luego

1 n , (-1 —n
r=(p 1) 7= 7)

y entonces T = A" 6 T = P?A"™ para algin n € Z.

Para llegar a la matriz T' comparamos los valores absolutos de las
entradas inferiores izquierdas. Si |a| > |¢|, entonces por el algoritmo de
la divisién existen ¢, r € Z tales que a = cq +r con 0 < |r| < |¢|, luego

_ 1 —q\ [a b a—qc b—qd r b—qd
q — — —
s =g ) (0 a) = () = (0T
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donde A79S tiene la entrada superior izquierda igual o méas pequena
en valor absoluto que la entrada inferior izquierda. Aplicamos P y ob-
tenemos que

—d

—qa_ [—C
PA s_(r _

) , donde | — ¢| > |r]|.

Usamos el algoritmo de la division nuevamente en |—c| y |r|. Repitiendo
el procedimiento un nimero finito de veces obtendremos la matriz T’
antes mencionada.

Asi, cualquier matriz de S € SLy(Z) se puede expresar en términos
de las matrices A, P, es decir SL»(Z) esté contenido en (A, P)g; . U

Ejemplo 3.2. Escribamos a la matriz

5= (123 f) € SLy(Z)

en términos de las matrices A y P. Como 13=2(6)+1, entonces

(96

o [—2 -1
racs= (7).

Dado que -2=1(-2)+0, consideramos

2 pasa_ (0 —1
A*PA S(l O)'

Asi la matriz T = PA*2PA®S = —Id = P? y tenemos que S =
AP~ A2 P como desedbamos.

Del teorema sabemos que SLy(Z) = (A, P>SL2(Z) y tenemos que
A=P'Q y P=(ABA)™..

luego

Ademas, las matrices P y () son de orden 4 y 6, respectivamente, y las
matrices Ay B tienen orden infinito. Entonces, obtenemos los siguientes
conjuntos de generadores explicitos para SLa(Z).

Corolario 3.3. SLy(Z) estd generado por las matrices P y QQ de orden
finito.

Corolario 3.4. SLy(Z) estd generado por matrices A y B de orden
infinito.

Finalmente, nos interesa saber a cudles simetrias del toro corres-
ponden las matrices generadoras. Bajo el isomorfismo ¢ : Mod(T?) —
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SLy(Z) del teorema resulta que las matrices A y B corresponden a
los giros de Dehn de la figura [6}

11 1 0
Tar—>A:(0 1) y Tbr—>B:<_1 1).

Para probarlo se pueden considerar los isomorfismos inducidos en el
grupo fundamental por T, y T}, y obtener la matriz correspondiente.
Asi podemos concluir lo siguiente.

Teorema 3.5. El grupo modular del toro Mod(T?) estd generado por
los giros de Dehn T, y Ty.

LA cudles simetrias del toro corresponden las matrices de generadoras
de orden finito P y Q)7

4. Presentando las simetrias del toro

En esta seccién describiremos como obtener una presentacion ﬁm’tﬂ
del grupo Mod(T?). La estrategia consiste en estudiar la accién de
SLy(Z) en un érbol particular, el llamado drbol de Farey. Las propieda-
des de esta accion permiten utilizar la teoria de drboles desarrollada por
Jean Pierre Serre en [15] para obtener una presentaciéon de SLy(Z) con
generadores Py (), las matrices de orden finito descritas en la seccion
pasada.

Definicién 4.1. La grafica de Farey F tiene por conjunto de vértices
V(F) :={(n,m) € Z* : (n,m) es primitivo } / ~,

donde la relacién de equivalencia ~ estd dada por (n,m) ~ (—n, —m)
para cada (n,m) € Z* y denotamos a cada clase de equivalencia por
+(n,m). El conjunto de aristas de F esta dado por

E(F) = {{£(p,q), £(r,s)} : det (§5) = £1}.

Para dibujar la grafica de Farey F iniciamos con los vértices vecinos
+(0,1) y £(1,0) y la arista que los conecta. Notamos que para esa
arista existen dos (y solo dos) vértices de F adyacentes a ambos, a
saber, +(1,—1) y +(1,1). En general, para cada arista en F existen

HUna presentacién es una forma de definir un grupo G mediante la especificacién de dos

conjuntos:

e El conjunto S de generadores: todo elemento de G puede expresarse como producto de

elementos de S.

e El conjunto R de relaciones: definen igualdades entre elementos del grupo G.
De manera més precisa, decimos que un grupo G tiene una presentacién (S|R) si G = F(S)/{{R)),
donde F'(S) es el grupo libre generado por S, el conjunto R C F(S) y ((R)) es el subgrupo normal
de F'(S) generado por R. La presentacién (S|R) es finita si S y R son conjuntos finitos. Para mds
detalles véase por ejemplo [10, §2.2] o [12] §69].
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dos (y solo dos) vértices adyacentes a los vértices finales de esa arista.
De este modo vemos que se forman dos triangulos adyacentes a dicha
arista (véase la figura . Puede probarse también que cada vértice de
F tiene grado infinito. Véase [2], [11] y [I3, Cap. 2].

Observacion 4.2. Otra manera de construir la grafica de Farey con-
siste en considerar el grafo de curvas ‘modificado’ C(T?). Los vértices de
C(T?) son clases de homotopia (no triviales) de c.c.s. en T? y tenemos
una arista entre dos clases de homotopia de c.c.s. ¢ y d si existen c.c.s
representantes v y 7, respectivamente, que se interesecan exactamente
en un punto. Para ver que C(T?) coincide con F se utiliza la biyeccién
. Para leer mas sobre complejos de curvas en superficies véase [4,
§4.1] y [14].

£(1,0)
£(3,-1), ° o3 1)
+(2,-1)e ot(2,1)
+(3,—2)® 0+(3,2)
+£(1,-1)® e+(1,1)
+(2,-3)® ®+(2,3)
+(1,-2)® o+ (1,2)

i(l,—S’ i(gl) o+(1,3)

Figura 7. Algunos vértices y aristas de la grifica de Farey F.

A partir de la grafica de Farey podemos construir el complejo de Farey
C. Consideramos a F como el 1-esqueleto de C, entonces el complejo
de Farey se obtiene de adjuntar un triangulo (una 2-celda) por cada
tres vértices adyacentes en F. Denotemos por 7(C) al conjunto de
triangulos de C.

Definicién 4.3. El arbol de Farey 7T se define como la grafica cuyo
conjunto de vértices y conjunto de aristas son

V(T)=EF)UT(C)y
E(T) = {{w,t} :w e E(F), teT(C) ywCt},
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respectivamente. Es decir, los vértices de T son las aristas de F y los
triangulos de C y en las aristas de T conectamos un vértice correspon-
diente a w € £(F) con un vértice correspondiente a t € 7(C) siempre
que w sea una arista del tridangulo t en C.

Figura 8. Algunos vértices y aristas del arbol de Farey T .

Denotaremos por p y q a los siguientes vértices del arbol de Farey

T:
Pp= {i(lv())’ ﬂ:(O, 1)} y 9= {:l:(la 0)7 :t(()? 1)7 j:(la 1)}

y a la arista que conecta a p con q en T la denotaremos por e. En la
figura[§sobreponemos algunos vértices y aristas de T~ sobre la gréfica de
Farey. La manera en que construimos el arbol de Farey T nos permite
distinguir entre dos tipos de vértices adyacentes: los provenientes de
aristas de F (representados con e) y los que corresponden a tridngulos
de C (representados con x).

Se puede demostrar que existe un unico camino que conecta a p con
cualquier otro vértice de T, este resultado implica que T es un arbol.

Proposicién 4.4. La grdfica T es un drbol (una grdfica conexa sin
ciclos).

Para un esbozo de la prueba de esta proposicion véase [2], §3.1], los
detalles estan incluidos en [13, Cap. 2].

El grupo SLy(Z) actia en:

e La grifica de Farey F.Sean S = (¢ %) € SLyo(Z) y £(p,q) € V(F),

entonces consideramos

S (£(p.q)) = £(p.q)S".
Esta accién en vértices respeta adyacencia de vértices en F e
induce una accion en las aristas de F.
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e FEl complejo de Farey C. Esta accién es inducida por la definicién
anterior; basta probar que la accion manda tridngulos a triangulos
y no tridngulos en no tridngulos (véase la ﬁgura@. Esto se cumple
pues un triangulo esta formado por aristas adyacentes dos a dos.

a b
= c_d
i(IP"‘T.‘I"'S) +(alp + q) +b(r‘+s)‘c(p+q) + d(r + 8))
’ . o
+=(p, q) +(r, s) +(ap + bq, cp + dq) +(ar + bb.,C‘r‘ + ds)

Figura 9. Accién de SL2(Z) en el complejo de Farey C.

e Fl drbol de Farey T . Las acciones anteriores inducen una accién
SLy(Z) en el arbol de Farey T que preserva el tipo de vértices:
SLy(Z) manda aristas de F en aristas de F y tridngulos de C en
triangulos de C.

Proposicién 4.5. La accion de SLy(Z) en el drbol de Farey T definida
antes, cumple lo siguiente:

a) Es libre de inversiones, es decir, no eziste un elemento de SLy(Z)
que intercambie vértices adyacentes.

b) Es tmnsitivﬂ en vértices de T del mismo tipo y en aristas de T .

c¢) El estabilizadon™| del vértice p, SLa(Z) , es un grupo ciclico de orden
4 y esta generado por la matriz P.

d) El estabilizador del vértice q, SLQ(Z)q, es un grupo ciclico de orden
6 y esta generado por la matriz Q).

e) El estabilizador de la arista e, SLy(Z),, es isomorfo a un grupo ciclico
de orden 2 y estd generado por la matriz P? = Q3.

p7

FEsbozo de la demostracion. Consideramos la accién de SLy(Z) en el
arbol de Farey como se definié antes.

a) Como la accién de SLy(Z) en el arbol de Farey no puede intercambiar
vértices de dos tipos diferentes (una arista y un tridngulo), entonces
es libre de inversiones.

12,8 accién es transitiva si dados dos vértices del mismo tipo vy w en T (o dos aristas), existe
S € SLa(Z) tal que S -v=w.

3Dado un grupo G actuando en un conjunto X, el estabilizador de un elemento z € X es el
subgrupo Gz = {g € G: g -z = z}.
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b) Recordemos que V(T ) = E(F)UT(C).
Sea v = {x(p,q),x(r,s)} € E(F), luego ps — rq = +1. Observe-
mos que

S-p={£(1,05",£(0,1)5"} =v,

dondeS:(p T)OS:<p _T).
q S q —S

Asimismo puede mostrarse que los elementos de 7 (C) son de la
forma

w = {£(p,4), £(r,5), £(p + 7,0+ 5)} con ps —rg = £1.
Entonces, tenemos
S-q={£(1,0)5",£(0,1)ST, £(1,1)87} = w,

donde S € SLy(Z) es una de las matrices anteriores. Esto muestra
que el grupo SLy(Z) actiia transitivamente en vértices de T del mis-
mo tipo. La transitividad en aristas de 7 puede probarse de manera
similar.

¢) Elestabilizador del vértice p = {£(1,0), (0, 1)}, SLy(Z),,, esta dado
por

SLe(Z), = {S € SLy(Z) : S-v =v}.

Por la definicién de la accién de SLy(Z) en vértices de T y por c6mo
se multiplican las matrices, las columnas de las matrices en SLy(Z),
deben estar en el conjunto W = {(1,0),(—1,0),(0,1),(0,—1)}. En-
tonces tenemos (3) = 6 posibles matrices. Puesto que las matrices
también deben tener determinante 1, concluimos que

T (T N O N N i e

Notemos que la matriz P actia en T por una reflexion con res-
pecto al eje vertical que pasa por el vértice p en la figura
d) Similar al inciso c¢). Notemos que la matriz () actia en el drbol de
Farey 7 por una rotacién alrededor del vértice q de T (véase la
figura [g).
e) El estabilizador de e es igual al estabilizador de p intersecado con el
estabilizador de g, entonces

SLy(Z), = <(_01 —01) >SL2(Z) | )

Las propiedades de la proposicion anterior, nos permiten aplicar un
resultado de la teorfa de arboles de Serre [I5] §1.4, Teo. 6] para concluir
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que SLy(Z) es isomorfo a un producto amalgamadoﬁ de sus subgrupos
estabilizadores:

SLQ(Z) = SLQ(Z)p *SLQ(Z)e SL2 (Z)q .

Luego, de la proposicién (c),(d) v (e) se sigue que
SLQ(Z) = Z4 *7, ZG‘

Para detalles de la demostracién de este resultado véase [15, §1.4] o [13]

Cap. 2].

Corolario 4.6. El grupo SLy(Z) tiene una presentacion dada por
(P.Q:Q =1,P = Q).

En la presentacién anterior, P y () corresponden a las matrices de or-
den 4 y 6 que generan los subgrupos estabilizadores SLy(Z), y SL2(Z),,,
respectivamente (véase también el corolario 3.3). La relacién P? = @?
corresponde al generador del estabilizador SLy(Z)..

Finalmente, de esta presentacién y usando el isomorfismo del teorema
se puede deducir la siguiente presentacién (;puedes probarlo?).

Corolario 4.7. El grupo Mod(T?) admite la siguiente presentacion
finita
<Ta7 Tb’ (TaTb)6 = 17 TaTbTa = TbTaTb>7

donde T, y Ty, son los giros de Dehn generadores en el teorema 3.5

5. Epilogo: grupos y sus acciones

Los grupos, como las personas, son conocidos por sus acciones.
GUILLERMO MORENO

Esperamos haber ilustrado que es posible obtener propiedades alge-
braicas del grupo Mod(T?) a través de sus acciones:

e La accién de Mod(T?) en el grupo fundamental m;(T?, x¢) nos
permitié demostrar que Mod(T?) & SLy(Z) (véase el teoremal|2.6)).

e Usando la accién de Mod(T?) en el conjunto de matrices SLy(Z)
demostramos que Mod(T?) es un grupo finitamente generado y ob-
tuvimos conjuntos de generadores explicitos (véanse los teoremas
513y ED.

e Con la accién de Mod(T?) en el 4rbol de Farey F se puede probar
que Mod(T?) es finitamente presentado y obtener presentaciones

explicitas (véase los corolarios y [4.7).

Sean G, H y K grupos tales que i : K < G y j : K — H son monomorfismos. El producto
de G y H amalgamado en K, denotado por Gk H, se define como el cociente del producto libre
G+H por el subgrupo N normalmente generado por los elementos {i(k)~'j(k) : k € K}. Para
leer més sobre productos libres y productos amalgamados véase, por ejemplo, [10, §2.3.2].
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Por otro lado, la accién de Mod(T?) en el 4rbol de Farey F también se
puede utilizar para probar que Mod(T?) es virtualmente libre; véase [2,
§2.3]. Una prueba alternativa de este hecho utiliza la accién de Mod(T?)
en R? (véase por ejemplo [10] y [3]). Ademsds, el estudio de los puntos
fijos de la accién de Mod(T2) en al esfera de Riemann C (o de su
accién en el plano hiperbélico H?) permite dar una clasificacion de los
elementos de Mod(T?) en elipticos, hiperbdlicos y parabdlicos.

Las técnicas ilustradas en este articulo han sido generalizadas pa-
ra estudiar grupos modulares de superficies compactas Mod(3). Por
ejemplo, se puede probar que Mod(X) es un grupo finitamente genera-
do, y encontrar conjuntos explicitos de generadores que consistan de un
nimero finito de giros de Dehn, estudiando la accién de Mod(X) en el
complejo de curvas de la superficie, un complejo andlogo a la grafica de
Farey. Asimismo, se puede demostrar que Mod(X) admite una presen-
tacion finita estudiando su accién en el complejo de Hatcher-Thurston
de sistemas de corte, mismo que generaliza al arbol de Farey. Para leer
més al respecto, véase [9] 6 el libro [4] y las referencias ahi incluidas.
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