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1 Introduccidn.

Una tarde tranquila, no hace mucho tiempo, Juan José Rivaud me
invito a escribir un articulo sobre el desarrollo de la biologia matematica
en el siglo XX. Acepté. Todavia no se si hice bien, primeramente,
porque hoy ignoro si el siglo XX ya terminé y estoy escribiendo para
la Misceldnea Matemdtica del siglo XXI, o si todavia andamos en el
viejo y conocido siglo XX que nos vi6 nacer y que, aiin en su ultimo
ano, puede darnos biomatematicas sorpresas; en segundo lugar porque
cuando me senté frente a la computadora, con mi taza de café sobre la
mesa, y empecé a planear el articulo me di cuenta de lo formidable de la
tarea: debia dar un panorama histérico escueto pero informativo, una
opinién sobre las dreas de la biomatematica mas prometedoras para
la investigacién en los proximos anos, ademas de conservar la filosofia
editorial de la revista. La palabra estaba dada sin embargo y ademas el
reto era interesante. He aqui el resultado. El lector juzgara la calidad
y generalidad de la obra y a su juicio me atengo.

Antes, sin embargo, de entrar en materia, quiero dejar sentado
mi punto de vista y concepcién sobre la disciplina que resefio y en
la que trabajo. Sin pretender definir lo que pudiera ser la “biologia
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matematica”, es un hecho que la aplicacién de matematicas en el estu-
dio de problemas biolégicos, tanto de cardcter practico como tedrico, ha
cobrado importancia en los anos recientes desarrollandose fundamental-
mente al amparo de colaboraciones multidisciplinarias entre cientificos
de diversas dreas bioldgicas y matematicos interesados en aplicar sus
métodos a problemas que pudiéramos llamar no clasicos (coloquial-
mente, problemas que no provienen de la fisica). En las paginas que
siguen llamaré biologia matemdtica a aquellas dreas de la biologia ex-
perimental, de campo o teérica en donde se han aplicado de manera
relevante métodos matematicos. Dejo para otra ocasion la discusién de
lo que pudiera ser la ciencia con el mismo nombre.

Hace 30 afios, la biologia matemadtica era apenas algo més que de
interés tangencial para la mayoria de los bidlogos, cualquiera que fuese
su disciplina particular. Hoy, en muchas éreas, los desarrollos dictados
por la biologia matematica gutan programas de investigacion, experi-
mentos y trabajos de campo y en muchas areas la biologia matematica
estd indisolublemente ligada a practicas experimentales. En biologia,
desde mi perspectiva personal no hay leyes, al menos no las hay en el
sentido entendido en la fisica y, quizas por ello, cada problema atacado
desde una perspectiva matemética es un problema tinico de modelacion,
de construccién de modelos, de usos de marcos de referencia bioldgicos.
En biologia no existen equivalentes de la ecuacién de Schroedinger ni
de las ecuaciones de Newton de la mecdnica celeste simple y llanamente
porque en biologia la historia del objeto de investigacién importa mucho
y no puede ser despreciada. Cada problema atacado es particular y casi
{inico, y en consecuencia la existencia de leyes generales formalizadas
en lenguaje matem4tico son pricticamente inexistentes. Siempre me
ha sorprendido la forma en que las matemadticas y la biologia se han
integrado finalmente en este siglo pues sus formas de atacar problemas
parecen, si no contradictorias, si distintas: las matematicas enfatizan y
valoran el rigor y la precisién, sus resultados definitivos no cambian y
se mantienen s6lidos por miles de afios: el ejemplo cldsico son los Ele-
mentos de Euclides. Por el contrario, en biologia nuestro conocimiento
de los sistemas que estudiamos es muy reciente y las teorias biolégicas
evolucionan de manera rdpida. Es quizds por esta diferencia que la
caminos: por un lado la aplicacién rutinaria de técnicas conocidas;
por el otro, el desarrollo de nuevos métodos necesarios para el analisis
de sistemas bioldgicos. En todo caso el problema central de la bio-
logia matematica es, en mi opinién, el siguiente: dado un problema
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biolégico ;qué enfoque metodoldgico matematico o cuantitativo puede
coadyuvar a su solucién? Este planteamiento inmediatamente indica la
necesidad del trabajo multi- e interdisciplinario, que integre especialis-
tas de diferentes disciplinas bioldgicas y matematicas que sean capaces
de subordinar sus intereses disciplinarios naturales a la resolucién de
un problema comun de naturaleza biolégica.

En las paginas que siguen presentaré una imagen escueta y par-
cial de lo que ha sido la biomatemadtica en el siglo XX. La temaética
es amplisima y obviamente el espacio con el que cuento y el tiempo
del que dispuse para escribir lo que el lector ahora tiene en sus manos
son insuficientes para dar una visién panoramica general de esta nue-
va disciplina. Hay varias areas importantes que no menciono, como
las aplicaciones de teoria de nudos a la estructura tridimensional del
ADN y de las proteinas, los avances impresionantes y maravillosos sobre
maquinas moleculares, la Fo F;ATPsintasa o la V-ATPasa, por ejemplo;
la computaciéon con DNA, la fisiologia del misculo cardiaco especial-
mente el estudio del origen de la fibrilacién ventricular, lo que ha dado
en llamarse complejidad, y otras muchas que menciono solo de pasada.
En particular es innegable que la capacidad de autoorganizacién y la
complejidad de los sistemas bioldgicos sean estos celulares, fisiologicos o
ecoldgicos, constituyen caracteristicas relevantes y definitorias de éstos
y que estas mismas caracteristicas hacen que la matematica de lo biolé-
gico sea la matemadtica de la dindmica no lineal. Afortunadamente hay
en la literatura popular y especializada una abundancia de obras sobre
estos temas que me permite en estas paginas concentrarme en otros as-
pectos menos populares pero de igual importancia que, por otro lado,
ocurren en sistemas autoorganizados con un alto nivel de complejidad
y, por supuesto, presentan dindmicas no lineales.

Tuve que tomar decisiones para poder condensar en un articulo de
unas paginas lo que bien podria caber en un libro entero. Los temas
elegidos reflejan mis gustos y sesgo. Invito al lector a explorar conmigo,
esta perspectiva personal de la biologia matematica.

2 La sintesis darwiniana.

Charles Darwin sinti6 siempre la necesidad de proporcionar una expli-
cacién causal para la evolucién de las especies [24]. Darwin estudié
en Cambridge en donde era casi obligado considerar que la grandeza



8 J.X. VELASCO HERNANDEZ

de Newton provenia de haber proporcionado un mecanismo causal al
copernicanismo. Para Newton la clave fue la atraccién gravitacional;
para Darwin la seleccion natural seria el equivalente bioldgico de la
gravedad, como una fuerza que dirigia y empujaba al mundo organico
como la gravedad lo hacia con el mundo fisico [24]. Darwin, aunque
lejos de proporcionar un fundamento axiomadtico a su teoria, siempre
buscé algo que confiriera a su teoria un caracter hipotético-deductivo,
la marca de la buena ciencia en su época. El argumento de Darwin es
como sigue: el crecimiento malthusiano de la poblacién, es decir geo-
métrico, entra en conflicto con el crecimiento aritmético de los recursos
de que los organismos disponen. Esto conduce a la lucha por la existen-
cia v a la seleccién natural como causa explicativa de la sobrevivencia
diferencial de dichos organismos. Esta forma de pensar Darwiniana
encontré su reivindicacién muchos anos después en las manos de los
que podemos llamar titanes de la sintesis darwinana. Uno de estos ti-
tanes fue Haldane. J.B.S. Haldane inicia asi su articulo sobre la teoria
matematica de la seleccién natural [6]:

“Una teoria satisfactoria de la seleccién natural debe ser
cuantitativa. Para fincar la visién de que la seleccién na-
tural es capaz de dar cuenta de los hechos conocidos de
la evolucién, debemos demostrar no inicamente que puede
causar el cambio en las especies sino que puede causar ese
cambio a una tasa que dé cuenta de las transmutaciones
pasadas y presentes. En cada caso dado debemos especi-
ficar lo siguiente

1. El modo de heredabilidad del caracter considerado
2. El sistema de apareamiento en el grupo de organismos estudiado

La intensidad de la seleccion

- W

Su incidencia (e.g. en ambos sexos o sélo en uno de ellos)

5. La tasa a la que la proporcién de individuos que expresan el ca-
racter se incrementa o disminuye.”

La conclusién de Haldane fue que debia entonces ser posible obtener
una ecuacién que conectara (3) y (5). Este articulo fue fundamental
para el desarrollo de una teoria evolutiva cuantitativa que permitiera
la comparacién y verificacién de evidencia factual, experimental o de
campo, con las explicaciones y predicciones de la teoria.



EL GENE, LA FORMA, EL VIRUS Y LA IDEA 9

La publicacién de la obra de Charles Darwin El Origen de las Es-
pecies en 1859 [2] marcé un hito en el desarrollo de biologfa en general.
No es este el lugar para hablar de la importancia de la teoria de la
seleccion natural para explicar el proceso evolutivo. Lo que aqui nos
interesa es senalar que por muchos anos la teoria evolutiva fue cuali-
tativa, fundamentalmente basada en argumentos verbales carentes de
evidencia cuantitativa [22]. El descubrimiento de las llamadas leyes
de Mendel permiti6é que una teoria evolutiva genética y cuantitativa se
desarrollara, obteniendo su fundamento més temprano con los trabajos
de R.A. Fisher quien, empezando 1918, propuso que las poblaciones
biolégicas en evolucion podian ser siempre caracterizadas por la dis-
tribucién estadistica de los genes en la poblacién y, en consecuencia, la
historia evolutiva de una poblacién seria el recuento de los cambios cn
las distribuciones de estos genes. De acuerdo a Provine [22] esta idea
es quizas la mas importante contribucién de Fisher a la teoria evoluti-
va. La matematica que usé Fisher, quién tenia una formacién sélida en
matemadticas, fisica y astronomia, en estos trabajos, no fue del agrado
de otro muy destacado evolucionista, Sewall Wright. Wright decidié
construir su propia teoria evolutiva cuantitativa desarrollando su pro-
pio método, una forma de regresién lineal mudltiple [22]. Su enfoque,
publicado en 1931, fue sumamente importante para el estudio de la
evolucién en la naturaleza y para la teoria de cruzamiento en especies
animales. El otro iniciador ya mencionado de la teoria evolutiva tem-
prana fue J.B.S. Haldane que en una serie de articulos explicitamente
intenté cuantificar las teorias de seleccién natural y artificial. Estos
fueron los pioneros y gracias a ellos la genética de poblaciones comenzd
a ser fuente de problemas interesantes para los matematicos. No obstan-
te esta riqueza, durante la primera mitad del siglo los matemaéticos que
se adentraron en su estudio no fueron muchos hasta que alrededor de
1950 la situacion empez6 a cambiar. Uno de los problemas mds intere-
santes fue, y alin continua siendo, el de fundamentar qué tan apropiado
es el uso de métodos de aproximacién de difusiones en problemas de
genética poblacional. William Feller fue uno de los fundadores en esta
area. Feller estudi6é como el paso de una cadena de Markoff de los cam-
bios en las frecuencias génicas, a un proceso de difusién podia hacerse
de manera adecuada ademads de estudiar en forma matematica rigurosa
las suposiciones subyacentes en modelos estocdsticos importantes de
genética de poblaciones. Finalmente Feller obtuvo los valores propios
de una cadena de Markoff para el caso de una mutacion reversible entre
dos alelos [3].
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La teoria moderna de genética poblacional se basa en el trabajo
de los autores mencionados (y muchos mas) que sentaron las bases
metodolodgicas y tedricas del area. En la actualidad, los problemas
de genética poblacional tienen que ver con aspectos de biologia de la
conservacion y el uso de organismos transgénicos por ejemplo, que han
resultado en la aparicién de problemas matematicos importantes que
involucran loci miiltiples y efectos del espacio, ademas del manejo de
inmensas bases de datos genéticos.

En sistemas evolutivos la bisqueda de principios de optimizacién
y su aplicacion ha sido controversial debido a factores que tienen que
ver con el papel de la frecuencia que diferentes genotipos tienen so-
bre la adecuacién (fitness) relativa de los organismos. La alternativa
exitosa a estos principios de optimizacién ha sido la de enfocar el pro-
blema de la evolucién y adaptacion de organismos como un problema,
en teoria de juegos [12]. Esta es un drea de desarrollo sobre la que
nos extenderemos a continuaciéon. Maynard Smith desarroll6 la idea de
Estrategia Evolutiva Estable o ESS por sus siglas en inglés la cual se
ha aplicado de manera muy importante al estudio del comportamien-
to altruista. La pregunta central aqui es cémo la cooperacion entre
individuos puede evolucionar cuando los procesos de seleccién natural
actian a nivel individual [16]. Considere el lector una poblacién que
se aparea aleatoriamente y que puede subdividirse en grupos de carac-
teres, cada grupo con n individuos. Suponga el lector que la seleccién
natural ocurre mientras los organismos se encuentran en sus respec-
tivos grupos de caricter. La adecuacién de cada individuo depende de
su propio genotipo y de los genotipos de los individuos pertenecientes
a su mismo grupo. Una vez que la seleccién ha actuado, los indi-
viduos sobrevivientes se aparean al azar y generan sus gametos para
la generacién siguiente. Suponga el lector que existen solamente dos
genotipos en la poblacién, A y a. Los individuos A son altruistas en el
sentido de que tienen algin comportamiento que disminuye su propia
adecuacion; es decir, ser altruista tiene un costo ¢ para estos individuos.
Por otro lado, el mismo comportamiento incrementa la adecuacién de
otros miembros de su grupo; es decir estos individuos obtienen un ben-
eficio b debido al comportamiento altruista. Definamos Wy como la
adecuacion en la ausencia de cualquier interacciéon. Definamos s como
la adecuacién adicional que un individuo cooperativo, es decir altruista,
obtiene si el individuo a quien ayuda también coopera. La matriz de
ganancia o beneficio es la siguiente:
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' DO COOperar cooperar
no cooperar W Wo+b
cooperar Wo—c Wo+b—c+s

La interpretacién de esta matriz puede darse en dos formas: si los
grupos que se encuentran interactuando consisten cada uno de un solo
individuo, las entradas de la matriz representan las adecuaciones de
un individuo adoptando alguna estrategia de la primera columna si su
contrincante opta por alguna estrategia de la primera fila. Si los grupos
de caracter estan constituidos por mas de un individuo, entonces las
entradas de la matriz representan las adecuaciones de un individuo
que adopta alguna estrategia de la primera columna si todos los demds
miembros de su grupo adoptan estrategias en la primera fila
Consideremos ahora el siguiente ejemplo: Wy =2;0=2;c=1; 5 =0.
La matriz de ganancias es

no cooperar cooperar
no cooperar 2 4
cooperar 1 3

La matriz anterior representa el dilema del prisionero, pues indepen-
dientemente de lo que el otro individuo haga, lo que conviene es no
cooperar, por consiguiente, una decisién racional serfa que ambos in-
dividuos eligieran no cooperar obteniendo un beneficio igual a 2. Sin
embargo, si los individuos no tomaran decisiones racionales y eligier-
an cooperar su ganancia seria 3. He ahi el porqué de la paradoja. Lo
de prisionero le viene porque se supone que ambos individuos son dos
delincuentes en la carcel: si ambos no confiesan salen libres, pues no
hay pruebas en su contra; si ambos confiesan salen libres y ademas
reciben un premio por ello. Si solo uno confiesa, ése sale libre, recibe
un premio todavia mayor por su traicién, y el otro se queda encerrado.
Una forma de escapar de la paradoja es suponer que este juego es juga-
do repetidamente por ambos contendientes. Este nuevo juego se llama
del juego iterado del dilema del prisionero. En este caso la estrategia de
empezar cooperando y después contestar con la misma respuesta dada
por el contrincante, es todavia mejor que la de no cooperar (en inglés
esto se llama una estrategia tit-for-tat; en México dirfamos ojo por ojo,
diente por diente). La investigacién en esta area incluye modelos con
memoria es decir, se recuerdan comportamientos pasados y con efecto
explicito del espacio [12].
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3 Biologia de poblaciones: Lotkay Volte-
rra.

Empezaré esta seccion citando a uno de los cldsicos: Vito Volterra

“El Dr. Umberto D’Ancona me ha hablado muchas ve-
ces de su coleccion de datos sobre pesquerias durante la
época de la guerra. Me ha preguntado si seria posible ex-
plicar matematicamente sus resultados sobre las variaciones
temporales en la composicién de las especies. Su pregunta
me llevd a plantear el problema en las paginas que siguen
[....]. Ambos hemos trabajado independientemente y esta-
mos complacidos con las coincidencias de nuestros resul-
tados obtenidos por andlisis y por observacién, respectiva-
mente. Al pescar, el hombre perturba el estado natural de
la variacién de la presa y del depredador, incrementando
la cantidad de la especie depredada y decreciendo la del
depredador...” (Vito Volterra, Variazioni e fluctuazioni del
numero d’individui in specie animali conviventi, [29]).

En esta monografia Volterra incorpora y analiza problemas bioldgicos
que mas tarde se convertirian en fundamentales de la ecologia tedrica;
por ejemplo, modelos con n especies en los que los coeficientes de las
ecuaciones son dependientes de la densidad de poblacién o funciones
periodicas del tiempo, modelos depredador presa formulados en ecua-
ciones integrodiferenciales con efectos de retardo en las interacciones.

Las ecuaciones cléasicas de depredador presa estudiadas por Volterra
en la monografia citada son las que hoy aparecen en cualquier texto de
ecologia

dN
d_tl = N1(€1-71N2), (1)
dN.
d_t2 = Ny(—e2 +7%Ny), (2)

donde N; y N, son las densidades de ambas poblaciones y otros para-
metros son constantes positivas. El razonamiento de Volterra es que
si bien la ecuacién (1) es correcta, la ecuacién (2) es criticable pues la
energia que usan los individuos depredadores para reproducirse y au-
mentar la densidad de la poblacién no proviene intantaneamente de las
presas capturadas sino de aquellas que fueron capturadas en ocasiones
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anteriores. Las ecuaciones integrodiferenciales que Volterra obtiene al
generalizar el modelo anterior son

M N (61—71N2(t)— / ;Fl(t—T)Nz(r)dT),

Alfred James Lotka publicé su libro Elements of Physiscal Biology
en 1925 [14] donde aplica principios de la fisica al estudio de sistemas
biolégicos y enfatiza el estudio de las relaciones entre los organismos
desde un punto de vista energético De acuerdo con Kingsland [11], el
trabajo de Lotka se adelanté y anticip6 las ideas que Ludwing von
Bertalanfy desarrollaria 25 afios mds tarde sobre la teoria general de
sistemas. Sin embargo, de acuerdo a la misma autora, Lotka se mostré
decepcionado de que los bidlogos, y no los fisicos, fueran quienes con-
sideraban las ideas de su libro interesantes. Azares del destino. El
libro de Lotka estaba destinado a convertirse en uno de los pilares de
una de las subdisciplinas biolégicas més activas en investigacion tedrica
usando modelos matemadticos: la ecologia de poblaciones. Aunque Vito
Volterra y Alfred Lotka coincidieron en muchos de sus resultados, publi-
cados casi simultaneamente, existen sin embargo importantes diferen-
cias en sus enfoques. El enfoque de Lotka siempre estuvo comprometi-
do con los datos que podian validar sus hipétesis y aunque desarrollé
y plante6 modelos de gran generalidad siempre estuvo interesado en
predicciones cuantitativas de sus resultados; por el contrario Volterra
se centrd en explicaciones generales de caracter cualitativo y generali-
zaciones matematicas [25]. Sin embargo, y como ha ocurrido muchas
veces en la historia de la ciencia, la obra escrita de Volterra refleja su
formacion profesional de matematico pero no su enfoque particular al
estudio de los sistemas ecolégicos. Vito Volterra estuvo muy asociado
con entomélogos, ictidlogos y otros biocientificos, y siempre se mantuvo
al tanto de sus ideas y resultados experimentales, tanto asi que intenté
adecuar sus ecuaciones a diferentes procesos ecoldgicos practicos. Fue
su yerno, Umberto D’Ancona, el biélogo, quien preferia el valor tedrico
del trabajo de Volterra.

El enfoque de Lotka paraddjicamente, precisamente por buscar ge-
neralidad tedérica no necesariamente matemadtica en su ataque a pro-
blemas bioldgicos, sirvié de punto de partida para que A. Kolmogoroff
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usara la forma general de los modelos de Lotka

dx
EZ = f(x,y):r,
dy
'(E - g(xvy)yv

para, especificando condiciones cualitativas generales sobre las fun-
ciones f y g, demostrar los posibles comportamientos cualitativos de
las soluciones del sistema de ecuaciones que incluyen nodos, focos y
ciclos limite.

En esta drea de biologia de poblaciones, donde Lotka y Volterra
hicieron sus contribuciones mas importantes, el estudio de modelos
sencillos constituye tin claro ejemplo de la influencia positiva mutua
que puede existir entre matemadticas y biologia. La investigaciéon de
estos modelos simples mostré la existencia de sucesiones de bifurca-
ciones universales en las iteraciones de mapeos unidimensionales (e.g.
bifurcaciones sucesivas con doblamiento de periodo).

En ecologia el verdadero renacimiento de las matematicas se llevé a
cabo al final de la década de los 50s con Robert H. McArthur. McArthur
tuvo una formacién de matematico pero su tesis doctoral la hizo en el
estudio de nicho ecoldgico en ciertas especies de aves muy cercanamente
relacionadas. McArthur desarrollé posteriormente muchas areas de tra-
bajo: le dié nuevo impulso a la teoria de depredador-presa, de compe-
tencia por recursos, a la teoria del nicho y de la similitud limitante;
la teoria de biogeografia de islas ambién tuvo un importante impulso
bajo McArthur. No todos sus intentos fueron exitosos y algunas de sus
ideas, como su teoria de similitud limitante y teoria de nicho, sufrieron
serias criticas. Sin embargo el impetu general que este hombre tuvo
sobre la teoria fue muy importante. A su muerte, muchos de sus cola-
boradores y exalumnos desarrollaron muy importantemente las inves-
tigaciones de McArthur. Entre ellos el més destacado es quizds Robert
M. May quien en 1974, dos anos después de la muerte de McArthur,
escribe una obra fundamental para el desarrollo de la ecologia tedrica:
Stability and Complexity in Model Ecosystems [15]. Esta obra es un
compendio general de lo que en esos anos se tenia en teoria ecolégica
fundamentalmente en referencia a sistemas competitivos de n especies,
sistemas depredador presa y respuestas funcionales, efecto del ambiente
variable y alguna discusién sobre modelos estocésticos dindmicos. El
grueso del libro fundamenta sus resultados usando la herramienta de
las ecuaciones diferenciales ordinarias. Poco tiempo después, en 1976
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el mismo May estudiando la ecuacién logistica discreta
Ty = Tl't(l - l‘t/K),

donde r es la tasa intrinseca de crecimiento y K es la capacidad de
carga del ambiente, encuentra que esta sencilla relacién de recurrencia
es capaz de una gama increiblemente compleja de comportamientos. El
impacto que este descubrimiento tuvo en ecologia es comparable con
aquel que tuvo en la hoy llamada teoria del caos.

En anos recientes, debido a la disponibilidad de computadoras de
gran potencial numérico, estos grandes temas de la ecologia, depreda-
cién, competencia, etc, estan siendo revisados al introducir el compo-
nente espacial explicito dentro de los modelos. El espacio es un inva-
riante general en las interacciones ecolégicas y forma parte de un tema
de estudio muy importante en la biologia matematica moderna: el efec-
to de la heterogeneidad, ya sea espacial, fisioldgica, ambiental, etc., en
las interacciones y evolucién de los sistemas biolégicos. La inclusién del
espacio en ecologia ha promovido la aplicacion de técnicas estocdsticas,
autématas celulares, sistemas de particulas interactuantes, ecuaciones
diferenciales parciales y estocdsticas, procesos de nacimiento y muerte,
a sistemas con una gran cantidad de componentes, impensables en la
época de Lotka y Volterra.

4 Kermack y McKendrick: la epidemiolo-
gia matematica.

La aplicacién de las matematicas a la epidemiologia puede trazarse al
menos hasta el afio de 1760 cuando Daniel Bernoulli publicé un pequeno
tratado sobre la epidemia de peste que en ese entonces se abatia so-
bre Europa. En este siglo que termina, el interés por la aplicacion
de métodos cuantitativos a la biologia florecié como consecuencia del
éxito de éstos en la fisica y en particular en biofisica y bioquimica.
Una observacién temprana que fue rapidamente puesta en términos
cuantitativos fue la de que las enfermedades infecciosas se transmiten
por contacto entre un individuo susceptible y uno enfermo infeccioso.
Hamer en 1906 formuld la ley de accién de masas que establece que
el nimero de contactos infecciosos, es decir que producen enfermedad,
por unidad de tiempo es proporcional al nimero total de contactos en-
tre individuos infecciosos y sanos. Después Ronald Ross en el apéndice
a su libro The Prevention of Malaria en la edicién de 1911, formulé
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un modelo matemdtico sencillo como apoyo a su argumentacién de que
para erradicar el paludismo era suficiente con disminuir la poblacién de
mosquitos a un nivel bajo, sin necesariamente extinguirla. M4s tarde,
en 1927 Kermack y McKendrick formularon un modelo mateméatico
bastante general y elaborado para describir la epidemia de peste que
sufriera la India en 1906.

Ronald Ross gané en 1902 el premio Nobel por sus descubrimientos
sobre la etiologfa del paludismo. Sus estudios le llevaron a plantear la
necesidad de reducir la poblacién de mosquitos Anopheles, transmisores
del paludismo, para controlar la enfermedad. En un ejemplo mas de
la importancia de las creencias, de la visién del mundo que se tiene
en el desarrollo de la ciencia esta idea de Ross, tan natural ahora, fue
rechazada porque la visién dominante en aquellos tiempos era que la
incidencia de la enfermedad no estaba correlacionada con la densidad
de mosquitos en el drea [11]. Para argumentar su punto Ross desarro-
116 lo que él llamé método a priori que consistia en, primero, postular
hipdtesis sobre las causas de un brote epidémico; luego construir un
conjunto de ecuaciones diferenciales para describir la situacién postu-
lada; desp.ués deducir de los resultados del andlisis de las ecuaciones
diferenciales las implicaciones epidemiolégicas y, finalmente, comparar
estas predicciones con los datos y observaciones disponibles. Como
puede verse este es el programa normal de construccién de un modelo
matematico, novedoso en epidemiologia en aquella época en la cual la
estadistica era reina, caracterizado por un método distinto donde, a
partir de datos y observaciones, se ajustan curvas y distribuciones.

No es este el lugar para relatar la historia de la epidemiologia
matemadtica. Permitame el lector brincarme casi dos décadas para
describir el trabajo, publicado en 1927, de W.0O. Kermack y A.G.
McKendrick, ambos del Laboratory of the Royal Colege of Physicians
en Edinburgo, quienes desarrollaron las ideas de Ronald Ross. En par-
ticular estos dos investigadores estaban interesados en explicar la tipica
curva epidémica acampanada.

El modelo general [10] es construido dividiendo el tiempo en un
conjunto de intervalos de tamafio igual y constante, donde los contagios
ocurren dnicamente en los instantes cuando se pasa de un intervalo
a otro. Tomando el tamaiio de estos intervalos como la unidad de
tiempo, el ndmero de individuos infectados al tiempo ¢ que han estado
infectados por § intervalos de tiempo es v;(6). Note el lector que 8 es lo
que llamamos ahora edad de la infeccién. El niimero total de enfermos
al tiempo ¢ es y, = 3_5_, v;(8). Si definimos v, = v,(0), como el niimero
de individuos que se infectan por primera vez durante la transicién del
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intervalo ¢ — 1 al intervalo ¢, imponiendo las condiciones iniciales

vp(0) = vo + Yo,

y denotando por 1(6) la tasa de curacién o muerte de los enfermos
con edad de infeccién €, entonces el nimero de individuos con edad
de infeccién 6 que dejan de ser infecciosos al final del intervalo ¢, es
¥(0)v,(8); por consiguiente

v(0) = v (0—1)[1—-9(0—1)]
= v2(0 = 2)[1 — (0 — 1)]{1 - (6 — 2)]
= Ut—ﬂB'(0)7
donde
B(0) =[1 —¢(6 ~ 1)][1 ~ (6 - 2)] -- - [1 — 4(0)].

Como el nimero de personas por unidad de drea que se contagian en
el intervalo ¢ satisface v, = 2, 3 5_, ¢(8)v:(d), donde z; es el nimero de
individuos susceptibles y ¢(6) es la tasa de infeccién cuando la edad de
la infeccion es 8, entonces podemos escribir

t

con N el nimero total de individuos en la poblacién. Kermack y
McKendrick definen después z; como el nimero de individuos que han
sido removidos, por inmunidad o muerte, de la dindmica epidemiolégica,
para obtener que

N=z,+ Yi + 2
para todo t. Definiendo A(6) = ¢(8)B(6) y C(8) = v(9)B(9), B(8) =

exp (—— foo w(s)ds) , obtienen el sistema de ecuaciones integrodiferen-

ciales
t
Eiﬂ = -1 (/ A(())vt_gde + A(t)yo) )
dt 0
¢
Yy = / B(())'Ut_gdo‘f‘B(t)yO,
0
d t
LT / C(0)ve_odf + C()yo.
dt 0
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La forma més conocida del sistema de ecuaciones anterior es el que se
obtiene considerando ¢ = k, 1) = v constantes,

% = —kzy;,
e o

i tYt — VY,
dzy

. YY¢-

La generalidad del modelo original de Kermack y McKendrick y
el poder explicativo de su simplificacién mas conocida fueron durante
todo el siglo XX pilares fundamentales para el desarrollo de la llamada
epidemiologia tedérica y matemadtica. Mdas aun, el estudio matemaético
de la dindmica poblacional de enfermedades infecciosas con el adveni-
miento del SIDA, ha estado fundamentalmente basado en el modelo
que Kermack y McKendrick publicaron en 1927.

Largo ha sido el camino recorrido desde los trabajos pioneros de
Ross y Kermak y McKendrick. Un problema fundamental en la epi-
demiologia actual es c6mo la transmisibilidad de un patégeno depende
del espacio social o geografico y cdmo incorpora y con cuanto detalle
estos factores espaciales en las tasas de contacto de los modelos que
representan estos procesos. La naturaleza compleja de estos sistemas
hace necesaria la aplicacién de modelos estocasticos a su estudio par-
ticularmente en aspectos practicos y de gran importancia en epidemio-
logia: disefio de estrategias de vacunacién. La pregunta tedrica de
interés aqui es qué tanta agregacién espacial debe incorporarse y que
tan simple debe ser un modelo para que pueda proporcionar resulta-
dos de aplicablidad préctica e inmediata. El problema no es trivial de
ninguna manera.

Una de las politicas de salud publica mas importantes es la del
disefio de programas de vacunaciéon. Las enfermedades infantiles son
los ejemplos tipicos en los que las vacunas son altamente eficientes para
prevenir brotes epidémicos. Existen otras como la tuberculosis o el SI-
DA para las que existen o se estan investigando vacunas. En todo caso,
el objetivo de una vacuna es, ademas de proporcionar inmunidad a la
persona que la recibe, la de proteger a la poblacién ya sea previniendo
brotes epidémicos o erradicando la enfermedad. En todo caso, el resul-
tado inmediato de una campana de vacunacion efectiva es la reduccién
de la prevalencia o de la incidencia de la enfermedad. Desde el punto
de vista de la epidemiologia matemadtica lo que la vacunacién de una
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poblacién susceptible logra es reducir el valor del nimero reproductivo
basico Ry, definido como el ntimero de casos secundarios producidos
por un enfermo primario tipico en una poblacién susceptible, por deba-
jo de un umbral dado, y evitar que rebase este umbral. Toda campana
de vacunacién tiene costos asociados que estan, por ejemplo, en funcién
de la edad del segmento de la poblacién a la que la campana estd di-
rigida (llamada de pacientes, propaganda, equipo, personal, etc.) y del
hecho de que la eficacia de la vacuna puede ser baja o puede aplicarse
a personas que ya estén inmunizadas o estdn enfermas. El problema
sobre el que nos centraremos ahora sera el del diseno de programas de
vacunacion eficientes.

Para lograrlo tenemos que caracterizar y definir varias cosas. Prime-
ramente debemos dar una definicién adecuada de un nimero reproduc-
tivo en presencia de vacunacién; seguidamente serd necesario cuantificar
el decremento en el nimero reproductivo logrado por la estrategia de
vacunacién y, finalmente, habrd que asociar la estrategia de vacunacion
a sus costos que, en el ejemplo que trataremos en esta seccidn, estan
asociados a la edad de los individuos.

Esta estructura no es compatible con enfermedades infecciosas venéreas
de transmisién heterosexual, ni para la poliomielitis ni enfermedades
macroparasiticas, sin embargo es todavia lo bastante general como
para ilustrar el enfoque que nos interesa. Primeramente definiremos el
niimero reproductivo de vacunacién como R(y) donde ¢ > 0 es la tasa
a la que individuos susceptibles son vacunados. Este nuevo pardmetro
satisface

R(0)=Ryy R(p) < Rosip 20

es decir, que en ausencia de vacunacion este nuevo parametro es exac-
tamente el nimero reproductivo de la enfermedad y que en presencia
de cualquier tipo de estrategia de vacunacién , siempre se obtiene un
pardmetro umbral menor que el valor del nimero reproductivo basico.
En otras palabras, la vacuna en el peor de los casos deja todo como si
no se hubiera aplicado. Karl Hadeler de la Universidad de Tubingen
encontrd, en 1993, que el niimero reproductivo de vacunacién puede des-
componerse en dos sumandos, uno que es exactamente igual al niimero
reproductivo bdsico, y otro que incorpora el efecto de la vacunacion en
la reduccién de éste dltimo

_ F(p)
R(p) = Ry — N

donde N es la poblacién total y F mide Ia reduccién en el niimero repro-
ductivo bdsico que puede alcanzarse usando la estrategia de vacunacion
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¢. Adema3s este término es funcién de la diferencia en las tasas de infec-
cién de individuos vacunados y no vacunados. Aclaremos brevemente el
comentario anterior. Una vacuna tiene un parametro llamado eficacia
que mide el porcentaje de individuos que aun siendo vacunados, todavia
pueden contraer la enfermedad. Una buena vacuna tiene una alta efi-
cacia, es decir, el porcentaje de gente desprotegida aunque vacunada es
muy pequefio, y atin esa gente desprotegida es menos susceptible a en-
fermarse que una gente que no ha sido vacunada. El objetivo entonces
de una estrategia de vacunacién es la de incrementar F' para disminuir

R(ep).

Para modelar esta situacién deberemos, como hemos hecho en cada
uno de los ejemplos discutidos, proponer varias simplificaciones. Las
que haremos ahora son las siguientes. Supondremos que la poblacién se
encuentra en equilibrio demografico con una estructura de edades esta-
cionaria. Definiremos ademds un parametro umbral de referencia que
sera denotado por R que es el niimero reproductivo de vacunacién cuan-
do toda la poblacién, sin excepcién alguna, ha sido vacunada. Supon-
dremos ademas que los costos totales de la estrategia de vacunacién
dependen linealmente del nimero de vacunaciones efectuadas. Estos
costos totales seran representados por C(yp).

Hadeler diferencid dos casos. El primero ocurre cuando solamente se
vacuna individuos susceptibles y el segundo cuando se vacuna cualquier
individuos independientemente de su estado inmunolégico. Hadeler
definié ademds esencialmente dos posibles escenarios de optimizacion:
i) lograr una meta con costo minimo (por ejemplo reducir R(y) hasta
un valor R* minimizando C(y)); ii) lograr un 6ptimo con gasto limitado
(por ejemplo, minimizar R(y) sujeto a la condicién C(p) < c). En am-
bos casos, la diferencia estribando en la dificultad técnica del andlisis,
la estrategia 6ptima de vacunacién resulta una de las dos siguientes:

e vacunar a toda la poblacién exactamente a la edad A,

e vacunar parte de la poblacién a la edad A y el resto a la edad B.

Hadeler proporciona los valores de las edades A y B en general. Es
interesante sefialar que el problema de vacunacién en edades optimas
rinde el mismo tipo de resultados que el problema de determinar las
edades 6ptimas de pesca en la explotacion de recursos pesqueros. De
hecho, la estructura formal de los problemas de explotacién y mane-
jo de recursos son muy similares en estructura matematica a los de
vacunacién epidemiolégica y dindmica metapoblacional en ecologia.
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A partir de 1976 con el inicio de la pandemia del SIDA, la epi-
demiologia matematica, que hasta esas fechas habia jugado un papel
marginal en el desarrollo de la biologia, cobré un impetu sin prece-
dentes [1]. Aparte de los trabajos de Ross, Kermak y McKendrick y
Lotka sobre paludismo y peste, otros investigadores habian estudiado
la dindmica poblacional de enfermedades infecciosas ya sea transmiti-
das por organismos vectores o directamente transmisibles. Es impor-
tante senalar que es posible clasificar a las enfermedades infecciosas,
esencialmente desde el punto de vista de las escalas temporales a las
que ocurre la transmisién, como macro y microparasiticas. Las en-
fermedades microparasiticas son las producidas por microorganismos
como bacterias, virus y protozoarios: enfermedades macroparaiticas en-
cuentran su ejemplo mas importante en las infecciones por lombrices in-
testinales. Con el advenimiento del SIDA todos estos resultados tedricos
comenzaron a desarrollarse de manera vertiginosa hasta llegar al nivel
del dia de hoy, cuando la epidemiologia matematica es un drea con gran
productividad y que ha contribuido de manera muy importante al de-
sarrollo de la ecologia tedrica. Los problemasfundamentales a resolver,
ademads de los grandes problemas tedricos mencionados en un parrafo
anterior, son en nuestros paises el control de la transmision de enfer-
medades infecciosas como el paludismo, el dengue, la enfermedad de
Chagas, la oncocercosis, la leishmaniasis, etc, que no existen y por lo
tanto no constituyen problemas relevantes en los paises que son la meca
de la investigacién en el area. Este es el gran reto para los epidemiélogos
matematicos de nuestros paises, desde mi punto de vista.

5 Morfogénesis: Turing.

En el drea del estudio de la forma, en la cual el trabajo de Alan Turing,
Rene Thom, James Murray y tantos otros puede inscribirse, resalta una
figura pionera: D’Arcy W. Thompson. En su libro Sobre el crecimiento
y la forma [27], este autor aplica transformaciones geométricas al estu-
dio de la forma y estructura de tejidos, espiculas, esqueletos, cuernos,
conchas, hojas, huevos, etc. Escribe Thompson con un lenguaje casi
poético en su libro citado [capitulo IX, segunda seccién: Matemdticas
y Forma] :

“Podria pensarse que las definiciones matematicas son de-
masiado estrictas y rigidas para el uso corriente, pero su ri-
gor esta combinado con una libertad casi infinita. La defini-
cién exacta de una elipse nos introduce a todas las elipses del
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mundo, la definicién de una seccién cénica amplia nuestro
concepto y una curva de orden superior aumenta atin mas
nuestro campo de libertad..[..]..Por una razén o por otra,
existen muchas formas orgdnicas que no podemos descri-
bir, y menos atn definir en términos matemadticos..[...]. Ni
siquiera nos molestamos en buscar una férmula que defina
este o aquel pez, o un determinado crédneo de un vertebra-
do. Pero ya podemos utilizar el lenguaje matematico para
describir e incluso definir en términos generales, la concha
de un caracol, el retorcimiento de un cuerno, el contorno
de una hoja, la textura de un hueso, la estructura de un
esqueleto, las lineas de corriente de un pez o un ave, el fi-
no encaje de las alas de un insecto. Para hacerlo debemos
aprender de los mateméticos a eliminar y descartar; man-
tener en la mente el tipo y aislar el caso particular con todos
sus accidentes; y a encontrar en este sacrificio de lo super-
fluo y conservacién de lo imporante una_de las excelencias
del método matematico”.

D’Arcy Thompson reconocié en cada forma bioldgica especifica la
deformacién o transformacién de otra debida a cambios de sistemas
coordenados. Supongamos que dibujamos el perfil de un organismo
cualquiera en el plano cartesiano. Si este sistema de referencia lo de-
formamos alterando la direccién de los ejes, cambiamos dngulos rectos
en agudos, cambiando la razon de la escala efitre x y y, o realizamos
transformaciones mas complicadas, es posible obtener, por ejemplo, de
manera sucesiva los amfipodos: Harpinia plumosa, Stegocephalus infla-
tus e Hyperia galba.

En 1936 Joseph Needham escribia [19]:

“Es asombroso que [D’Arcy Thompson| haya tenido tan
pocos seguidores [...] nadie ha extendido su trabajo a la
embriologia. La embriologia tiene una gran ventaja [...] que
ofrece la posibilidad de una correlacién cercana con estudios
fisiolégicos y bioquimicos sobre el desarrollo. Sin embargo,
esta notable oportunidad para la comparacién entre datos
morfolégicos y fisico-quimicos no haya sido aprovechada por
nadie”.

Pasaron todavia 20 afios para que alguien, un brillante matemadtico que
trabajé en la guerra descifrando c6digos secretos alemanes, tomara el
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desafio. En 1952 Alan Turing publicé el articulo, ahora clasico, The
chemical basis of morphogenesis [28] en el que propuso que especies
quimicas llamadas por él morfégenos pueden reaccionar y difundirse
de tal forma que inducen la formacién de patrones espaciales en la
concentracién de los morfégenos. De acuerdo a James Murray [18]

“...Lo que es impresionante acerca del articulo seminal de

Turing es que, con muy pocas excepciones, le llevé al mundo

matematico mas de 20 anos darse cuenta de la riqueza en

problemas fascinantes presentes en su teoria. Lo que es atin

mas sorprendente es que pasaron casi 30 anos para que un

numero significativo de bidlogos experimentales tomaran en

serio sus implicaciones y su potencial aplicativo en biologia

del desarrollo, ecologia y epidemiologia.”

o
Como puede verse en el desarrollo histérico del estudio matematico

de la morfogénesis, ha sido considerado como sorprendente que tanto
conocimiento experimental e intentos importantes de modelacién de la
forma, no hayan sido vistos por los mateméticos aplicados ni bidlogos
tedricos como una oportunidad sin igual para trabajo interesante.

El articulo de Turing es realmente bueno y es un placer leerlo. Tur-
ing inicia su modelo de morfogénesis con el caso de un anillo de N
células idénticas con unicamente dos morfégenos denotados por X e Y
respectivamente. La concentracién del morfégeno X en la célula r es
denotada por X,; andlogamente para Y. En este anillo de células ca-
da una de ellas intercambia materiales por difusién con sus dos células
adyacentes a una tasa de difusién p y v respectivamente. Las tasas de
reacciéon quimica de ambos morfégenos son f(X,Y’) para el morfégeno
X, y g(X,Y) para el morfégeno Y. El sistema de ecuaciones diferen-
ciales (la discretizacién espacial de una ecuacién de reaccién difusién)
que describe este proceso es

dX, i i )
o = X Y) + p(Xepn - 2K, + Xp),
dY, i i
dt = g(‘Yﬂ Y;') + V(yr+1 - 2Yr + yr—l)-
r=1,---,N.

Turing supone que el sistema anterior tiene un estado de equilibrio
homogéneo con X = X*y Y =Y¥"* tal que f(X*,V*) = g(X*,Y*) = 0.
Suponiendo que el sistema no se encuentra demasiado lejos del punto
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de equilibrio Turing obtiene las soluciones del sistema linealizado que
le permiten deducir las condiciones que generan inestabilidad espacial.

En el caso en el que uno quiera considerar un anillo continuo de
tejido, el sistema de ecuaciones que se obtiene es de la forma

0X i 02X
B f(X,Y)+ D, B2
oY %Y

5 g(X,Y) + D2.8x—2’

donde D, D, con los coeficientes de difusién y x es el angulo que des-
cribe la posicién de un punto en el espacio. Este sistema puede verse
como un caso limite del modelo discreto que Turing describe y estudia
ampliamente en el articulo citado. Turing, en el andlisis que desarrolla
en su trabajo, observé que si en la ausencia de difusién (Dy = Dy = 0),
la concentracién de morfégenos tiende a un estado estacionario uni-
forme linealmente estable es posible que se generen patrones espacial-
mente heterogéneos debido a que la difusidn desestabiliza el estado esta-
cionario. Este resultado es muy importante puesto que generalmente,
la difusién es un proceso estabilizador. En resumen diremos que un sis-
tema de reaccion-difusion exhibe inestabilidad dirigida por la difusién
o inestabilidad de Turing si el estado estacionario homogéneo es estable
ante perturbaciones pequeiias en la ausencia de difusion, pero inestable
ante pequefias perturbaciones espaciales cuando la difusién no es cero.

A continuacién describiremos de manera muy escueta las condiciones
generales para la existencia de inestabilidad de Turing. El lector in-
teresado en los detalles debera consultar, por ejemplo, Murray [17].
El modelo general en forma no dimensional de reaccién difusién con
condiciones a la frontera de no flujo, pues estamos interesados en la
autoorganizacion de patrones sin efectos externos, es

u = vf(u,v)+ Vi,
v = v9(u,v) + 6V,

(n-V) ( Z ) = 0, 7 en 0B; u(r,0),v(r,0) dados,

donde 0B es la frontera cerrada del dominio B donde ocurre nuestro
proceso de reaccién difusién; n es un vector normal a 0B; u y v repre-
sentan las concentraciones reescaladas de los morfégenos X y Y respec-
tivamente. El estado estacionario homogéneo es la solucién positiva del
sistema

f(u*,v*) = g(u*,v*) = 0.
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En ausencia de variacién espacial se debe resolver un sistema de ecua-
ciones diferenciales

u, = vf(u,v),
vy = v9(u,v).

de cuyo anslisis, una vez linelizado, se pueden obtener condiciones para
la estabilidad local del punto de equilibrio asociado con un espacio ho-
mogéneo. Denotemos por A a los valores propios de la matriz jacobiana
del sistema. Una vez realizado este andlisis consideremos el sistema li-
nealizado completo, es decir, cuando la difusién estd presente que puede
escribirse como

wy = yAw + DV?w, k (3)

donde A es una matriz constante y D es una matriz diagonal positiva.

Denotemos por W (r) a la solucién del problema de valores propios

VW 4+ kE*W =0, (n-V)W =0 parar en 0B.

W (r) es la eigenfunci6n correspondiente al niimero de onda k. Las solu-
ciones de (3) tienen la forma

w(r,t) = Z sieMWi(r),
k

donde las constantes sj se determinan por la expansién de Fourier de las
condiciones iniciales en términos de Wy (7). Requiriendo soluciones no
triviales de Wj(r) se obtiene que los valores propios A son funcién de los
ntimeros de onda k; es decir A = A(k). Para que el estadio estacionario
homogéneo sea inestable ante perturbaciones espaciales es necesario que
ReA(k) > 0 para alguna k& # 0. La relacién entre A y k se conoce como
relacién de dispersién y en general depende del valor de § = D;/Ds.
En largrafica (tomada de Murray, {17]) se representa tipicas relaciones
de dispersién para diversos valores de 4.
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Gréfico k? versus Re A(k) para tres valores de 4.

La linea continua representa valores de k? que implican a la existencia
de eigenfunciones inestables que evolucionan hacia estados estaciona-
rios no homogéneos. Esta linea corresponde a un valor del coeficiente de
difusién 6 > §. critico (linea a trazos). Para é < &, ReA(k) es siempre
negativa para cualquier valor de k? y, en consecuencia, no se producen
patrones espaciales no homogéneos.La confirmacion y aplicacién de es-
tos resultados tedricos a la embriologia y al estudio de patrones de
la piel en animales y plantas ha sido uno de los éxitos de la biologia
matemadtica contemporanea.

He resenado con algun detalle el trabajo de Turing pues, en mi opi-
nién, es un bello ejemplo de la manera de pensar con matematicas sobre
sistemas biolégicos. Turing no solo reencontré el estudio matematico
de la forma y su generacién en biologia, sino que el tiempo demostré
también que abrié camino para la interaccién real y continua entre los
embridlogos y sus resultados experimentales y la matematica aplicada.
Las ecuaciones de reaccién difusion y otras estrechamente relacionadas
con ellas, se han utilizado para modelar efectos quimiotdcticos celu-
lares, es decir, procesos de “ atraccién” en vez de difusién. La quimio-
taxis es un fenémeno muy comun en la naturaleza que se observa desde
células hasta organismos multicelulares. Otras aplicaciones relevantes
de este tipo de estructuras matemadticas ocurren en el estudio de tu-
mores y canceres y en el estudio de los patrones de manchas en la piel
de diferentes organismos. En particular este dltimo aspecto tiene muy
importantes consecuencias para la teoria bioldgica. Maynard Smith,
otra figura central en el desarrollo de la biologia matem4tica y teérica
de este siglo, ha dicho que el objetivo central de cualquier teoria de la
evolucién biolégica es el de dar cuenta de las adaptaciones complejas de
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los organismos a su ambiente. No voy a meterme aqui a discutir el serio
y polémico problema de definir que es una adaptacion ni a caracterizar
la complejidad. Baste decir que los sistemas biolégicos son sistemas
lejos del equilibrio que tienen la capacidad de autoorganizarse. La for-
macion de patrones en la piel de los animales, por ejemplo, muchas
veces constituye adaptaciones complejas que afectan significativamente
la adecuacién del organismo.

No puedo concluir esta seccién sin mencionar el trabajo de René
- Thom [26] que causé gran revuelo con su teoria de las catdstrofes.
Thom, basando sus estudios en las teorias de C. Waddington, desa-
rrollo su teoria matemdtica de la morfogénesis y la generalizé bajo el
nombre ya mencionado. Las aplicaciones de la teoria de las catdstrofes
a diversas dreas de la ciencia fueron poco aceptadas puesto que muchas
veces forzaban la realidad a satisfacer los postulados “catastréficos” de
la teoria de Thom. Sin embargo, desde el punt\_xde vista matematico, la
teoria de Thom fue y sigue siendo un drea importante de investigacion
geométrica y topoldgica. Su impacto sobre la biologia matematica fue
sin embargo poco relevante.

6 Hodgkin y Huxley: ritmos biolégicos.

El tiempo es esencial para los organismos. Podria decirse que la vida
es ritmica y que sin ritmos la vida cesa. ;Cémo se generan los ritmos
vitales? Winfree [31] ha escrito una obra fundamental al respecto de la
que pronto gozaremos de una nueva edicién. El tema es amplisimo y
fascinante. Algunos de los ritmos son generados por células aisladas o
por células interconectadas que pueden generar algin tipo de actividad
oscilatoria. Células con esta capacidad se denominan marcapasos. A
continuacion resefiaremos uno de los més importantes resultados sobre
estos.

En el afo de 1952 se publicaron una serie de articulos en el Journal
of Physiology en los que se determinaba la dindmica de las conductan-
cias i6nicas que generan el potencial de accién. Los articulos estaban
firmados por Alan L. Hodgkin y Andrew F. Huxley [8]. En 1963, gracias
a este trabajo, se les otorgé el Premio Nobel en Fisiologia y Medicina.
Hodgkin y Huxley desarrollaron un modelo matemadtico explicito basa-
do en sus descubrimientos e hipé6tesis; el modelo fue ajustado a los
datos experimentales de conductancia generados por ellos mismos y asi
predijeron la evolucién temporal del potencial de membrana durante
un impulso nervioso [23]; [9]. Hoy sabemos que el valor del potencial
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de membrana se encuentra entre -70 mV en estado no excitado, y +40
mV en el pico del potencial de accién. El éxito de Hodgkin y Huxley
en la medicién del potencial de membrana se debié al desarrollo del
llamado voltage clamp. Esta técnica fija el potencial de membrana y
luego mide la corriente que debe ser suministrada para mantener un
voltaje constante. Sin entrar en detalles sefialaremos que Hodgkin y
Huxley supusieron que la corriente inicial de entrada es debida funda-
mentalmente a iones Na™, mientras que la corriente de salida es debida
a iones K*. Con estas suposiciones Hodgkin y Huxley fueron capaces
de separar la corriente iénica total en sus partes iénicas constitutivas.

Los detalles completos de la derivacién de las ecuaciones diferen-
ciales que pondremos a continuacién los encontrars el lector en Keener
y Sneyd [9]. Aqui nos limitaremos tdnicamente a listar el sistema y
comentar algunos de sus desarrollos importantes. Las ecuaciones de
Hodgkin y Huxley son | i

dv
Cm% = —gKn4(U - 'UK) - gNam?’h(v - UNa) - §L(’U - 'UL) + Iappa
Eic_i? = an(l —m)— Bum,
d
d—Ttl = an(l—n)—~ B.n,
dh
— = 1~ h)— Byh,,
dt ah( ) 5h )

donde oy, Bm, Oy Bry0n Yy B son funciones no lineales del voltaje.
Ademas

gna = 120,g9x = 36,7, = 0.3,
UNa = 115, vgx = —12, v, = 10.6

El potencial v es la desviacién del estado de reposo V =V, + v y estd
medido en mV, la densidad de corriente tiene unidades de yA/cm3, con-
ductancias tienen unidades de mS/cm? y las capacitancias unidades de
pF /cm?. Es muy importante sefialar que el trabajo de estos dos autores
es un ejemplo relevante de una investigacién en donde métodos expe-
rimentales, métodos matematicos, ajuste de curvas y teoria biolégica
se combinan para resolver un problema biol6gico de fundamental im-
portancia. Las variables m, n y h son varaibles fenomenoldgicas, es
decir, son variables que han sido incluidas para ajustar observaciones
experimentales. La variable m estd asociada con la apertua del canal
para, el sodio; la variable n, a su vez, esta asociada con la apertura del
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canal de potasio y, finalmente, la variable h se asocia con la obstruccién
del canal de sodio.

El estudio de las ecuaciones anteriores est4 lejos de estar terminado
pero han sido muy importantes para el estudio de las propiedades de
marcapasos fisiolégicos y el enfoque tomado por los autores ha servi-
do de modelo para otros casos. En particular, una pregunta bésica
es la posibilidad de que los marcapasos dejen de producir oscilaciones
ritmicas para dar lugar a comportamientos irregulares. En el corazén
el caso de la fibrilacién ventricular es un ejemplo clasico aunque no
por ello completamente estudiado. Winfree [32] ha sefialado algunos
fenémenos que requieren de atencién y que estan relacionadas con
medios bioldgicos excitables, la mayoria de ellos relacionados con la
fisiologia del misculo cardiaco, particularmente con la aparicién de fi-
brilacién ventricular. Remito al lector al articulo citado para mayor
informacion y referencias. Otro ejemplo, que ha atraido la atencién
de muchos investigadores, es el de la actividad ritmica de las células 3
pancreaticas que estdn asociadas con la secresién de insulina. Las inves-
tigaciones realizadas con modelos realistas pero sumamente complejos
indican que los marcapasos son capaces de comportarse cadticamente y
que la presencia de caos en sistemas fisiolégicos que generan ritmos tipo
marcapaso pudiera ser un fenémeno muy comin en la naturaleza [5].
En resumen podemos concluir que las ecuaciones de Hodgkin y Hux-
ley han sido fundamentales para el desarrollo del estudio de medios
biolégicos excitables y que poseen, al igual que modelos anadlogos para
otros ritmos fisioldgicos, una riqueza muy grande en comportamientos
no lineales. El trabajo matematico sobre estos modelos de Hodgkin y
Huxley y otros modelos relacionados, se ha centrado en la descripcién en
el plano fase de la excitabilidad, el analisis de oscilaciones no lineales,
efectos de acoplamiento de osciladores, caracterizacién de soluciones
tipo onda viajera y propagacién en cables no homogéneos [23].

7 El ADN y la clave genética.

Para la discusién de este punto nos basaremos en un articulo de Michael
S. Waterman [30] al que referimos al lector para mds detalles. En 1953
James Watson y Francis Crick propusieron la estructura de doble hélice
del 4cido desoxiribonucléico o ADN ademads de proponer el mecanismo
de replicacién o copiado de esta molécula basado en los pares adenina-
timina y guanina-citosina (A-T, G-C). Los tltimos 45 afios de la biolo-
gia molecular se han basado sobre este descubrimiento. La propiedad
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fundamental del ADN es que puede codificar informacién genética. El
ADN es una sucesién de bases o nucleétidos. Sila cadena de nucle6tidos
consta de n elementos, entonces existen 4™ posibilidades de ordenarla:
la complejidad de la molécula de ADN es inmensa. Por ejemplo, si
la cadena tuviera 1000 nucleétidos, los posibles rearreglos de la misma
son del orden de 10%%° muchas més que el niimero de particulas ele-
mentales en el universo. Ademads, la manera en que la informacion se
codifica hace uso tinicamente de tres bases por aminoacido, donde los
tripletes que codifican sucesivos aminodcidos en una proteina estan or-
denados secuencialemente en la molécula de ADN. Un problema bésico
de la genética molecular es la secuenciacion de moléculas de ADN. El
problema es monumental pero existen propiedades interesantes de la
molécula que lo hacen tratable. Una de estas propiedades, en células
eucariontes, es la existencia de sucesiones de bases en el ADN que no
codifican nada; estas sucesiones se llaman int\reones. Los segmentos que
si codifican se denominan exones. La explicacion evolutiva de la exis-
tencia de intrones en el ADN eucarionte es un problema abierto todavia.
Pero pasemos a un problema de mds directo interés en matematicas.
Los genes codificados por el ADN no son féciles de reconocer. Existen
en la estructura del ADN tripletes especificos que indican la terminacién
de una cadena de aminoacidos, ademds del triplete ATG que indica el
inicio de un gene. Los problemas matematicos de interés en esta drea
son:

1. Mapeo del ADN
2. Comparacién de cadenas

3. Determinacién de genomas, es decir, todo el ADN de un organis-
mo.

Una de las més interesantes areas de desarrollo en el estudio del ADN
que quiero comentar aqui se refiere a la computacién con ADN. Para
ello me basaré en los articulos de Ogihara y Ray [20] y Liu et al [13]
publicados en Nature este afio. Es sabido que la dificultad para encon-
trar soluciones a problemas matemadticos se clasifica por la velocidad a
la cual los mejores algoritmos pueden obtener soluciones. Los proble-
mas dificiles son los NP cuyos tiempos crecen exponencialmente con el
nimero de variables involucradas. El problema de caminos o rutas de
Hamilton consiste en encontrar la ruta de vuelo de un avién que conecte
varias ciudades y en donde cada ciudad sea visitada solamente una vez,
como dice la cancién. Este es un problema NP de los més dificiles.
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En 1994 Leonard Adleman propuso un método basado en el ADN que
era polinomial. Un problema NP puede verse como la bisqueda de
una solucién que satisface simultaneamente cldusulas légicas compues-
tas, cada una, de tres variables y que pueden ser verdaderas o falsas
y que se encuentran conectadas por conjunciones “o”, por ejemplo el
problema resuelto por Liu et al (2000) est4 definido por las cldusulas

(xlOR .’L'QOR 53) AND (EIOR IQOR 53) . (4)

Este tipo de problema se denomina 3-SAT y, el resuelto por Liu et al es
uno de los més sencillos de este tipo (que es NP). El método de Liu et
al se inicia con una cadena binaria que representa las variables en una
férmula 3-SAT y que puede ser a su vez representada por una tnica
secuencia de nucleétidos. Para ejemplificar la cadena TGCGG podria
representar la cadena binaria 001. Para cada n variables existen 2" res-
puestas, denominadas cadenas de Watson. Para cada cadena de Watson
existe una cadena complementaria o cadena\de Crick. El objetivo del
método es identificar aquellas cadenas de la biblioteca de cadenas (en el
caso de Liu con tres variables su biblioteca es de 8 cadenas de Watson)
que satisfacen las clausulas de su problema 3-SAT. Ilustremos el método
de la siguiente manera. La biblioteca de 8 cadenas binarias para el
problema 3-SAT citado es

[

[l A e B B e S B Y
o= O O O OoOR
[\

—_ O = O O - OR
w

—_

El método se inicia asociando cadenas de ADN a cada posible respuesta
en una superficie tratada especial:

Cadena de ADN Cadena binaria Superficie

ATGCC 0 00 1
TGCGG 0 01 2
AAGCG 010 3
CCTAT 011 4
TAGAC 100 9
GGATT 1 01 6
CTTCG 110 7
GTTAT 111 8
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Luego, cadenas complementarias que satisfacen la primera clausula en
(4) se anaden a la solucién adhiriéndose a las cadenas 1 y 3-8. La ca-
dena sin complemento que queda, la 2, es desnaturalizada por enzimas.
Después, las cadenas complementarias se eliminan y la superficie es
lavada. Este ciclo es repetido para la segunda cldusula en (4) resultan-
do en la destruccion de la cadena 6. Las cadenas restantes son leidas
proporcionando la solucién correcta del problema:

000, 010,011, 100, 110, 111.

Este resultado es importante pero su ampliacién para problemas 3-SAT
mas complejos es poco realista por ahora: existen problemas serios en
la correccion de errores asociados con la quimica del ADN, se requieren
una cantidad muy grande de cadenas de ADN para la técnica, aparte
de la necesidad del diseno y construcciéon de cadenas de ADN tnicas, y
finalmente, el crecimiento exponencial de caéienas de ADN necesarias
para resolver problemas 3-SAT.

8 Epilogo.

Hace no muchos aiios enfocar problemas bioldgicos desde una perspec-
tiva matemaética o computacional era poco importante para la biologia
y quienes se dedicaban a ello escribian escencialmente para si mismos.
Ahora, la perspectiva ha cambiado radicalmente. Las matematicas y la
computacion estin presentes, por ejemplo, en el andlisis de las secuen-
cias de dcidos nucléicos y otras macromoléculas y en la determinacién
de tasas de replicacion de virus letales como el SIDA. Cito estas dreas
porque en ellas es donde en anos recientes la aplicacion de técnicas
matematicas de modelacién, analitica o computacional, han tenido re-
sultados sorprendentes y muy importantes. La comunidad médica ha
sido particularmente reticente al uso de matemadticas en la investigacién
clinica, sin embargo, como sefialaré més adelante, el uso de modelos ha
resuelto recientemente uno de los problemas mds importantes relati-
vos a la naturaleza del VIH, y éstos métodos son ahora incorporados
en los protocolos de trabajo. Otras dreas, como la genética de pobla-
ciones y la ecologia, tienen una tradicion de aplicacion de herramientas
matematicas de casi un siglo. En afios recientes, la disponiblidad de su-
percomputadoras ha hecho posible la elaboracién y uso de modelos mnuy
detallados en ecologia de comunidades y epidemiologia, por ejemplo. El
reto actual en esta drea de interfase entre biologia y matematicas, sean
estas aplicadas al ADN, al sistema inmune, al ciclo celular, poblaciones
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o bosques, es el de desarrollar modelos mecanisticos que se basen en lo
que es conocido sobre el sistema tanto a nivel experimental o de cam-
po, como tedrico y usar el poder predictivo y explicativo del modelo.
construido para analizar y explicar el comportamiento emergente en
términos de las interacciones individuales de sus componentes [12].

En inmunologia los avances en la aplicacién de matematicas a pro-
blemas en enfermedades infecciosas han sido notables. Alan Perelson
y David Ho han determinado la tasa de replicacién del virus del SIDA
en 1996 [21]. El trabajo publicado sobre el tema fue el méas citado en
Science en ese ano ademds de otorgarle el titulo del hombre del ano
a David Ho. En la determinacién de la tasa de replicaciéon del virus
del SIDA los modelos matemadticos jugaron un papel relevante. A un
grupo de pacientes se les suministré una droga, ritonavir, que inhibe
la replicacién del virus en el cuerpo. El analisis, en donde se hizo
uso de modelos en ecuaciones diferenciales no lineales y estimacion de
parametros estadistica, determiné que la tasa de produccion de virus es
mayor a 10 mil millones de particulas virales por dia, que las particulas
libres de virus eran eliminadas del cuerpo en aproximadamente 6 horas
y que la vida media de las células T infectadas productoras de viriones
es de 1.5 dias: el SIDA en consecuencia no es una enfermedad lenta.
Las consecuencias de este resultado, en el cual los modelos mateméticos
jugaron un papel fundamental, indica que la evolucién del virus del SI-
DA es extremadamente rapida, y que las posibilidades de virus mutados
resistentes a los farmacos disponibles ahora es una realidad con conse-
cuencias graves para la salud publica.

Este resultado no solo es importante en cuanto al conocimiento del
virus, sino también en la opinién y consideracién en que la comunidad
médica tiene ahora el uso de modelos matematicos. En mayo de 1999
visité la Universidad de California en San Francisco y tuve la oportu-
nidad de escuchar una conferencia dada por David Ho. En el argumento
de su charla algo me llamé la atencién. Para justificar el protocolo de
ciertos experimentos, Ho argumenté que sus suposiciones eran razona-
bles pues coincidian con los resultados del modelo matematico de su
articulo publicado en Science. En la sesién de preguntas y respuestas,
donde yo esperaba criticas a la aplicabilidad del modelo matematico, no
escuche ninguna: el uso de modelos matemadticos en ecuaciones diferen-
ciales se tomé con la misma actitud que la descripcién de un resultado
experimental usando PCR. De hecho, Alan Perelson [comunicacion per-
sonal] afirma que cada uno de los grupos importantes en investigacion
de SIDA en Estados Unidos tiene ya o esta buscando un “modelador
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Debo subrayar que el potencial cientifico de las interacciones entre
matematicas y biologia puede ser desarrollado unicamente si se le fo-
menta y promueve entre nuestros estudiantes tanto de matematicas co-
mo de biologia. Las interacciones entre individuos que han dado lugar
a los desarrollos del siglo XX se deben a que problemas interesantes
han existido y que mucho esfuerzo e interés se ha colocado en el es-
tablecimiento de interacciones inter y multidisciplinarias. Es necesario
fomentar esta perspectiva en las escuelas e institutos de estudios supe-
riores. La Sociedad Matematica Mexicana en ese aspecto a-contribuido
de manera importante en nuestro pais para lograr este objetivo: desde
hace varios afos, existe una sesiéon dedicada al drea en su Congreso
Nacional, que es ademds muy popular entre los estudiantes y que ha
permitido la divulgacién del trabajo nacional entre el publico universi-
tario del pais.

Finalmente, no quiero concluir sin advertir que en México la bio-
logia matematica se ha desarrollado de manera desbalanceada. Un
nimero sustancial de los investigadores que realizan este tipo de in-
vestigacién son mateméticos de formacién. Varios de ellos tienen am-
plia experiencia y conocimiento de problemdticas biolégicos. Stephen
Smale en algtin libro dijo que la biologia teérica debia desarrollarse en
los departamentos de matematicas. Yo disiento totalmente de tal afir-
macién. En principio biologia matematica no es biologia tedrica, como
claramente la obra fundamental de Darwin demuestra; en segundo lu-
gar la biologia tedrica debe desarrollarse desde la biologia a través de
la constitucién de grupos multidisciplinarios que incorporen entre sus
miembros ademés de bidlogos a matemdticos. La biologia matematica
es una forma de atacar problemas bioldgicos {7]. El desarrollo de la
biologia matemadtica desde la perspectiva de los bidlogos seguramente
enriquecerd y promovera ain més los avances que en nuestro pais se
han logrado: la presencia de la biomatemética mexicana a nivel in-
ternacional empieza a ser significativa. Esperemos que este siglo que
empieza (no se si este afio o el siguiente) vea consolidarse la forma de
ver el mundo y hacer investigaciéon matemética desde una perspectiva
bioldgica.
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