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Abstract

The concept of curvature is very common in Differential Ge-
ometry. In this article we try to show its evolution along history,
as well as some of its applications. This survey is limited both in
number of topics dealt with and the extent with which they are
treated. Some of them, like minimal submanifolds, Kéhler man-
ifolds or Morse Theory are completely omitted. Even though in
an implicit way, the curvature is already present in the Fifth Eu-
clid’s Postulate. However it does not emerge explicitly in Mathe-
matics until the appearance of the theory of curves and surfaces
in the euclidean space. Taking basically the work of Gauss as a
starting point, Riemann defines the curvature tensor in an ab-
stract and rigorous way. The introduction of multilinear algebra
in the second half of the XIX century allowed a better analytic
formulation and its further development. It is worth stressing its
fundamental role in the development of the Theory of Relativity.
As a consequence of the impact of both Riemann’s and Klein’s
Erlangen program, two major research lines in Geometry arose:
a) The study of geometric and topological properties of Rieman-
nian manifolds of low dimension, b) The study of Riemannian

“Este articulo, que es la traduccién al espaiiol del publicado en RACSAM Rev. R.
Acad. Ciencias Exactas Fis. Nat. Ser. A Mat. 99 (2), (2005), 195-210, corresponde
al discurso de ingreso del profesor Antonio Martinez Naveira como “Académico
Correspondiente”
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manifolds with the greatest possible number of isometries. Be-
sides, the curvature is present, not only in riemannian manifolds,
but also in many other geometric structures, like homogeneous
and symmetric spaces, the theory of connections, characteristic
classes, etc. Having in mind that the physical world cannot be
explained with a flat model, the curvature rises in the theories
of Mathematical Physics. Likewise, it seems interesting to note
its presence in applied sciences, like Estereology.

Resumen

El concepto de curvatura es muy familiar en la Geometria
Diferencial. En este articulo se procura mostrar tanto la evolu-
cion de su concepto a lo largo de la historia como algunas de sus
posibles aplicaciones. En esta exposicion existe una limitacién
tanto en la presentacién de algunos temas como en la ausen-
cia de otros que son basicos en la Geometria de Riemann. En-
tre estos ultimos cabria destacar las variedades minimales y las
kéhlerianas o la teorfa de Morse. Aunque de manera implicita,
la curvatura subyace en el quinto postulado de Euclides, ésta
no aparece de una manera explicita en las Matemaéticas hasta la
construccién formal de la teoria de curvas y superficies, debida
fundamentalmente a Gauss y Monge. Tomando fundamental-
mente como base la obra geométrica de Gauss, Riemann define
de una manera abstracta, pero rigurosa, el tensor curvatura.
El desarrollo del dlgebra multilineal durante la segunda mitad
del siglo XIX permitié su comprension analitica y su desarrollo
posterior. Ademads, la curvatura no sélo esté presente en las va-
riedades de Riemann y sus aplicaciones a la Fisica Tedrica, en
especial a la teoria de la relatividad, sino también en muchas
otras estructuras geométricas tales como espacios simétricos y
homogéneos, teoria de conexiones, clases caracteristicas, etc.
Igualmente, parece interesante hacer notar su presencia en cien-
cias aplicadas, entre las que cabe senalar la Estereologia.

MSC: 53-03,01-02.

Palabras clave: curvatura, geometria no euclidea, geometria
de Riemann, espacios simétricos

1. Introduccién

El mundo en el que vivimos y los modelos mateméticos que se cons-
truyeron para describir los objetos geométricos y fisicos no se pueden
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explicar con teorias lineales. Para obtener una representacion razona-
blemente coherente es preciso introducir objetos formados con términos
de orden superior. El ejemplo mas elemental es la aceleracion de una
particula en movimiento en el espacio euclideo. El concepto de cur-
vatura es, precisamente, un objeto de segundo orden que surge de una
manera natural en el estudio de curvas, superficies y sus generaliza-
ciones.

Segin Ossermann, [Osn2|, la nocién de curvatura es uno de los
conceptos centrales de la geometria diferencial; uno puede argumentar
que es el central, distinguiendo el nticleo geométrico del problema objeto
de estudio de otros aspectos. Segin Berger, [Br2], la curvatura es el
invariante més importante en la Geometria de Riemann y ademas el
mas natural. En [Gv], Gromov escribe: “el tensor curvatura de una
variedad de Riemann es un pequeno monstruo de algebra multilineal
cuyo significado geométrico completo permanece oscuro”.

Asi, para variedades de Riemann sin estructuras adicionales, la cur-
vatura es una magnitud compleja. Histéricamente se comenzaron es-
tudiando sus propiedades en aquellas variedades mas sencillas para,
posteriormente, comparar la situacion general con la de las variedades
particulares. Frecuentemente, a éstas se les denomina “espacios mode-
lo”.

La curvatura desempena también un papel fundamental, tanto en
la Fisica como en otras ciencias experimentales. Por ejemplo, la magni-
tud de la fuerza requerida para mover un objeto a velocidad constante
es, de acuerdo con las leyes de Newton, un multiplo constante de la
curvatura de la trayectoria; o el movimiento de un cuerpo en el campo
gravitacional estd determinado, segin Einstein, por la curvatura del
espacio-tiempo.

2. Una nota sobre los Elementos de Euclides

Cuando Euclides (o quizas su escuela) escribe sus “Elementos”, los
primeros cinco postulados parecian tan evidentes que debian ser acepta-
dos sin demostracién. Alli, aunque no de manera explicita, ya esta pre-
sente la curvatura. “Elementos” rivaliza, por su difusion, con los libros
mas famosos de la literatura universal: la Biblia, La Divina Comedia,
Fausto y el Quijote. Esto es un privilegio excepcional, ya que se trata
de una obra cientifica no asequible a las grandes masas de lectores. Pero
su rigor logico —en el cual reside parte de la génesis del pensamiento
matematico moderno— y la unidad de su exposicion hacen de ella un



32 ANTONIO MARTINEZ NAVEIRA

cuerpo de doctrina tinico, que deberia ser de lectura obligada para todos
los estudiantes de geometria.

Platén, discipulo de Sécrates, fundé su escuela, “La Academia”, en
una zona sagrada de Atenas. Era como una pequena universidad donde
el filésofo y sus amigos impartan ensenanzas a sus discipulos. Platén
tenfa en gran estima a las Matematicas, en especial a la Geometria.
Dice la leyenda que la inscripcion grabada en la entrada de la Academia
rezaba: “Nadie entre aqui que no sepa Geometria”.

Sin embargo, la obra de Euclides no es facil de entender. Por ejem-
plo, en el siglo XVIII, los miembros de la Academia de Ciencias de
Paris MM. Delambre y Prony escribian: “Nadie nos escucharia si pro-
pusiéramos que se comenzara el estudio de la matematica por los Ele-
mentos, pero se esta en lo cierto cuando se afirma que cualquier gedéme-
tra haria muy bien en leerlos una vez en su vida”.

Sobre su importancia, el Profesor Dou dice: “La geometria de los
Elementos es una geometria que hoy la podriamos considerar geometria-
fisica, ya que para Euclides y Aristételes los términos de sus proposi-
cidénes se refieren con toda exactitud a los campos naturales de la reali-
dad del mundo fisico, con una referencia tinica que es simultaneamente
inmediata y ultima. Es una geometria que pretende estudiar la estruc-
tura del espacio fisico [D]”.

3. El nacimiento de la Geometria Diferencial de
curvas y superficies

El estudio de curvas nace con el Analisis Infinitesimal. Newton ya
estudia la curvatura de las curvas planas. Para una curva, la curvatura
en un punto mide su desviacion respecto de su tangente.
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La teoria de superficies del espacio euclideo se ha desarrollado fun-
damentalmente a lo largo de los siglos XVIII, XIX y primera mitad del
XX.

A comienzos del siglo XIX, Young y Laplace probaron que en una
superficie esférica la presién en el interior es siempre mayor que en el
exterior, y que la diferencia de presion se incrementa cuando disminuye
su radio. Por las leyes fisicas, los liquidos tienden a minimizar su super-
ficie. En el interior de una gota o una burbuja en equilibrio, la presién
interior es superior a la exterior. Este exceso de presién es debido a
la curvatura de la superficie limite de separacién. Intuitivamente, se
puede deducir que la curvatura de una superficie en un punto mide su
desviacién respecto al plano tangente

T (AL

Cabe senalar las aportaciones de Euler, Monge y Dupin, pero sobre
todo el famoso articulo “Disquisitiones generales circa superficies cur-
vas” de Gauss, el cual resulté fundamental para establecer el concepto
de espacio. En él se introduce, ademas, la nocién de “curvatura” de una
superficie en un punto, que es un concepto intrinseco. Para ello, Gauss
estudia las propiedades intrinsecas de la geometria de una superficie.

El “Teorema Egregium de Gauss” se podra enunciar “En un punto
de la superficie, la curvatura de Gauss es un invariante isométrico”.

El nombre de “Teorema egregium” se lo atribuyo el mismo Gauss,
debido a sus excepcionales propiedades geométricas. Es éste un pro-
totipo de teorema universal sobre los que Chern afirmaba: “Las mate-
maticas estan ahi, s6lo es necesario descubrirlas y sacarlas a la luz”.

Segtin Berger, no existen demostraciones geométricas sencillas del
“Teorema Egregium”. A lo largo de la historia se han dado muchas entre
las que cabe destacar las de Hilbert y Cohn-Vossen, [H-C V], Chern,

[Chn.1], Do Carmo, [DC], ONeill, [ON], Stoker, [Sr], Sternberg, [Sg],
Klingenberg, [Kg| y Boothby, [By], entre otros.

De las citadas anteriormente, me parece muy interesante (por con-
siderarla muy pedagdgica) la presentada por Thorpe, [Te|, ya que utiliza
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la teoria de fibrados principales unitarios sobre una superficie sin hacer
explicitamente referencia a ellos. En Berger [Br2] se nos presentan 2
demostraciones. La dada por Bertrand, Diguet y Puiseux, [B-D-P], da
la clave de la generalizacion de Riemann del tensor curvatura a dimen-
siones arbitrarias. Ademas, el articulo de Bertrand, Diguet y Puiseux
fue pionero para el desarrollo de la teoria de volumenes de tubos en
variedades de Riemann, impulsada fundamentalmente por A. Gray,
[Gy.1].

Como una aplicacion del “Teorema Egregium” de Gauss se encuen-
tra una de las formulas mas profundas y dificiles de la Geometria Dife-
rencial y la Topologia Algebraica: “El teorema de Gauss-Bonnet para
superficies”. Gauss lo prueba para polgonos geodésicos y Bonnet lo
demuestra para poligonos con lados de curvatura geodésica no nula
([Bt], [VA2]). No existe una demostracién sencilla del mismo. Es por
su interés metodolégico, que yo eligiria la demostracion presentada por
Thorpe, [Te]. Este teorema fue generalizado por Allendoerfer y Weyl a
dimensiones arbitrarias casi un siglo mas tarde, [A-W].

En el siglo XVIII, Euler establece su famosa formula para poliedros:

Caras — Aristas + Vértices = 2.

Pese a su simplicidad, parece que esta propiedad no era conocida
por Arquimedes ni Descartes. Quizas la razon haya sido que a cualquier
matematico anterior a Euler no le era posible pensar en propiedades
geométricas que no fuesen medibles. El camino iniciado por Euler fue
seguido por Lhuilier, quien observa que la formula de Euler era falsa
para cuerpos con g asas y prueba que:

Caras — Aristas + Vértices =2 — 2g.

Este es el primer ejemplo conocido de invariante topoldgico.

Para un dominio plano, donde la frontera estd formada por lineas
rectas, el resultado mas clésico y sencillo dice que “la suma de los dngu-
los interiores de un triangulo es 7”. En general, si D es un dominio
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de una superficie, cuya frontera 9D es diferenciable por arcos, para
cualquier subdivision simplicial su caracteristica de Euler—Poincaré
X(D) = Caras - Aristas + Vértices estd dada por la férmula de Gauss-
Bonnet:

Z(W—ai) —|—/

(ds/pn) + [ [ KA =2mx(D),

p oD D

donde el primer sumando representa la suma de los dangulos exteriores
en las esquinas, el segundo es la integral de la curvatura geodésica y el
ultimo es la integral de la curvatura de Gauss. Son, respectivamente,
las curvaturas puntual, lineal y de superficie del dominio. La féormula
de Gauss- Bonnet puede interpretarse diciendo que la caracterstica de
Euler—Poincaré es una curvatura total.

Para las superficies cerradas se tiene

/ KdA =2nx (M),
M

que puede considerarse como una clase caracteristica.

4. El nacimiento de la Geometria de Riemann

En 1854 Riemann generaliza los estudios de Gauss a espacios de
dimensién arbitraria. Define, de una manera poco rigurosa, el concepto
de variedad diferenciable como un conjunto n-dimensional sobre el que
se pueden realizar los célculos del andlisis ordinario. Asi, una geome-
tria sobre una variedad serd una forma cuadratica definida positiva en
cada uno de los espacios tangentes. Esta definicion de Riemann per-
mite generalizar gran parte de la obra de Gauss. El mismo Gauss le
habia aconsejado este tema para su tesis de habilitacién. La famosa
memoria de Riemann “Sobre las hipotesis que sirven de fundamento
a la Geometria” fue publicada después de su muerte. Evidentemente,
los espacios de Riemann de curvatura variable comprenden, como ca-
sos particulares, las formas espaciales, que son las que histéricamente
dieron lugar a las geometrias no-euclideas, que son tan consistentes
como la euclidea. Volveré a este tema un poco més adelante.

Con la aparicién de la memoria de Riemann se puede hablar del
nacimiento del tensor curvatura en el sentido que lo conocemos hoy. Sus
propiedades son bastante complicadas; sin embargo, sus ideas basicas
son simples y profundas, como todos los grandes conceptos de la ciencia.
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En la segunda mitad del siglo XIX se desarrolla, sobre todo en la es-
cuela italiana, el dlgebra tensorial. Esta herramienta, aunque farragosa,
permitio un gran avance en la Geometria de Riemann, principalmente
en la formulacién del desplazamiento paralelo de Levi-Civita y de la
Teoria de la Relatividad de Einstein. Desde la aparicion de esta iltima
los espacios de Riemann han llamado la atencién de gran cantidad de
filsofos, fisicos y matematicos.

El concepto de curvatura de Gauss de una superficie se extiende a
las variedades de Riemann de dimension superior a dos de una manera
natural, ya que es posible considerar el germen de la superficie total-
mente geodésica tangente en un punto de la variedad al subespacio de
dimension dos en cuestién, [Sk, ?, ?|. La curvatura de Gauss de dicha
superficie se define como la “curvatura seccional” de ese plano en dicho
punto. En general, el tensor curvatura de una variedad de Riemann de-
pende de cuatro argumentos, mientras que la curvatura seccional sélo de
dos. Este resultado puede parecer extrano, aunque ahora es bien sabido
que en una variedad riemanniana el conocimiento de la curvatura sec-
cional en un punto determina el del tensor curvatura, [Brl, Gy.1, K-NJ.

Besse, [Be], afirma que “la curvatura de Ricci es bastante dificil
de percibir”. Historicamente, Ricci introduce la curvatura que lleva su
nombre por la siguiente razén: Si M es una hipersuperficie regular del
espacio euclideo, lleva inherente la segunda forma fundamental, que
es una forma diferencial cuadratica. Sus autovalores son las curvaturas
principales y las autodirecciones definen las lineas de curvatura. En una
variedad de Riemann no existe tal forma, ni direcciones privilegiadas.
Sin embargo, mediante una contraccién tensorial de los tensores cur-
vatura y métrico, Ricci define un tensor simétrico covariante de grado
dos y es posible calcular sus autovalores y autovectores. Su importan-
cia en la Geometria de Riemann es excepcional. Una nueva contraccién
de los tensores de Ricci y métrico define la “curvatura escalar”. Su in-
terpretacién geométrica es muy interesante, ya que es un multiplo del
coeficiente del término cuadratico en el desarrollo asintético del volu-
men de una bola geodésica, [Be, p. 15; G-V].

9. El nacimiento de las geometrias no-euclideas.
Sus modelos

A finales del siglo XVIII la estructura de la geometria euclidea no
estaba clara. Como dice Berger, quizas tampoco lo estaba para Euclides.
Por entonces, se creia que el quinto postulado podia ser consecuencia
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de los cuatro anteriores, posiblemente con una condiciéon adicional.

Por su importancia, tanto por si mismo como por su influencia en
el desarrollo histérico de la curvatura, el quinto postulado de los “Ele-
mentos” se puede enunciar como sigue:

Por un punto exterior a una recta pasa una unica paralela.

Desde siempre, el ser humano ha utilizado el hecho intuitivo de que,
en el espacio ordinario, la distancia mas corta entre dos puntos es la
linea recta. También se sabe desde hace siglos que la distancia mas
corta entre dos puntos sobre la esfera son los arcos de meridiano, los
cuales se pueden denominar “rectas”. Dada una recta sobre la esfera
y un punto exterior a ella, no existe ninguna otra que pase por dicho
punto y no corte a la primera. Asi, en este caso, no se verifica el quinto
postulado.

El anélisis de la trigonometria esférica se remonta a los inicios de
nuestra era, quizas incluso a algunos siglos antes. Todo ello estaba mo-
tivado por el estudio de la Astronomia. Intuitivamente, es facil adivinar
que, en este caso, la suma de los dngulos de un tridangulo es mayor que
dos angulos rectos y que este exceso parece ser debido a su “curvatura”.

Riemann prueba como a la esfera se le puede asignar una forma
cuadratica con coeficientes funciones de las coordenadas y con curvatu-
ra positiva. El establece explicitamente que la geometria que todo el
mundo habia buscado, “la geometria hiperbdlica”, estda definida por
la misma forma cuadrética con curvatura negativa. La interpretacién
dificilmente podria ser mas simple. Estas geometrias aparecen en casi
todos los campos de las matematicas: geometria algebraica, teoria de
nimeros, geometria diferencial, variable compleja, sistemas dinamicos,
fisica matematica, etc.

A comienzos del siglo XIX aparecen los trabajos de Lobachevschi y
Bolyai quienes, independientemente, descubren la “geometria hiperbdli-
ca”. El mismo Gauss estaba convencido de que podian existir otras geo-
metrias satisfaciendo los primeros cuatro postulados, pero no el quinto.
No publicé estas ideas y tenia razones bastante convincentes para ello:
Si se presentaba a sus amigos como un perfeccionista, no parece 1égico
que estuviera inventando “nuevas geometrias”.

Las construcciones de nuevas geometrias por Lobachevschy y Bolyai
son bastante rudimentarias, ya que, como se puede ver en la obra de
Hilbert, la geometria no-euclidea demanda abstraccion y no existen
modelos para ellas en la euclidea. En efecto, las isometrias de un ob-
jeto geométrico no estan contenidas necesariamente en las del espa-
cio euclideo. La consistencia de la Geometria Hiperbdlica esta plena-



38 ANTONIO MARTINEZ NAVEIRA

mente justificada en la literatura. Véase por ejemplo, las obras de Klein,
Poincaré y la conferencia que José Maria Montesinos publicé en esta
Real Academia, [Ms].

Es posible definir la “Geometria Hiperbdlica” como aquella que sa-
tisface todas las férmulas trigonométricas de una geometria esférica en
la que el radio fuese imaginario puro. Globalmente, el plano hiperbdli-
co no es una subvariedad regular del espacio euclideo de dimensién 3
con la métrica inducida. Sin embatgo, Minding descubrié la “pseudoes-
fera” (superficie de revolucién de la tractriz) que, localmente, tiene las
propiedades del plano hiperbdlico. Esta superficie ha sido extensamente
estudiada por Beltrami.

Es bien sabido que el espacio de Minkowski se puede representar
como R? con la métrica (v,v) = 22 + y* — 2%. Asi, la esfera imaginaria
S2(i) es exactamente el hiperboloide 22 + y* — 2% = —1.
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El modelo de Klein es la representacion métrica en la que la variedad
es el disco abierto unitario z2 4+ y? < 1 y las geodésicas modelo son las
lineas rectas.

El tercer modelo es el de Poincaré definido en el disco unitario abier-
to. Las geodésicas son circunferencias ortogonales a la frontera.

El cuarto tiene como modelo el semiplano de Poincaré y su repre-
sentacién geométrica es:

a
_DL—

Es un ejercicio interesante probar que las cuatro geometrias que
acabamos de definir son isométricas.
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Geométricamente, es posible visualizar las “formas espaciales” como
las variedades de Riemann de curvatura constante y que, localmente,
son:

e El espacio euclideo;
e La esfera S™;

e El espacio hiperbdlico H".

6. Dos grandes lineas histéricas de investigacién

Como consecuencia de la repercusion de la memoria de Riemann
y del programa de Erlangen de Klein, surgen dos grandes lineas de
investigacion en la Geometria:

(a) Estudio de las propiedades geométricas y topoldgicas de las varie-
dades de Riemann de dimensiones bajas.

(b) Estudio de las variedades de Riemann con el mayor nimero de
simetrias posibles.

En relacién con la primera linea de investigacién, la Conjetura de
Poincaré fue formulada hace mas de noventa anos. Esta cuestion re-
sulto ser de una extraordinaria dificultad en la dimension tres. Durante
varias décadas del siglo XX se suceden los intentos por resolverla. Ac-
tualmente existe una solucién satisfactoria dada por Perelman, [Pn 1]
y [Pn 2].
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La primera familia interesante de 3-variedades clasificadas fueron
las de Riemann “llanas”, que son localmente isométricas al espacio eu-
clideo. Para ello fue fundamental el resultado de Bieberbach: “Una
variedad de Riemann compacta y llana estd caracterizada, salvo un
difeomorfismo afin, por su grupo fundamental”.

Mi maestro, el profesor Vidal Abascal, a quien tanto le debe la
matematica espanola, me comenté que en los anos cuarenta comenzoé a
interesarse por la teoria de curvas y superficies estudiando el libro de
Bieberbach, [Bh]. Al analizar alguno de sus teoremas, Vidal se plantea-
ba su generalizacién a dimensiones superiores. Asi, entre otros, fue ca-
paz de publicar articulos tan interesantes como el relativo a la Férmula
de Steiner para los espacios de curvatura constante, [VA1].

7. La curvatura en los espacios homogéneos

La teoria de los grupos de Lie ha sido extensamente estudiada, y
tiene multiples aplicaciones en otras ramas de la Matematica, en es-
pecial en la Fisica Teorica. Los grupos de Lie tienen una estructura
geométrica extremadamente rica. Su curvatura estda definida de una
manera canonica. Un resultado clasico nos dice que todo subgrupo de
un grupo de Lie define sobre éste una foliacién. Si es cerrado, entonces
el conjunto de clases de equivalencia admite una estructura de variedad
diferenciable. Este es un método elegante y seguro para encontrar ejem-
plos no triviales de variedades diferenciables, conocidas por el nombre
de homogéneas. Las mas proximas al espacio euclideo son los espa-
cios simétricos y, dentro de esta familia, los de rango uno o “espacios
homogéneos para pares de puntos”, [Hn, p. 164]; esto es, la esfera, el
espacio hiperbdlico y los proyectivos reales, complejos y cuaterniénicos.
Los espacios simétricos fueron clasificados por Cartan en [Cn.1], [Cn.2]
y [Cn.3] y sus propiedades geométricas han sido extensamente estudia-
das; véase, por ejemplo, el libro enciclopédico de Helgason, [Hn]. La
curvatura de los espacios simétricos es bastante simple y manejable y
la propiedad fundamental que los caracteriza es que su tensor curvatura
es paralelo.

Durante la segunda mitad del siglo XX muchos matematicos se preo-
cuparon por estudiar y clasificar los espacios homogéneos no-simétricos.
Aparecen asi, entre otras familias, los espacios homogéneos natural-
mente reductivos y los s-simétricos. Estos tltimos han sido estudiados
por Kowalski, Vanhecke y Gray, entre otros, [Ki], [Gy.2]. Algunos de
los matematicos que estudiaron los espacios homogéneos naturalmente
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reductivos fueron Kowalski y Vanhecke, [K-V], Berger, [Br3], y Wolf-
Gray, [Wf-Gy]. Es importante observar que estas dos familias de espa-
cios homogéneos tienen interseccién no vacia. Por ejemplo el espacio
, . - U(3) .
homogéneo naturalmente reductivo: M = HORAOTORG también un
espacio 3-simétrico. Algunos espacios homogéneos naturalmente reduc-
tivos del tipo banderas han sido utilizados por Penrose para estudiar

las correspondencias que llevan su nombre, [Ws].

Cuando el naturalista Buffon plantea en un apéndice de uno de sus
libros el problema de la aguja, dificilmente podria imaginar que estaba
poniendo los cimientos de una nueva especialidad en Matematicas: la
Geometria Integral. Su desarrollo se debe en un principio a Crofton vy,
posteriormente, a Blachske y su escuela. Aunque no aparecian explicita-
mente los espacios simétricos, homogéneos ni el concepto de curvatura,
todos ellos estaban implicitos en el desarrollo de dicha teoria y, en efec-
to, resultaron ser el pilar fundamental y basico de la misma, [So].

Santal6, Académico Correspondiente de esta Real Academia y a
propuesta mia, Socio de Honor de la RSME, nos ha legado multiples y
muy variadas publicaciones sobre investigacién matematica y docencia.
Santal6é viajé a Hamburgo en 1931 para especializarse con Blaschke.
Alli conocié a Chern, quién le ensend las nociones bésicas del célculo de
la referencia moévil de Cartan. Como curiosidad, Santalé me conté que
Blaschke le recomendaba asistir a un seminario impartido por un joven
matematico, que consideraba muy interesante. Ese joven era Kachler.
Durante muchos anos Chern y él se sucedieron en una serie de ge-
neralizaciones de teoremas de la Geometria Integral sobre densidad
cinematica, muchos de los cuales han pasado a la historia como el nicleo
de la Geometria Integral Clésica.

La curvatura estd presente en toda la obra geométrica de Santalo.
Muchas de sus publicaciones estan dispersas en bibliotecas y hemerote-
cas con poca difusion o estan agotadas. Considero que seria interesante
poder recopilar, para el ano del centenario de su nacimiento, toda su
obra cientifica y hacerla accesible a los investigadores interesados, tanto
por la importancia en si misma como por sus aplicaciones a la Estereo-
logia.

También merecen especial atencion las contribuciones de los profe-
sores Cruz Orive y Gual, que han publicado diversos articulos en los que,
utilizando sus técnicas de la Geometria Integral, obtienen resultados en
Tomografia con interesantes aplicaciones a la Biomedicina. Considero
que ésta es en la actualidad una especialidad muy interesante de la
Matematica Aplicada.
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8. ;Por qué son importantes las conexiones?

El transporte paralelo de un vector en el espacio euclideo es cono-
cido desde tiempos de Euclides. La definicion de un concepto analogo
a lo largo de una curva en una variedad de Riemann se debe a Levi-
Civita, [LC]. La idea geométrica es muy sencilla. Se considera una curva
contenida en una superficie y la desarrollable tangencial de sus planos
tangentes, que es una superficie desarrollable en el plano a la que pode-
mos aplicar las propiedades del paralelismo euclideo. Volviendo a los
espacios tangentes, se tiene definido de una manera natural el concepto
de desplazamiento paralelo que, evidentemente, depende de la curva.
Este concepto fue generalizado por Cartan, utilizando el método de
la referencia mévil. La curvatura aparece en esta teoria de un modo
natural y, de hecho, ya utiliza esta palabra en el titulo de su articulo.

Levi-Civita y su maestro Ricci-Curbastro, [RC-LC], construyen la
teoria del calculo diferencial absoluto que resulté ser basico por sus
aplicaciones a la teoria de la relatividad. Como anécdota, cabe senalar
que Levi-Civita ayudé a Einstein a entender el calculo tensorial.

En la década de los anos treinta del siglo XX aparecen diversas
generalizaciones del concepto de espacio producto. Quizas las més na-
turales sean los fibrados principales y vectoriales. En los anos cincuenta,
Koszul, [Kl], y Ehresmann, [En| definen respectivamente el mismo con-
cepto de “conexién” de forma axiomatica en fibrados vectoriales y me-
diante formas diferenciables en fibrados principales. La importancia de
este concepto radica en que es una generalizacion natural del desplaza-
miento paralelo. En las obras de Spivak, [Sk] y Kobayashi-Nomizu,
[K-N], entre otros, se encuentra ampliamente desarrollada la teorfa de
conexiones, la cual ha resultado de una gran utilidad, no sélo en la
Geometria Diferencial, sino también por sus aplicaciones a la Fisica
Tedrica.

9. Una nota sobre el grupo de holonomia

Conociendo la importancia de los grupos en Matematicas, es bas-
tante natural intentar capturar en algin grupo alguna informacién de la
Geometria de Riemann de la variedad. Utilizando la nocién de trans-
porte paralelo y la teoria de fibrados principales, es posible llegar al
concepto de holonomia de una conexién mediante el transporte parale-
lo a lo largo de caminos. Cartan esperaba que la holonomia reflejase
bastante fielmente la estructura geométrica de la variedad y permitiese
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su clasificacién. En efecto, el grupo de holonomia resulté fundamental
para la clasificacién que Cartan realizé de los espacios simétricos, [Be].
Este estudio quedé olvidado hasta que Borel y Lichnerowicz vuelven a
interesarse por el tema, [B-L]. A partir de ese momento su estudio y
analisis han gozado de gran popularidad.

La filosofia es la siguiente: una variedad posee una estructura in-
variante por el desplazamiento paralelo si y sélo si esa estructura es
invariante en un punto bajo el grupo de holonomia. Si se considera su
curvatura, desde el punto de vista geométrico ésta representa exacta-
mente el transporte paralelo a lo largo de un paralelogramo infinitesi-
mal, [A-S].

Resulta sorprendente que en los trabajos de clasificacién de la ho-
lonomia aparecen muy pocos grupos irreducibles. Recientemente es-
tos grupos adquirieron gran relevancia por sus aplicaciones a la Fisica
Matemadtica, [F-G-R 1, 2]

10. El problema Isoperimétrico

La Desigualdad Isoperimétrica en el plano es quizas el teorema glo-
bal mas antiguo en Geometria Diferencial. El problema se puede enun-
ciar como sigue:

De todas las curvas cerradas y simples en el plano y con una longitud
dada, scudl es la que limita el dominio de mayor drea?.

Los griegos ya conocian su solucion: la circunferencia. Weierstrass,
como un corolario a su teoria del calculo de variaciones, dio una de-
mostraciéon completa. Posteriormente, se dieron muchas mas sencillas.
Do Carmo, [DC], nos presenta la de Schmidt. La desigualdad isoperi-
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métrica clasica nos dice que:
L* > 41 A,

y se da la igualdad si, y sélo si, la curva es una circunferencia.

Aparentemente, la curvatura no interviene. La razon es que la varie-
dad ambiente es el plano. Para un dominio sobre la esfera de curvatura
K, ésta se convierte en:

L? > 47 A — KA?,

y se da la igualdad si, y sélo si, la curva es un paralelo, [Bn].

El problema isoperimétrico fue ampliamente estudiado desde co-
mienzos del siglo XX y son multiples y muy variados los resultados
obtenidos. Una visién completa del mismo hasta la década de los ochen-
ta se encuentra en la memoria de Ossermann, [Osnl].

11. La importancia del operador de Jacobi

Entre las herramientas mas ttiles para estudiar el operador curvatu-
ra de una variedad de Riemann se encuentran los “campos de Jacobi”.
Estos son soluciones de una ecuacién diferencial planteada a lo largo de
una geodésica . El campo tensorial simétrico

R’Y:R( . 77,)7,a

se denomina “operador de Jacobi a lo largo de 4” y desempena, via los
campos de Jacobi, un papel central en el estudio de las geometrias in-
trinseca y extrinseca de esferas geodésicas, tubos y reflexiones respecto
a puntos, curvas y subvariedades.

En general, la determinacion explicita de los campos de Jacobi es un
problema muy dificil, excepto para las variedades de Riemann con un
tensor curvatura simple. Pero algunas propiedades de una variedad de
Riemann se pueden analizar utilizando las de sus operadores de Jacobi.
En [B-V2] se estudiaron las familias de variedades verificando que su
operador de Jacobi tiene espectro constante o autovectores paralelos.
Excepto para los espacios simétricos, estas dos familias son disjuntas.

12. Conclusién

Por lo expuesto anteriormente, se deduce que el estudio de la cur-
vatura es un tema dificil, pero apasionante. Ademds este concepto
estd presente en el mundo fisico que nos rodea.
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Fridman, en el prélogo de su obra El mundo como espacio y tiempo,
[Fn, Prélogo], nos cuenta que una noche Descartes estaba observando
el firmamento. Un caminante le pregunté: ; Cuantas estrellas hay en el
cielo? Descartes le respondié: No se puede abarcar lo inabarcable.

A lo largo de la historia, el deseo de explicar las leyes de la naturaleza
siempre ha inquietado al ser humano. Muchas mentes han puesto su
empeno en explicar, con mas o menos éxito, las leyes fisicas, en base a
su experiencia y nivel de conocimientos.

No es pequena la dificultad que supone la incertidumbre de la meta.
Quizas mas en las Matematicas que en otras ramas de las ciencias.
Discernir cudles son los objetivos que vale la pena perseguir ya es un
avance en la solucion de los problemas, aunque uno mismo sea incapaz
de llegar a ella.
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