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En las primeras p&ginas de la mayoria de los textos usuales
de Andlisis Funcional encontramos la definici6n y las propie-
dades m&s simples de un espacio de Banach. Este procedimien-
to debido a las exitencias de presentacifn de un libro de
texto, no se apega a la realidad hist6rica y el estudiante
puede perder de vista el hecho de que estos conceptos son la
sIntesis de informaci6n y resultados que produjeron muchas

de las mi&s importantes investigaciones matemiticas realizadas

durante el siglo XIX y las primeras décadas del XX.

Problemas surgidos del c&lculo de las variaciones, la teoria
de funciones, ecuaciones diferenciales, etc., condujeron de
manera natural a conceptos muy manejados hoy en dia en el
andlisis funcional, o bien, pusieron de manifiesto la nece-
sidad de unificar una colosal masa de informacibén provenien-
te de las mis diversas (aparentemente) ramas de la matem&ti-

ca.

Comenzaremos examinando aspectos de la evolucifn de un proble-
ma clisico planteado el siglo pasado y conocido como Problema

de Dirichlet. Sea un dominio QGRn, no. necesariamente simple-

mente conexo, Y sea f una funci6n continua definida en la
frontera 62 de 92, Encontrar una funcifn V continua en QU§Q

tal que:



(b)  Vv(y)

32v aZV

f(y) para yeéQ .

>E1'problema ya en 1828 ld planteaba Green apfoximadamente”en

los 31gu1entes términos: ¢Es posible - encontrar una soluc16n

contlnua de 1la ecuac16n homogénea de Laplace que tome valo-

res prea31gnados en cualquler superflcle cerrada dada7

es p031t1va, va que = e =

.El pr1ncxp10 de D1r1chlet. DésCribifembs para el caso ethue

'Q¢R2 un método para- atacar el problema de Dlrlchlet dado a

conocer por Rlemann en 1851.

Sea U la familia de funciones definidas en QU3Q tales que:

(a)'56nvcbntinuas en QUBQ (b) coinciden con 1avfuncién f da-

'da en an (c) poseen prlmeras y segundas derlvadas parc1ales

contlnuas en Q .

'Para una fwciién ueU la integral |

Dtu 3- B ) )

8u- ou S, c @ :
% 37 0 significa que u es constan

'te} lo que la 1mp051b111tar£a para tomar, ‘en caso de que f no

sea constante, esos valores prescrltos en BQ.

Consideremos la funcién VeU que tenga la propiedad‘de hacer

que la integral (1) alcance su valor minimo y sea ueC?(Q),



continua en QU3R, tal que u(X) = 0 para XedQ, entonces, para
toda teR, V+tueU y ademés'D{y+tu‘”V+t€“ :Dty:V]"Entonces

D[v V]+2tD[V ul+ t DEJ u] > D[V vl i.e.: 2tn[v u + t DE; u]

‘teR, de51gualdad ‘que llamaremos (2).
Pero esto implica que ny,Q)= 0 pues de otra manera podriamos
escoger t con magnitud y signo apropiado para hacer negativo

el lado izquiérdo de (2).

Ademds, por el teorema de Green, sabemos que:

” \ al; g\; axay = f u .g.! ds -” w AV dxdy  (3)

y como u=0 en 9Q, la primera integral del miembro derecho de
. (3) se anula y, como sabemos que la integral de la izquierda

.es D[V,u], tenemos que:-
[J uAV dxdy = 0 lo que es posible s6lo si AV = 0
Q .

én Q, ya que a u le impusimos la finica reestriccién de anu-

larse en 30. V es entonces la solucién buscada.A'

A 1a sup051c16n de que el minlmo de (1) ex1ste, Rlemann le
di6 el nombre de "Prlnc1plo de Dlrlchlet" al cual justlflcaba

argumentando razones f£s1cas.

En 1870, Weilerstrass (1815-1897) hizo 1la critica del método de

Riemann, mostrando que es incompleto puesto que no demuestra



la existencia de una funci6én que minimice la integral (1).

Proporcionamremos al lector un ejemplo de una integral de la
misma forma que (1), que ilustra la situacibn que sefialaba

Weterstrass:

Si consideramos la familia de rectas V(x,y) =ax+by +C=0-"

y Q es el disco unitario con centro en el origen, entonces

2 2
jf‘s%%) +(%%) ldxdy = (2 +b2). Claramente inf {II(a2+b?):
9 _

a,beR} = 0 pero no existe una recta que haga I (a2+b2?) = 0 .

El "Principio de Dirichlet" tuvo que esperar hasta 1899 a que
Hilbert (1862+~1943) lo rehabilitar& encontrando restricciones
sobre f y 9Qque hacen a U compacto y a D@Jﬂg continua, per-
mitiendo entonces que el minimo de la integral (1) sea alcan-
zado para alguna funcibn V y podamos, en esos casos, resolver

el problema de Dirichlet.

La Funcién de Green

Otro método para atacar el problema de Dirichlet habifa sido
dado a conocer en 1828 por George Green en un ensayo muy
famoso sobre electricidad y magnetismo, donde hace considera-

ciones aproximadamente como las siguientes.



Supongamos queni\R’ Y que es una sﬁperficie suficientemen-
te lisa. Utilizando el teorema de‘Green no.esAdIficil mos-
trar que, conocidos los valores de V y su derivada nofmal en
M., los valores en el interior de la regifn que limita dicha
-superficie vienen dados por
1
1l v o_r

= -1 13V _yar
(4) v(xo,yo,zo) = 17 {é e t— ) dxdy donde

r = \(x4xo)2 + (y-y )2+ (z—zo)z] b

Ahora bien, claramente tratar de determinar Vlutilizando (4)
nos exige m&s condiciones que el problema de Dirich}et,Gpues
tendriamos que conocer los valores de la derivada normal de V.
4Sin emﬁaxgo, vefemos a continuacién como podemos utilizar (4)
u una funcidn, conocida como funcién de Green, que procedere-
mos a definir) para reducir el problema de Dirichlet a un pro-

blema de Dirichlet particular.

Sea H una funcién arménica en Q@ y que toma el valor - %-en
2R, donde r, claro estd, denota la distancia a un punto
x 1

=+ H, vemos que G se
~anula en 3Q y es arménica en 9 salvo en (XO,YO,Zé), donde

or¥orZ,) en 2. Si definimos G =

tiene un polo. Tal funcién G se llama la funcibn de Green

. para el punto (XO,YO,ZO) Yy la superficie 3Q.

Por otra parte, no es diffcil mostrar que, si H y V son

arménicas en @, entonces



{Mfz(vm-ﬂg%) dxdy = 0

‘y si sumamos esta integral mﬁlﬁiplicada por el factor - %ﬁ
él lado derecho de (4), obténemos:
vz = el & _ v mely  axay =
V(‘xo’yc’z,o) = f{z.{(mm’) =~V im (H+2)}  dxdy
1 av 3G
= e ff (G ¥ - V £&=) dxdy
Vﬁﬂ 50 on
‘ 1 5G S
=-3F [ —3- dxdy | (5)
o0 -"

ya que G se anula en 3.

-Notemos,entonCes que conocida la funcibn de Green en virtud

de (5) podemos encontrar los valores de V en Q. Esto signi-
fica reducir el problemé de Dirichilet a la determinacién

de la funcién de Green, vale decir, a un problema de Dirichlet

particular.

Debemos hacer notar que ya en 1820 Poisson encontr® que los
valores de una funcién arménica V en.el interior de un cir-
culo gquedan determinados por sus valores en la circunferen-

cia.

SupOngamos que el circulo tiene centro en el origen y sea
(Xb’Yo) un punto en su interior cuyas coordenadas polares

son(,pe). No es dificil ve# que la f6rmula



1 20 ~ R2-p2 :
VX _ ,¥Y ] = 57— £y - ay (6)
o’ Q'?"'Zn“»¥o~ : _:R2+P2~2RPrcds(eew) . v

donde (R, w) son las coordenadas polaree de un punto en la cir-
cunferencia ((6) se conoce con el nombre de 1ntegral de P01sson),
es la integral (5) en R? siendo G la func16n de Green para la
01rcunferen01a, cuya determ1nac16n puede encontrar el lector

en las pdginas 365 a 367 del "libro de leénov y Samarsky

"Ecuaciones de la fisica-matemitica”.

Tante ‘en-el caso del método de Riemann como en el método de
Green, tenemos c1ertas dlflcultades para resolver el proble—
ma de Dirichlet, El prlmerq_lo.pqdemos aplicar slempre que
podamos asegurar la existencia de la fﬁnciénlqpe minimice (l),
y el segundb, cuando podemos determinar la funcién de Green

de la regién particular que estemos considerando. TUn método

_pgste;ior,“debidq al ingeniq de Hermann A. Schwarz, pernite

resolver el problema en el caso general. Procederemos a des-

_cribirlo para un dominio Q€R2.

El Método Alternohde Schwarz v

Consideremos una regifn @ que podamos descomponer como unidén

de dos regiones Q, ¥ 2,, cuyas fronteras tienen s6lo dos pun-

tos en comin. Primero mostfraremos que, si en las regiomes

—



; v 2, estd resuelto el problema de Dirichlet, entonces

podemos resolverlo en Q UQ, = Q.
Llamemos p Y g a'los dos puntos en qué se intefsectan BQlly

392 . Los puntos p,q dividen (Ver fig. 1) a 3Q, y 32, en

dos arcos distintos a;,qa, y 81)82 respectivamente.

FIG., 1

Sea f una funcibn continua en 30 = o,UB, Y sea £ continua
en 30, tal que la réstriccidn de f a o, ¥ la restriccién de

f1  a o, sean idénticas. Consideremos ahora la solucién u,

1

al problema de Dirichlet para f£; y 2, v construyamos una fun-
cién v ,, armdnicea em Q, y cuya restriccibén a B, coincida con

la restriccién de u, a Bg,, pero que, sin embargo,"en's1 coin-

cida con f. Construyamos ahora una funcién u, arménica en o, y
gue coincida con N, SObre el arco o,s que estf en 2,r ¥ que sobre

\d; coincida con f. Este procedimiento lo podemos repetir al-

ternativamente para obtener dos sucesiones {Uﬁ} oy
neN



{Vh}neﬁ‘de funciones arménicas en o, vy 92, respectivamente
tales que la restricci6bn de cada U; a o coincida con.la
restriccibn de f a a; ¥ que la restriccibn de cada Vi_a B;

coincida con la restricci6én de f a By -

Se. puede demostrar que Un—+.U1 y Vh+»U2 quando uso, donde U, .
y U, son funciones arm6nicas en QY 92 que coinciden con £,
la primera en «, y la segunda en BI.‘Nétese que U, y U, toman
los mismos valores sobre o, ¥ o, ya que Un=Vn en g, ¥ Un =
V,-, €0 a,, pPor lo cual Uy y U, coinciden en Qp Q¢
Consecuentemente, una funcifn definida en o, digamos V, cu-
ya restriccibn a q; sea U; y cuya restriccibn a Q, sea Uy,

es armbnica en todo Q“QJUQ coincide con f en 3n y resuedve,

2’
por lo tanto, el problema de Dirichlet para la funcibén f y

el dominio q.

Los detalles de la construccibn que acabamos de describir
los puede encontrar el lector en el volumen II del .famoso

"Cours D'Analyse Mathematique" de Goutsat.

M&8s ingenioso afin, y no menos elegante, resulta el método del.

"Balayage" (Barrido) desarrollado por Poincaré.

‘La idea de este método tiene una profunda motivacién fisica

que bosquejaremos a continuacifn:



Una funcién "lo suficientemente decente", definida en una
regibén (digamos de R?) cuya frontera es "lo suficientemen-
te lisa", podemos interpretarla como el potencial debido a
una cierta distribucién de masa en la cerradura de dicha re-
gién. En particular una funcién arménica describe el caso
correspondiente a una distribucifn de masa concentrada en la
frontera de la regién. N&tese que las hipb6tesis del proble-
ma de Dirichlet nos proporcionan un dominio @ y una funcibn
continua en ?Q2. Si se extiende tal funcibén continuamente a
Q U3, tal extensibn por lo general no resulta armbnica (en
Q); de manera que la distribucibn de masa correspondiente a
esa funcibtn estar& (al menos en parte) en el interior de la
regién. Para "barrer" la masa hacia la frontera de la re-
gi6n, primero redefinimos la funcibén extendida en algfin dis-
co cuya cerradura quede contenida en Q, "barriendo" la dis-
tribucién de masa hacia la frontera del disco. NO&tese que

cualquier regién la podemos expresar como la unibén de una fa-

milia de discos, de manera que podemos tratar de recorrer "ba-"

rriendo" los discos hasta llevar la distribucibén de masa hacia
la frontera de la regi6n. Para que tal recorrido resulte exi-
toso debemos imitar a la buena ama de casa: ella barre tenien-
do el cuidado de que el polvo no vaya a parar a los lugares ya
limpios, de manera que al recorrer los discos debemos evitar
que la distribucibn de masa se barra al interior de los discos
ya barridos. Si podemos conseguirlo, podremos entonces obte-

ner una sucesibén de funciones que converja hacia una funcidn



arménica en todo Q, y que coincida con f en 32, resolviendo

asi el problema de Dirichlet.

Procedamos a decir de manera m&s rigurosa el argumento ante-
rior, considerando un dominio Q€ R? y una funcién g continua
en QU3Q que coincida con una funcibn dada f en 3Q.

Supongamos, ademds que la funcién g que estamos considerando

es tamblén subarmbénica en Q y escogamos una sucesién de dlS-

cos Di""’DR"" ‘tales que l, D =Q, Y con31deremos la su-
cesibn anterior renumerando de la siguiente manera: Di = Dy,

. O | .
Dy =D,, Dy =Dy, D, = D,, Dy = Dy, DE =Dy;,...etc. como g

~es subarmbnica en 2, definimos en cualquier disco D conte-
nido en 9 una funcidn_gD continua en 2, tal que gD = g en

Q -‘D y tal que'g es arm6n1ca en D entonces gD és subarmé-

nlca en Q y ademés g 3 gD en g

En virtud de lo anterior si formamos una sucesién dé funcio-

nes ﬁn redeflnlendo g de la 51gu1ente manera: f = g,

1 .
£, = f1D2,...,fu'= f n /Y las funciones fi estln bien defi-

nidas, son continuas y ademds coinciden con f en 30.

fAhora bien, la sucesién {f } converge en QU3Q .a una funcibn

~u.la cual esté acotada superlormente por el max g, pues {f }
Q4o QR

es no decrec1ente Y, en v1rtud del principio del méx1mo, cada

3}func16n fi esté acotada por el miximo de f en Qi

t Ver Epstein "Partial Diff. Eq! pag. 164
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Por otra parte la funcifén u debe ser arménica en {, pues,

si escpgemos una subsucesibn {fni} de tal forma que sus ele-
mentos sean aquellas funciones obtenidas por la "armoniza-
cibn" con respecto a cierto disco fijo'Dr, como tal subsu-
cesibn es una sucesibn monb6tona de funciones armbénicas en D_,
entonces el teorema de Harnack nos permite asegurar que su
limite es una funcibén armbnica. Como la totalidad de estos
discos cubre a {1, si hacemos esto para cada r, podemos con-

cluir que u resulta arménica en Q.

Faltarfa comprobar que u es continua en 902 y para ello basta-
rfa probar que %;3 u(Pi = f(q) donde, claro estd, se entiende
que p *q a lo largo de 9Q, para lo cual bastaria a su vez,
probar que lim inf u(P) % f£(gq) y que lim sup u(p) ¢ f(q).

s O
La primera de tales desigualdades es consecuencia inmediata de
la continuidad de f en Q@ 9Q y del hecho de que u(p) > £f(p)
Para la segunda desigualdad, el lector puede consultar E.G.
el libro de Epstein "Partial Diff. Eq.", pag. 74, donde se
muestra que la condicibn necesaria y suficiente para la vali-
dez de dicha desigualdad, es que tal punto q, admita una ba-
rrera, esto es una funcibn continua definida en Q¢3Q, arménica
en  y tal que w(g) = 0 y w(p) > 0 para toda p €Q#9Q - q-
N6tese que una vez concebida la idea de Poincaré, la dificul-
tad de la'demostracién es esta parte que omitimos, pero esta

dificultad es cuestibn de técnica.



Pasemos a examinar un método m4s para resolver el problema

de Dirichlet, debido al matemd&tico hingaro Carpl  Newmann. '

Método de C. Newmann.

Este método, a pesar de restringirse a dominios convexos cu-
ya frontera es llsa casi en todas partes, tlene para nosotros
una 1mportanc1a fundamental, como veremos m&s adelante. Con—

sideremos el caso Q@R2,

Para parametrlzar cualquieryéunto sobre an, escogemos la lon-=
gltud de arco s medlda a partlr de un c1erto orlgen A (Flg.‘2)
R gl
LLamaremos % a la loﬂgitud total deuaﬂ.

FIG. 2 Cada fﬁncién f, continua sobre aﬂ,fPOdef
mos pensarla como una funcién f(S) dé pe;

rfodo L. Por otro lado, las propiedades de £, tales como la

continuidad, no se pierden por esta reparametrizacién.

Consideremos ahora la funcibén W definida por una integral de
la"formai W= f ubggg—i qs.(7);donde U es una funcibn conti-

:1Y]
nua'eh'aﬂ..kSe_puedeﬂprObar que W es arménica en Q.

- Para cada punto de 32, de "Abscisa curvilfnea” X, el valor

de la funcién W se puede escribir de la siguiente manera:



, cos wx
(8) W(x) = 2T n(x) + gg\_u(S) - /u(X)] —— ds

r
X

dondefrx'es”la distancia de x a s,~wx;es el &ngulo que for-

man sx y la normal interior a 92 en s, i.e.: para cada x

consideramos las dos funciones de s definidas anteriormente.

Tenlendo en cuenta las anterlores con51derac1ones, suponga—
mos ahora que tenemos una func16n f del parémetro s, contlnua

en BQ Yy del periodo %,

Para pasar a 1a resolucxﬁn del problema de Dirichlet para
el dom1n10 Q basta buscar una func;én aux111ar, (s), defl{
nlda sobre BQ, continua y de periodo %, tal que

W= vﬁ--ggg—ﬁ‘ids tome los valores f(x) dados sobre 39, co-
1Y)

sa que sucede si y s6lo si

P cos V_
(@) £@&) = 20 px) + [ [p(s) - p(x)) —= as
Co e =3 . x .
Y, para.reSolver esta ecuacibn integral y encontrar u, recu-
rriremos al método de las aproximaciones sucesivas, que encon-
traremos m4s adelante en un contexto mis general. Primero
introduciremos un parimetro Ay expresaremos la ecuacién (9)
en la forma siguiente:
i e 1. \ } o cos wx ,

10 = e f(x + ' - - = ds
(10) n(x) T (x) —Tr ég [ U (x) u(s)] T



y buscamos un desarrollo en serie para:

SIGERIEYEI S SeY Y

que satisfaga la ecuacién (10),bdonde{

H, (X] = £(x]
. 1 S cos
il = gp [ (et - )u_,(s)] —= s
-1 - cosY‘
pn ) il | [un_| ) - My (s)] —= das

1Y) rx

fﬂ La serie'(ll) es conocida como serie de C. Newmann. Clafa—

'“mente ui!es de pefiodo l*para toda iy, si ui resulta conti-
nua para toda i.y‘(ll)’uniformeménﬁe convergente pafa A=1,
entonces ﬁ(x)~debe;ser una funcidﬁ continua y de periodo’z que

satisface la relacién 9).

*?éfof7éfeCtiVamente,.se‘puede probar que (il) es una serie

" uniformemente convergente para A=l y que u; es continua para
tddavi (Ver el "Cours D'analuse ﬁath," de Goursat, Vol. III}.
De manera que la funcibn ﬁ, obtenida mediante la seire de

| . -%ﬁ: gg u 99%—2 ds, nos
'-permite“obtener:lavresolucidnrdel-problema de Dirichlet para

Newmann sustituida en la ecuacién W =

la regiébn Q.



Las ecuaciones integrales
El método de C. Newmann que proporciona un teorema de exis-
tencia, restringido, sin embargo, a regiones convexas, lleva

a considerar una ecuacibn de la forma,

f(x) =

Qg

K(x,y) £(y) dy = g(x) | | (1)

(dqnde las funciones g(x) y K(xvy) son'conocidas)vllamadabsi-

~guiendo la terminologia de Hilbert, una ecuaciénvintegral*.

Supongamos que K(x,y) es‘una funcién continua en el cuadrado

D = {(x,y] : asxsb, ' asysh} y supongamos que ¥ (x) es una fun-
, : b S
cibn integrable entonces 1la integral [ K(x,y) ¥{(y)dy tiene

sentido'yies una funcién continua de x'qué dehotaremos.pqr Ky,

1o'que~hos»pefmite eSCribir»(l) en la forma f = g + Kf. (2)

Ahora vamos que tras el método de Newmann para el problema
de Dirichlet ‘subyace la‘idea;de:demostrar-que las aproxima-

'c10nes suce51vasT para una ecuac16n de la forma (1) conver-

‘ﬂgehfbajO‘ciér; s‘restrlcc10nes."’

’*'EstaS”Ya aparecian €n-1782 en trabajos de Laplace

T El método de las' aproximaciones sucesivas fue lnvestlgado
por Liouville (1809-1882) en 1827-38.



Es f&cil mostrar que la serie de Newmann asociada a la ecua-

c16n (2) converge unl?ormemente si M = max [ K(x,y)[ < 5%3

ya que entonces el térmlno general de la serie (3) no excede

®-a)?™? a partir del segundo término.

Tratemos de resolver: (2] por.un método de aprox1mac1ones su-
cesivas;,. tomando, como: primera: aproxxmac16n de £ la funcibn
£,+2 0; ¥y poniendo

£, = g, £, = g+ Kfa = g + Kg ,

faxmi9 o REm g+ Kgoof KEGps oe v

g i Kg Haiih. K?"l

n
]

1

donde K" esta definida por induccién:
-1
KO = I, K!g = Kg y si n32, Kg = K(K" g)

Hemos:pues¢,obtenidovlaa11amadafserie;de Newmann (3) g =+ Kg +
,v.,.+K 9 +.‘. qugL de converger unlformemente a una suma £,
Aresuleve (2) ya que entonces podriamos 1ntegrar térmlno a tér-

mino y obtener

kE =k () &g = 7§ Kg = £-g, i.e.

n=o CRET

£ =g + Kf



El método de Fredholm.

Eric Ivar Fredholm (1866-1927) public6 en 1900 la primera
teorfa completa para la resolucifn de ecuaciones integrales

de la forma

b

(4) £(x) - » [ K(x,y) £f(y)dy = g(x) donde A es un par&metro

a
en general complejo, la funcién K(x,y) llamada el nficleo de

la ecuacién es acotada y continua y la funcibn g(x), dada, es

continua.

La teorfa de Fredholm se basa en una idea que ya habla sido
utilizada por Vito Volterra (1860-1940) y que esbozaremos a

continuacién.

La ecuacién (4) podemos considerarla como el caso limite de

la ecuacién.

n
(5) g(x) = f(x) - A K(x,t,) £ (£,)8, donde 6§ = ¢

£o=a, €n=b. Esta ecuacién, de ser vilida para asxsb, debe

—f

serlo cuando x toma los valores 51,...,£n. S§1 escribimos
£,=£(5,) (2=1,...N), K, = K(§,,E,), 9,=9 (&)
Podemos entonces investigar el sistema

n
£, -2 8 ) XK, f =g
4=1 k27 ¥

(6)



Este "'gistema de ecuaciones tiene solucidn Ginica si el deter-

minante formado con los coeficientes de £,

no se anula, esto

es si

1T ARy~ AKpg... = ASKy,

‘ T 0 21,1"'A5K22;;;'1‘A6ﬁpng
0 F 8, 00) =

-2 - AGK ... 1- 3K
8K Koa 1= MK,

y 4, (1) puede desarréliaréérénfpbféncias df&)ﬂén la’ forma

. A \ K K

‘ e a e TP T kk k2
T V- I SR o T AR

(7) 1 = 38 }'K o ¥ Xéf' e S B

k T kit g x

--------------------

Aquﬁ,Eredholm pasa al 1imite de una manera formal - diriamos

escribe las sumas com¢ integrales- y ‘procéde 4 considérar la
‘série

8). 1 = [ R(£,8) @t dg1dgz-»

Fl

- a

T

CK(E, E;) K(E,LE))




Para demostrar, seguldamente, que tal serie converge unifor-

R R

memente para todos 1os valores de A , Su suma A es conocida

como determinante de Fredholm.
si 11amamos A (Ek,g ) al cofactor del término que en A (A)
contine a K(gk,g ), 1a soluc16n del 51stema (6) es, en vir-

tud de la f6rmulamde Cr&mer:

Elgy) =

n - o .

y el 1imite.fo:mal;btx,Y}A) del numerador de: (9) es:

b | K( ,y) K( ,éi)
AK (xy) - a2
- a K(g,y) Klg,4&,)

B(X,yir) dE.I

fK(x,y) K(x,E ) K(x,E ) 4
:K(Elly) K(Ellgl) K(El 1€2) dgﬁdgl
K(g,,y) Klg,,8,) K(sz,z) -

+
N'V
p =g
m'-Sc‘

‘que tambi&n muestra que converge para cualquier valor de A
Yy en coﬁsecuenCia, podemos obtener la solicién de la_qcua-
cibn integfa17en¢la forma
| b ax,E50) o g
(10) f(x) g(X) + f g(E) ~——L£L—~<£ siempre que la ecua-
_ . A ) -
Ci6n tehga solucibn. i.e: cuando la solucibn esiste, no pue-

de ser -sino (10)



La 1nvest1gac16n del comportamlento de las soluc1ones de (6)
cuando N« fue llevada a cabo -con éx1to— por Hllbert, que
‘mostré que tales soluc1ones tlenen por 1im1te la solucién

de (4) bajo ciertas cond1c1ones.

Las ecuaciones integrales tienen no solo la importancia his-
t6rica de haber sidd la pfimera rama del an&lisis funcional,
sino que ademés fueron una de 1las 1mportantes mot1vac1ones
7fpara posterlores desarrollos, espec1a1mente para la teoria
"general de operadores 11nea1es, teoria que 1lum1n6 multltud
©de problemas del anéllsls y de la fisica matemétlca,.como prin-
‘”ciplo unlflcador v tamblén desarrollando métodos préctlcos

'para su resolucién.

Uno de los maswihsﬁirados artificé$>éél anaiisis:en.naéstro
siglo ¥y plonero del anéllsls funcional, el 1ngenloso caballero
“magfar F. Rlesz, fue el prlmero que desarrollé 51stemét1ca-
mente 1a teoria de operadores llneales, a la luz de la cual
”tamblén apare01eron m&s transparentes resultados hasta en-

tonces opacados por engorrosas té&cnicas.

Ilustraremos esta 51tuac16n con el 51gu1ente ejemplo.
'Con51deremos el 51gu1ente 51stema de ecua01ones integrales.
1

22) [ £, gx)dx = c. =1, wm
0 1



donde las f son func1ones dadas en esnac1o Lq, medlbles
en el 1ntervalo [p l] y las C son constantes Deseamos de-
2 mostrar que la cond1c16n necesarla Y. suf1c1ente ‘para que el

sistema (22) tenga una soluc16n g en espac1o Lp, donde % +

é—% 1, es que exista un nfimero M 0 tal que para l=l,...,n
‘.\21 Ay Cp | MY Ay £ ax -
1=. ; . . . lo)

Con anﬁerlorldad bosquejamos los métodos clésicos para'lé
kresoluc16n de c1ertas ecuac1ones iptégxales lQ;quekprobable—
mente daréval lector una 1dea de.las‘Qificultades técnicas
.‘que se tendrian que superar para ;ggoiver el,problema.plan_
hteado por el 51stema (22). Para ilustrarnlg‘potencia de

los métodos del anflisis funcional, iovobtendremos como un

corolario de -n resultado més general debido a Riesz.

ﬁHacemos noﬁar qué\ios mateméflcos de prlnC1plos de 51glo
:ya manejaban varlas 1deas que habrian de resultar 1mportan—
:tes para el anéllsls func1onal pero tal 1mportanc1a pasd
mdesaperc1b1da Fue prec1samente Rlesz qulen observé en es-
tos resultados el papel que jugaban c1ertas propledades como
la linealidad de hecho gran parte del trabajo de Riesz

Se dedlca a estudlar 10 que hoy llamamos transformac1ones,
“apllcac1ones u operaciones llneales a las que el daba el nom-~- i

bre de sustituciones lineales, debido a que en la teoria



de las formas cuadriticas una apllcac16n lineal describe

'una sust1tuc16n de coordenadas,“ A las sustltu01ones linea-

les contlnuas Rlesz 1aswllamaba dlstrlbutlvas.

Observemos que si con51deramos una “transformacién lineal
:Tque va de un espa01o vectorlal normado de dlmen516n finita en
otro, esta es necesarlamonte contlnua, propledad que no es
'necesarlamente véllda si ex1ste un nmero N>0 tal que ||T(x)||f

Lﬂ||x|| (23) ‘donde’ T ‘e la transformac16n llneal de E ‘en F que

estamos con51derando y ‘los~ subindlces nos 1nd1can que ‘se tra-

Eélinteresanté senalér que entre 1as propledades de dlchas
ftransformac1ones,.puestas de manlflesto por Rlesz (51n uti~-
llzar, claro esté‘ la termlnologia moderna) es que tales
itransfdrmaC1ones forman an espa01o vectorlal norméag*; que
resulta completo para la métrlca 1ndu01da por su norma, es-

to es, que forman lo que hoy llamamos un espac1o de Banach

que con just1CLa podriamos Llamar espa01o ‘de Rlesz.““

j SN s

El caso en que F es de dimensién uno, o si se quiere el con-
tinuo llneal O recta real, tamblen fue objeto de . estudlo en

:aquellos tlempos., Y al espa01o “de todas las apllca01ones

* Donde la norma la obtenemos considerando el mis pequefio
de tales nfimeros N,



- lineales continuas de un espacio de Banach E eﬁ‘1é recta
real R se le llama’hoy en dfa espacio conjugado 6 dual de

E que denotaremos con E' por cierto, ya que E; eé un espa-
cio de‘Banach,'los‘elementos de E los podemos considerar
como transformaciones sobre E', es decir, si se tiene una
~aplicacifn lineal T sobre un nﬁmero f, invertiremos lps pa-
- peles de la aplicacién y la'variablé. Con esto se puede ob-
-.servar que E es siempre un subespacio del dual de E', y si
~ademés E = (E')' decimos que E es un espacio reflexivo. Tal

es el caso de los Lp»que fueron muy estudiados por Riesz.

Esta idea de invertir los papeles de la tranéformacién y la
variable surgié primero en la geometrfa glgebraica; alrede-
dor del afio 1882 dentro del gran trabajo de Dedeking y Wigner.
»Diedunhé afirma que es precisameﬁte en ese momentd que na-

cen las matemdticas modernas.

Ahora procederemos a enunciar el teorema de Riesz del que
‘obtendremos la condicifn necesaria y suficiente para resol-

ver (22)

- Sea E un espacio de Banach reflexivo, Y, una familia de
elementos de su dual E', entonces existe una sdlucién XeR
para el sistema

(24) ¥, (X) = C; donde i=1,2,...,n c,eR



si y sblo si existe un nfimero M>0 tal que:

. 0 - »

1 v

e T agcg<m 11T gy ]
i=1 i=1

>Se'debe la primera demostracién de este Teorema a Helly, en

~el afo de 1912.

Demostraremos que la condicibn (22!) es necesaria. Suponga-
mos pues gue existe una solucibén X, entonces:

| n

oA =11 Ay

= Loi=a

Ahora consideremos a X como un operador lineal que actfia so-
bre cada Yi. Dado que X es continua, existe un nfimero N>0

(en este caso podemos tomar N=||X|]|, por (23)) tal que

Hx0 ) g € Hxlger T2l g,
Quedando con esto probada la primera parte del Teorema.

.Suponiendo ahora qgue se cumple (22!), buscaremos una defi-
nicién adecuada del valor de X en E!! = E, cuando y varfa en
21, Aungue no resulta fdcil dar esta definicién, es posible

hacerlo para aquellos elementos y, gue son combinaciones lineales



de las Yi’ pues en -tal caso es evidente que definiremos a

X

n
(25) Xx( YV A Y =

Ho~13
Q

.En el caso particular en el que Ai=l para alguna i 'y Ai=0
para todas las demds, tenemos que

;X(Yi)‘=.Ci

 Resultando X asi definida/la.solucién‘del sistema (24).-

Falta  revisar que-X .esté bieh.definida,fcosa que haremos uti-.
lizando,laucondigién,cuya sufibiencia estamos mostrando. Esto
es, -si . se tienen 2-combinaciones,lineales*(de'Yi y’Yi) pafa
una misma v, la transformacién X valuada en 1la diferencia de
dichas combinaciones tendré;que ser_nedesariaménte}dero, pues?

to que la diferencia es cero.

. t .
Para extender linealmente X sobre todo E!, haremos uso del

Teorema de Hahn-Banach; demostrado .en su generalidad como

H

10 o 15 .aflog mis tarde.

- ‘Teorema -de- Hahn-Banach+
! .

'Si tenemos un espacio de Banach 7, un subespacio L de F y una
o : i

i



caplicacibén lineal S de L en R’ (feL'), entonces existe un

elemento g en F! tal que: g(x)=f(x) para toda X en L.

Aplicando este Teorema a nuestra situacibn, la X que defini-
mos en clerto subespacio de E', se puede extender a todo E ,
y por lo tanto X pertenece a E'' 'y como E es reflexivo tene-

mos que X pertenece a E, con lo que queda demostrada la se-

‘gunda parte del Teorema.

El lector puede checar que en el caso de due E=Lq, su dual
es E'=Lp, donde %‘+ é = l*y'qUe'ehtonces‘el Teorema que aca-
bamos'de'probar,'noé pfoPdrciona las condiciones para resol-

ver (22).

Otro espacio muy estudiado por Riez en- aquel tiempo, es el
espacid de todas las funciones cdntinuas sobre el intervalo

cerrado 0,1 , y que denotaremos por ¢ 0,1 .

Una cuestién natural es la de averiguar cuales son las apli-
caciones lineales de C‘?,l]'én'R{'preguhta que se hizo por
primera vez Hadamard en 1904, quien demdstrd incluso que si
se,tiéne T una apliCaCiSn’tal, entonces éxiste una sucesidn
de fuhéiones‘continﬁas {gi} con la propiedad de que:

1

T(f) = 1im { - f(x) gi(X) dx
ira 0 |



Y aunque esto podria resultar una cierta manera de represen-
tar el dual de C[O)l), podrian surgir problemas en el momento
en que dos sucesiones distintas dieran lugar a una misma T (f)
Fue a raiz de tal situacibn que Riesz demostrd su famoso Teo-
rema de Representacidn, que afirma que si se tiene una trans-
formacibén lineal y continua T, que va de(:khl] en R, entonces

existe una funcibn o de variacibdn acotada, tal que

T(f) = [ £4da

Lo que equivale a decir que el dual de C!b,l] es el espacio-

vectorial de las funciones de variacidén acotada.

Es interesante observar que en este Teorema Riesz utiliza el
concepto de Integral de Stieljes, misma que conocia posible-
mente porque la correspondencia Hermite-Stieljes fue muy

estudiada en los cfculos matemdticos hfingaros.

Volvemos.aqui a ocuparnos de las ideas del ingenioso caballe-
~ro magiar, F. Riesz, Delinearemos un trabajo suyo sobre las
ecuaciones funcionales lineales, (Uber lineare Funktionalglei-
chunge, Acta Mathematica, vol. 41, 1918, pags. 71-98). Este
trabajo no es muy conocido, pero los resultados esenciales del
mismo aparecen en el libro clésico de Riesz y Nagy, Lecons
d'Analyse Fonctionelle. Este trabajo, a la vez que viene al
final del desarrollo descrito en las conferencias anteriores,
es el primero <de una serie de brillantes trabajos sobre An&-

lisis Funcional debidos a Banach, Steinhaus y otros de quie-



nes se hablar& posteriormente. N.'Bourbaki ha dicho que el
ﬂ mencionado trabajo de Riesz es una obra maestra de anflisis

axiom&tico.

Aunque no es posible entrar aqui en detalle,:se{aiscutirén
algunas de las ideas importantes del trabajo, entre las cua-
les estd, sin duda, la de la estructura de una teoria de

ecuaciones.

Para ejemplificar esta idea se discutird primeramente la
Teorfa de Ecuaciones en espacios vectoriales de dimensién

finita.

Consideremos el sistema de m ecuaciones con U incb6gnitas

A, 1X1+...+‘A1hxn = Dbj
(1) . | - .

Amll Xl

+'.f+Aman é,bm.'
que hoy en dia se escribe u(x) = b, donde uz: RP—R™ es una
aplicacibén lineal que puedevser representada por la matriz

A .= (Ai=). Decir que (1) tiene solucién es equivalente a

J

decir que b = (blja;.,bm)E R" estd en la imagen de la apli-

cacién u.

‘Obteéndremos a continuacibén un resultado sencillo, pero ba-

sico. Para ello nos valdremos de un teorema vdlido en un



‘contexto m&s géneral, el del Algebra Abstracta, y que dice
que si u es un homomorfismo de un grupo E en otro, entonces
Imu = E/ker a’ esta afirmacién es llamada primef teorema de
isomorfismo. Una aplicacién lineal de un espacio vectdrial

‘en otrbbes; enlpartiéular, un homorfismo; asi,fdemld énte—

rior se sigue que

(Z)dim Imu = dim E - dim ker u.

' Podemos reescribir (2) de la siguiente manera:
(3) dim ker u - (dim E - dim Im u) = 0

‘Néfese‘que el miembro izquierdo de (3)_h6 siempre tiene sen-
‘tido si E es un espacio de dimensién infinita, ya que pueden

aparecer expresiones del tipo «-», Definamos el conficleo de

(u)

u como coker u = E/ y el indice de u como X = dim ker u -

Im u ‘
~dim coker u. En el caso de que E tenga dimensién finita, X(u)
'no ‘es sino el miembro izquierdo de (3) . La ventaja de intro-

ducir la definicidén de conficleos es que dim coker u siempre

tiene sentido y dim E - dim Iﬂ.u no siempre lo tiene. Afin

(u)

asf, X no necesariamente esti definido.
n__.n .. 2 (u) _
Sea u:R"™—R" lineal. En este caso, segln vimos, X =0

y_de este hecho resulta una buena parte de la Teoria de



Ecuaciones en los espacios euclideanos, que formularemos

de manera anidloga a la Alternativa de Fredholm:

I. O bien ker u ={b}, es decir h(x)=0 no tiene solucién
no trivial, y entonces dim Im u=n, de donde im;ueRn, lo que

significa que u(x)=b siempre tiene solucibén (dnica).

II. O bien ker u = {0}, es decir u(x)=0 tiene soluciones

no triVieiee} en tal caee diﬁ im u<h?wae;dehdeaiﬁju¥§n,

y esto qﬁiefehdeeigwéﬁe u(x)=b no siempre tiene solueién;
ademds, si ésta exiSte, no es Gnica. En esta segunda par- .
te, se plantea el praoblema de caracterizar los &écébéés

bERn que estdn en Im u, es decir[ tales que‘u(x)ﬁb tiene
soluciédn. Enun01aremos el teorema que resuelve este pro-
blemé:: Antes, un breve comentarlo sobre una 1deeide‘la que
se haré uso 1nmed1atamente despues.‘Recordemos que cuando

dlm E<w; E es 1somorfo a su dual E* y, por lo tan@o; E~ E**

Se acostumbra identificar estos dos espaciee;y’se'diee en-
tonces que E y E* son duales uno del otro. Esto correspon—
‘de a la 1dea 51gu1ente. en el simbolo y(x), yeE*r XFE y denota
.unvelemento fljo,lmlentfasbque X varTa, podemos ietercamblar
los papeles; es de01r, con51derar que x esté fle y y varia.
A cada y E* asoc1emos entonces el nﬁmero y(x); esta asocia-
>c16n es llneal conv1rt1endose asi X en un elemento de E**,
Teorema : Im‘u = (kef‘teileﬁﬁende tg‘denofa iemff;eeformacién

adjunta de u y (ker tu)l significa el aniquilador de kertu




l) Sea ye Im u, i.e. y=u(x), y sea y1 € ker tu. Escribire-

mos <f,x)’para denotar el valor de la funcién f en x.

Entonces {y,y'?=<y} ,y? =&y}, ux) P = <tu(Y1) xp=%0,xp=0,
y esto es cierto para toda y! ker t u .y (ker t u)l'
k.

2) Sea y: (ker t u Hay que encontrar xzE tal que u(x)=y.

Definamos una forma lineal x sobre Im t ue E*, por
w="tu (v!) }id‘uy1>; hay que demostrar que la imagen de
w no depende de su representacibn, i.e. si w= t u (z!) en-

tonces {y,2?= {y,y'?. Pero tu(yl) = tu(zl) = yl-zk kertu=>
::><y,y]—Zl>= 0=> (y,y1)=<y,Zl7‘

Extendamos ahora linealmente x a todo E*; X es un elemento

de E**, que habiamos identificado con E. Finalmente, <y,y§=

=Cx, "u v = CFuyh) x 7= €y ux) P = €utx) ¥, para toda

vyl 7. y=u(x) ,

Recordemos que, si M es un subespacio de E, entonces M;~\ )*
(he Ml / ) , dado por h(f)=f, donde f((x]) = f(x), es un
isomorflsmo, lo que nos permite identificar £ y ). Por lo
tanto, dim In u = din (ker*wh=din (F/ker®u)’ = dim E - din
kertu ; esto se enuncia, usualmente diciendo que la ecuacién
u(x)=0vy tu(x)=0, su transpuesta, tienen el mismo nlmero de

soluciones linealmente independientes.



Poco o nada de esta Teoria es v&lido en espacios de dimen-
si6bn infinita. Por ejemplo, en Rm, la transformaci6n da-

da por

(X1 ,X2,X3,¢+..)—(X,;X3,...) es suprayectiva, pero su nG-
cleo no es cero, hecho que invalida la parte I de la alter-

nativa; el Indice de esta transformacién es 1.

Se ha tenido éxito, en el caso de algunos espacios de dimen-
si6n infinita interesantes, en caracterizar la clase de
transformaciones cuyo fndice es cero. Por otra parte, la
determinacién explicita del indice de una transformaci6n
dada ha cobrado una importancia cada vez mayor y en este
sentido se ha obtenido uno de los logros més espectaculares

de toda la MatemAtica en los Gltimos diez anos.

'Como ya se hizo notar, la Teoria desarrollada no es vilida
en un espacio de Banach cualquiera, si consideramos la cla-
se de todas las aplicaciones lineales en tal espacio; hay
que seleccionar entonces una subclase que permite recons-

truir la Teoria.

Esto es precisamente lo que hizo Riesz en su trabajo de 1918.
Antes de entrar en materia haremos una observacién de interés

hist6rico. En el citado trabajo, Riesz considera el conjunto



cla. o) de las funciones continuas en el intervalo [a,ﬁiﬂy

hacs notar las siguientes propiedades: :

la. Que,C[a;b) es lo que &l llama un sistema lineal y que

‘hoy en dia llamariamos espacio vectorial.

2a. Que ||f]|] = m&x |f(x)| es una "longitud" en el sentido
X
de que satisface las propiedades que, con la terminologia

-moderna, definen una norma.

3a. Que si (f ) < cla,b! satisface que ||fn—fm|l < ¢ cuando

n,m N(¢), entonces existe feC (?,Eltal‘que ||f-fn|}<e, si n>M(¢).
(Hoy diriamos que C(a,ﬁ) es un espacio completo). Ademés,

dice que no utilizar& las- propiedades c0ncretas‘de C[g,ﬁ),

sino sdélo las enunciadas anteriormente. - Por ello, suele

este considerarse como el primer trabajo en que se utiliza

el concepto de espacio de Banach (que deberia entonces lla-

marse de Riesz), aunque la terminologia es posterior.

Ahora bien, ¢cudles son las transformaciones que Riesz con- .
sidera? Son las-del tipo u=I-v, donde v es "completamen-
e gonzing’. . . BEsto quiere decir lo siguiente: . Decimos que

wi-acta sitoda subsucesién contiene otra que con-

20, (v(Xn)) es compacta,

verge; sl s.empre que (Xn) es am

entonces v es completamente coniliu



Observa Riesz, sin la terminologia actual, que la clase de
las transformaciones completamente continuas es un ideal
.. izquierdo y derecho en el dlgebra de las aplicaciones 1li-

.. neales ‘continuas. . .

Demuestra después el siguiente teorema, que hoy lleva su

. -nombre:

Un subespacio H de E tiene dimensifn finita si y sblo si,

cada sucesibén acotada en H es compacta.
A .continuacibn damos una. demostracién del teorema.

‘81 H tiene. dimensién finita, una bola cerrada en H es compacta;
-por: lo. tanto, si una sucesibn estd contenida en una bola, es

compacta.

..Ahora, si‘cadausucesiénbgqotqda‘gn H es COmpacta, en particu-
lar toda sucesién contenida en la bola upida@nesxcoﬁéacta, en-
tonces ésta es compacta. Démoslé una cubierta convbolas ae

‘radio 1/2; exigtg‘unabgupggbégrtnginitaﬂ.{Vl/zﬁai)J;=l,...,n}.

;Sea,Vﬁgl;eépacio?generado;pqr{q i}; Entonces‘VéH; epvefecto,
supongamos que existefx;ﬂytai que,x*V, Por Ser v

- cerrado, tenemos que d=4 (x,V)>0, por definicién dé‘a(x,V),l
existe yeV tal que a<|[x-y||<(3/2)a. Sea Z=ix—y)/f[x—yl|;

|| 2|.|=L, por lo que existe un fndice i ta;‘qué ]TZ;qillé 1/2.

- /8e puede escribir X = Y'*»|1¥le|Z - y,+.'|lx-YlLai +



+ 11x;y1r(z~ai),'donde’y“+1|x4y11ai € V. Entonces d (x,y+
2=y lle;) = [lx-y[| ||z2-a;]]2a y de aqui que ||x-y|| > 2a,

que contradice la eleccibn de y.

Conviene aclarar que la demostraci6én dada aqui es moderna
y que Riesz en 1918 no estaba familiarizado con algunos de

los conceptos que en ella se utilizan.

Riesz deduce de este teorema toda la teoria por medio, de

una cadena de pequefias demostraciones. Recordemos que la

(u)

idea central era probar que X

. (1)

saber antes que X

=0; para é&sto, nos interesa
estd definido, i.e:. 'que ker u y coker u
sean de dimensién finita. He aguif algunos de los hechos im-

portantes:

1) Dim ker u<e. Demostraremos este hecho para ilustrar el

uso del teorema.

I=v sobre ker u. Sea (angkéi"u}'acotada; Entonces (v(X)).
es compacta. Pero (V(Xﬁ)ﬁ(XA)i; Puésto que (Xp) es arbi-

traria, ker u tiene dimensién finita.

2) Ker(un) tiene dimensién finita para toda n. Esto es
consecuehciaydé 1), ya que un=(IFv)n=I-w, donde w'es com-
pletamente continua, debido a-qué’la clase de las aplica~

ciones completamente continuas es un ideal.



si u™(x)=0, entonces B (%) =u (uP (x) ) =0 es decir, ker wh e

n+1
).

ker (u Ahora bien, si ker(un)=ker(un+1) para alguna n,

entonces ker(um)xker(un) paratoda m>nj ya que si um(x)=0,

n+1

n+1(um—n—l)'(x))=0;-.pero ker’(un) = ker (u ),

entonces u
de donde u® (W™ ! (%)) = umhl(x)=0, i.e. xgker(™ ') 10 que

prueba que ker(um_1)=ker(um) y esto completa la induccién.

Entonces, o bien (ker(u?)) crece indefinidamente, o bien
R T ' 1, ' o ' . |
ker(un) = ker (un+ ) = ... para alguna n. Riesz prueba
que esto Gltimo es lo que sucede.

n+1 '
) =.. .=

si Im (un) = Im(un+1) entonces Im(un) = Im(u

 -Im(um) =

Nuevamente como consecuencia del teorema fundamenﬁal, Riesz
prueba que es esta ﬁltima posibilidad la que tiene lugér y
que el indice n a partir del cual las im&genes coinciden_es
el mismo que en el caso anterior. Vale la pena sefialar que
es en este trabajo de Riesz en el que por primera vez apare-
ce el concepto de "cadena", désarrollado posteriormente en

el terreno del Algebra Abstracta por E. Noether.

A partir de estos lemas, Riesz demuestra la Alternativa de
,Fredholm} en particular, gue u(x)=y tiene solucidén si y s&-
lo si y (kertuYL._‘Un desarrollo detallado de la Teoria pue-

de encontrarse en el libro de Riesz y Nagy citado al princi-

pio.



Volvamos ahora al problema que nes ecupd al principdo y
cuyo importante papel en el desarrollo del An&dlisis Fun-
cional hemos tratado de ilustrar, a saber: el problema

de Dirichlet.

Consideremos el caso mds sencille, cuando la regibén que nos
interesa es el circulo unitario. Describimos los puntos del
circulo por medio de coordenados polares; en el caso de los
puntos sobre la circunferencia basta dar el &ngulo VY Sea
f(y) continua sobre la circunferencia. Buscamos una funcién
u, armdnica‘en el interior, continua en el disco cerrado y
tal que su restriccién a la circunferencia es f. La idea de

H. Schawrz es la siguiente:

Desarrollemos f en su serie de Fourier:

£lp) =80 sen k¢)

= + ) (A, cos ki + B
k=1

Z k

Definamos la funcibén u de la siguiente manera:

sen ko)

u(r,9)= ZAO + zl rk(Ak cos k$ + B
k=

La serie que define a u es uniformemente convergente para

r<1l, ya que, debido a un Teorema cl&sico de Riemann, Ay ,



B, —>0; entonces |a, cos k¢ + b

k k k

. «
_ademéS?lajserieﬁgedmétrica**E'rk~conVerge uniformemente pa-'
k=1 .

sen k¢| < la |+ |b | < M;
ra r<l.

Sea ‘Z=r (cos Y+:1i sen V), ‘entonces, por la férmula de Moivre

izhﬁ=hrkf%COSak¢.+ﬁi~sen»k*¢1;~qué;*bomo es Sabido} es ‘una fun-

‘ciBn analitica. '~ 'Peérd, tanto la parte real como la imaginaria

de una funcidn analitica,” son funciones arménicas; entonces lo
-k . k

son r cos k¢ y r~ sen k¢, de donde resulta que u es una se-

rie uniformemente convergente de funciones‘arménicés y-es,

por- lo tanto, arménica.:

"Sabemos ‘ademds que u(l,$) = f() entonges,sdld‘félta'ﬁfOba4
que u es continuaféﬁ*todo‘el*disco-cérradd;“es*&ecir Eenemos
que~pr0bar7quef1im?u(rfw)?= (). |

| o
Para esto vamos a utilizar un viejo Teorema debido a H. Abel
"'(180241829);un€°enuncidfémds a‘cdntinuaciéh para demostrar-

10 posteriormente:

‘Téorema-de Contingidad de Abel:

-
si z a, converge a s, entonces lim

k
z r
k=0 — ..l k=0

=Ss.

En nuestro caso, si la serie de Fourier de f converge a f,

entonces lim_ u(ri¢1”=‘f(¢)f 75610 que la primera afirmacién



no-siempre_e57cierta~segﬁnfprob6”mediante un contraejemplo

el propio Schwarz.t

Un discipulo de Schwarz, el HGngaro Fejér (1880-1960) se
enterd de un métodovdel.italiano Césaro que Borel exponia
- en Paris, por medio.del cual "podemos hacer" convergentes

series que son divergentes en el sentido usual. .

"La idea es tomar, no la sucesifn de las sumas parciales,
.sino la sucesién de los promedios aritméticos de é&stas,

Sp+S,+...+s
e} =
ésto es n = T

‘parcial:de«‘z u_; si {qn} converge, entonces se di'ceque

S "-;0

, donde s, es la n-ésima suma

. E»_gkies sumable segn Césaro o sumable (C). Deciamos
k=0 ° '

que con este método se puede sumar algunas series gue no

convergen por ejemplo 1-1+1-1... cuya'Suma de Cé&saro es 1/2.

. Fejer escuchb lo anterior con mucha atencidn'y algunos me-
ses mds tarde, probd el Teorema gque hoy lleva su nombre:
"Si £ es continua y de"periodo 211 en R, entonces las Sumas
de Césaro de su Serie de Fourier convergén»unifg;mgmente

a f en todo intervalo cerrado de la recta.

Daremos un esbozo de la demostracién que esta basada en va-
- rios hechos:

+ Vdase E.W. Haleson, "The Théofy of'Fﬁnctions of a Real
Variable and the Theory of Fourier's Series"”, Vol. II

pag. 545, Dover Publications Inc. '



(1) Si £ es continua y de periodo 21, entonces se puede
aproximar uniformemente por una poligonal B, continua y de

‘periodo 21,

‘(2) La Serie de Fourier de B converge a B uniformeménte Y,
por lo tanto, las Jumas de Césaro también (que la conver-

gencia usual implica la de Césaro se probari mis adelante).

(3) Si M es el m&ximo de |f(x)], entonces 10&(2)] < M para

toda n y toda x.

Sea ahora g(x) = f(x)l-»B(x). De acuerdo con (1) [g(x)|< ¢
Vx; seanionll,orvl11 Iés‘enésimés sumas de Césaro de g y B,
respectivamente. Obviamente 5e tiene que on(x) = cnl(x) +

+ 0nll(x) W¥x; se sigue que ]f(x)—on(x)l < Igfk)(’+4{gnl(x)l +
IB(x) - onl‘l‘(x)‘l < etete=3e ¥x donde Ionl_(x)]<e de (3) vy

lB(i)—onli(x)J<e de (2).,

Cog'este Teorema Fejér pudoAresqlver el problema de Dirichlet
vpara ei‘Circﬁio ﬁtilizén&é‘uhé pequefa géneraliiacién del
Teorema de Abel: si o —s entonces lim Yoy K =5
T e ; r+lm k=o <

j.Es ééﬁvénien£e nofar été féjéi sé‘diéﬁéuenéa dé Qﬁébsu Teo~
rema era, mids gque un medio para demostrér,‘un casoﬂﬁarticu~'

lar del problema de Dirichlet, (del cual ya se conocfian



demostraciones), un Teorema muy importante en el desarro-
llo de las Series de Fourier que entonces, y alGn ahora,
facilita algunOS problemas en la determinacién de su con-

vergencia.

Antes de continuar calcularemos u(r,¢). Los Coeficientes

de Fourier de u son:

1 21 o
a, =/ fo f(y) cos K¢ dy ,
1 ’ 21 . L v
b, = /H [ f(y) sen ky 4 v
Entonces'
‘ "tl 2n  ' SO o
u(r,¢) = /4 / f(v) J1/2 + ] r (cos k¢ cos ky + sen k¢
0 k=1 -
senky) dy
="/y f £y l1/2 4+ ] r cos k (¢-v) | dv
0 o k=1 ‘ 1

La expresiéﬁ entre las llaves, sumindole l/é, es la parte

real de la progresidn geométrica | X %€ gonde e=¢~y .
Pero:
. ‘ o ie ie
) rkelke 1/2 = 119 - 1/2 = % 1+re_ 1 reie
=0 l-re : l-ret® l-re



Z 172 l+21Ar'sen & - r

. Substituyendo la parte real de
1—2i r cos e + r .

: 21
lo anterior tenemos que u(r¢) = 1/2T f £(y)
0

l-—r2

1-2r cos(¢ xp\—l-r2

<. dy. =P (r,;¢) esto es, la integral de

Poisson que ya sabemos que resﬁeive el probléﬁa‘de.birichlet.
Vemos, con 1lo anterior que. el método utilizado no es esen-
.cialmente’disfiﬁta,;aflo.que'entoncés ée.habia dicho. Lo
que se logré fue una demostrac16n més s1mple y elegante

que el metodo dlrecto seguldo por P01sson.

La razdén por la que hemos visto el método de SChwafélha sido,
ademds del Teorema de Fejér, mencionar algunos Teoremas soO-
“"bre converqencia'de.Series_que,rcomo-méSaadelante veremos,
_11evaronfa unO'de‘IOS.Teoremas més importantes -del :Anflisis

Moderno.

'Hemos visto hasta ahora tres expresiones (sumas) asociadas
a una serie Zuk .

“iTa® Clésica que es considerar 1la:suma-como: el limite de la
sucesién formada por las sumas parciales {Sh}. Si existe

este limite diremos que la serie converge.

Otra es, tomar la suma como el limite de la sucesibn {on}



}/n+lJ§k,,como;ya antes dijimos, cuando

13

donde_ g =
M y=0

el 1fmite existe la serie serd sumable segin Césaro o

Sumable (Y.

También mencionaresmos una tercera expresién asociada a

una serie

) (i—f)r s
o o - k=0 '

i}
lj ~18
LB
H
~
#

£y

Si sk—+s y f(r)-—s cuando r—1"  diremos que lé Sefié

y w_ es sumable segun Abel.
k=0

Las expresiones anteriores asociadas a una serie se:pue-

den considerar como casos particulares de asociar a una

‘serie el-limite de,una sucesi6n {T } donde T = Z‘ A S
. p n n 2o nk "k

Podemos abreviar poniendo esta filtima expresién t=A s

donde A(Ank) vy T 'y 5§ son los vectores infinitos formados

por los Tn y los Sk respectivamente.

‘Explicitamente las expresiones gue hemos asociado a una

‘'serie en la forma (1). serfan:

Para la primera

E | losix#n
- Tn = s5_ = An, s, donde A = ‘
o n k=0 k "k nkv 1l si k = n

(1)



La segunda
: o T : ' 1/n+l k &n
T =g = E Anksk Qonde An = ' :

n.o - n k=0 ki~-0.k >'n

Y papa la tercéféi?édémog hacer t, = f(f) ééfo como r
es un par§§e£rdwéohtinuo, se debé'éubétituir fvéof al-
guna expresifén como l-1/n o e que tiendenié!ﬁﬁoiﬁof la
izquierda, cuandO'n tiende-a“infinito.v Con tal substi-

tucidn se obtiene la matriz (A A los métodos de aso-

nk)'
ciar una suma a una serie a travé&s de la expresibn de la

forma (1) se les conoce como "M&todos de Sumacién”.

Si A y B son dos matrices que corresponden cada una a un
método de sumacién,. siendo t=As y u=Bs, se dice que B
es mds fuerte que A si siempre que tp,—L se tiene que

. u,—L cuando n—e

~Con esta“tepminolggia,_el Teorema de_contiﬁuidad,de Abel
- lo podemos expresar diciendo que la Sqmacién de Abel es
_més fuerte,que»la,sumacién por sumas'parcialgg‘ysla modi-
ficacién del Teorema de Abel seriavéue la Sumagién de

Abel es m&s fuerte que la sumacibn de Césaro.

Otro teorema perteneciente a esta teorfa pero que fue de-
.most;adq por Cauchy mucho antes de que la teoria fuera

desarrollada como la éstamos’presentando, es:



Teorema.  Si una serie es convergente, entonces es suma-
o ‘

ble-C y las- sumas c01nc1den.' Esto,es, ‘si sﬁ—+LAentonces
cn—+L cuando e, Veamos la demostrac16n. Si sn—»L da-
do e>o0 N>o tal que !s —L|< E/2 51empre que n>N por
otra parte | '
: i 8. 48 Fae e atS) {n+1)L

= ) n
lo Ll = | - |
TR .o ntl : n+l

‘“sdei+isl-L’+..;.,+]sN—Ll,

A

n+l

et

" n+l

Ahora bien, el sequndo cociente lo podemos hacer menor
que £€/2 ya que cada sumando del numerador es menor que
572,‘£5ﬁbién‘él‘pfimér ¢ociénte se puede hacer menor
quée £/2 tomando n suficientemente grande. Esto filtimo
‘se puede hacer puesto que el numerador de esta parte
permanece constante.

Por lo tanto |o,~L| < e/2 + e/2=¢ 'y 9 7L

‘Se dice que el mé&todo de sumacibn t=As, correspondiente

a la matriz (A) es regular si 8,8 + t_—s



Ahora pasemos a un teorema que dif gran impulso al angli-
sis funcional y llevd directamente a lo que llamamos el "prin

cipio de la acotacién uniforme": el teorema de Toeplitz.

El teorema de la acotacién uniforme lleva ahora los nom-
bres de Banach y Steinhaus, pero Toeplitz y Lebesgue
:habian descubierto la idea fundamental muchd‘tiempo;antes,

como lo veremos.

‘Toeplitz llegb a este teorema al tratar de hallar 1as~con;
diciones que debe cumplir un‘métddo de sumacién paré ser
‘regulér. A primera vista, pareceria que no existen unas
condiciones que valgan para cUalquie# ﬁétédo; pérd‘las

.condiciones que encontrd Toeplitz son muy sencillas.

‘Teorema de Toeplitz (1911)

El método de sumacién t = Eo A . s, es regular si
y s6lo si: ' ‘
(1) oy 1]Ank} =, <H

- (ii) Ank—+0 sl n—«~ para toda k

o (1ii) Ap = ] Ap—1l si n—e
k=0 :




. DEMOSTRACION: 1) Las condiciones son»Suficientesﬁ4*
51 8 —8, 5/ esfaggﬁgdamluego, por’(i),‘Eank 5, es
acotada ¥ z'ank Sk es absolutamente convergente .. tp

- existe.

Supongamos primero que‘&=6

t = ) a .8 .= ) ap 8 + Y a, 5
S =""0 e W 7S T S
N :
Por (ii): | } ankakI $ €/2 si n—w
Por (i): | jE an, S.| < y lan, | 18, € /2 + /2 = ¢
k=N+1  F K T keNsr K KT

Supongamos que S#b

Sea 8! = 5 -8, entonces Sl—0
n n n

Sea tl = ) a, S},
n. k=0 k Tk
de la demostracidn.

entonces:té——+o por la primera parte

-8
g

3 ’= 1 =
Entonces tn Z Any S

ap, SL + S
k=0 kK x k "k

.
n
(o) k k



=tl +8 ) ap
n k=0 k

o

como t;—o y ] ap —1 cuando m>=, concluimos que

tn—+0+S-1=S cuando n»«

2) Las condiciones son necesarias.

(ii) es necesaria:

1l si =k
tomemos Sk =
0 si a=k

entonces Sk—+9f:tq =]

an, .S, = ap
x ko kTK

ero t_—o0 cuando n+>«
n

‘.. ap,—0 cuando nre

(iii) es necesaria:

Tomemos Sn=1 para toda n.

Entonces S _—1°

t_ =] an, S, = ) an,.
nsfgkm ke Tk K k

pero tn—+1 cuando n—



S0 an,—1 cuando n»e*
k

{i) es necesaria: Método de la Joroba Deslizante:

-]

Supongamos que ) Jla., | = «
k=o = |k
k
Sea a . = ! lan |
k=0

(
1l si ank-s 1
i |
Sea €, = {1/2 st lic oy <4
1/22 si & < apy < 42
€, €S unha subsucesién def"vv(‘—l-)‘w" Fae E ‘\0
'k n Tk

Sea Sk=ek con el signo de ank, entonces Sk——+0, pero

t. = Z any Sk = z €x |ank|_—+°o
=0 k=0

Supongamos ahora que a no es acotado.

Il 1%

) IanK]

Pongamos o_ = ) lank' xS gy

n
. k=0 K

Ya sabemos que o e cuando k—»oo‘y.an —+0 cuando n—«

n,k

implica que, para toda k, a

k

—+0 cuando n—w -
nk



Determinamos dos sucesiones:

nl<n2<l [ ]

k1<k2<..f

de nGmeros enteros, con klao arbitrario

Supongamos inductivamente gue ya tenemos Nyseee N 7

k -+k., vamos a determinar n_,k (x31), -

1'°" r+l

{1) (an) . nO*“ac;Otado 'y n_ >n‘r+ tal quev‘z.__

1

o, =) Jape Ll r2+2r+23
r o Dy, k"

(2) a —0 {n—~)=> podemos tomar n_ tan grande que

n;k r

r ky .
“nr.x - Kzo' ianr’kl <l T

:(3) ﬂnr:k —>an, (k—+°°)#gkr+l> k. tal que’ Qnr—anr,kr_'_l =
= Z !anr,kl <1.

De (1} tenemos que:'

X
e ‘ r—1 C ;
L P= 1 la Ft L dangee] #0 T
k=o Tk lk, Tk ckptl T >k, p



De (2) vy (3)fs¢:éi§§e que:

r+>l' : '

z y,{~{anr,K1 > r2 + 2r + 2 - z ‘aner' - 'E

«=k_+1 kK K> Kr 41
an, s« >'r? + 2r

0 si ksgk,
con el signo de ap,,k si k <kgk,

/2 con*élﬂSigpo_devaniqusi?ki<ksk3

Témese Sk= :

1l/r con el signq,de anr,k s1vkrsk§kr+

Es claro que 8,—0.

Puesto que ]Sk{§ 1 tenemos gque:

kel : o "
) I An,rX ) ’anrrK{ - Z |
kar+l K<kr o K?kr*l

Hi—

ltnrl}

> (r2+2%)-2 =

Luego t_f-o. ,ggn#radiqcién.lt

1

anr,x

r.

El teorema de la continuidad de Abel se puede demostrar



como consecuencia del Teorema de Toeplitz. S6lo es nece-

sario ver gue el método de Abel cumple las tres condicio-

S NS 1
Aqui t = zo (1-1 - =) (1-2)" 8,
, . L e 1 1. k= 1 ¢ 1.k _
Condicibn (i): o = y (2 (1-3) = o =
‘ k=0 - k=o
1 1 s 1 '
e ==n=1" ,.a =1 V_ vy las o. son aco-
nop-14k D n n n :
n
tadas.
Condici6n (il) : a = -:L- (l-—-l'-)k-——---»o 1=0 cuando n—+m
— o ° nk n n’ . | r
para toda k
Condicibn (iii): Se ve de la demostracién para la condi-

cién(i).

Igualmente, se puede comprobar que el método de Cé&saro

es regular.

La fltima parte del teorema de Toeplitz se puede expresar

‘como sigue:

§ = (Sn) e C, el espacio de las sucesiones convergentes con




1a'norma;;syg étsgp:fsnl

t,(8) = E. ane Spr to = Aap)y € Cl‘é‘é}, el dual”
de C.

La no;ma.es_lltn[} = E lankf =an
Se supone que para toda stC, (tn(S))n converge, en parti-
cular que es acotado. Se concluye que existe H>o tal que.

I{tnl{=an<H para toda n.

Generalicemos: Sea E un espacio de Banach, E! su dual.

tnsEl, es decir que Itn(x)lﬁs lltnIIF]]x]} para toda XsE.
Conclusibn: existe H>o tal que !itnll<H para toda n.
Este es el "'principio de la acotacién uniforme".

DEMOSTRACION DEL PRINCIPIO DE LA ACOTACION UNIFORME BOR
EL METODO DE LA JOROBA DESLIZANTE. |

‘Supongamos que,iltnll.no es acotado. Es licito suponer
{Itnll—»m. Existe x ¢E, l{xn}] =1 tél'que }tn(xn)];gl/z
e, )]

[
At

Sea (x) = sup ltn(x)l<w VxsE por hipbtesis.



|

: . ; : L , o 1 :
Determ%??mos5nl<niéf3f<éﬁsfffxtalhque"‘_TZE"‘ktnkml%

1 -
;E:T u(xnk_])+k—Rk+k

p(xnw) +...+

thé“

Ya que se puede encontrar n, para toda k, existe k=

—.'.-1- = Z l‘_. X + z _—.'-1_x o= y + k '
U4k j<k 4j jet gk Tk Toysk 43 3o Tk
1
'*"]-{- xn + Zk -
4 k
1 1 o
lt, vl s 7 u(xnl) +oo.t p= W (Xppoy) = R
e 20 < =5 He i+ = == e || = —= |le,l].
k 4k+1 n 4k+1 1”% n 3.4k n
"Eh'jt*onc“és Aillt “(xg) ] 23 it (X )l V-RL‘ - Jle .
te o 0 %ZT(- n Eni /T k_4k s o L S
| 1 1
TOmemos n=n, ’tnk(x ¥yl o> Z“' % litnk‘i'R i 1‘tnk;1
‘ | | 3.4
= — lltnll =-R %k
A k' k

Contradiccidn .

. El teorema de Lebesque por el cual se llega al mismo’ prin-

.a @
c1p10 dlce que si fEC(O 2n), f(x) '53 + ) a krcoswk x +
. 1 k=1
B 21 U gen 200E1 Y (B-x) b e
+b, Sen k x = L f f(t) Sen 2{Zntl) (t-x) dt, la "inte-
k 27 1.
o - . Sen & (t=x)

2

gral de Dirichlet".



L | IR 21
: e IR o ae : I B
th(f);flsn(O{ifaSe d¢muestra qpe]!tn|1,—;jﬁ.ﬁrbax'“~~~

1 : .
Sen 2 ﬁin+l)t dt = L , la constante de Lebesgue.

Si s_(0)—f(0) para toda f,(t_(f)); acotado para toda f,

entonces lftﬁ!|<H.
Pero L —
n .

4 log n).
n?

(Fejéf demostrd que L -
‘Retornando ahora al desarrollo histérico del Andlisis
FUndidnalffquisiéramOS«redqrdar»El teoremawdé_copt;ppi—

dad de Abel.

. ) n Voo
L Y - k, .
(A) Si s w.kio a, y s —s entonces f(r) = ;O rap> s

cuando t~> 1

Uno puéde preguntarse £i el inverso de (A) es cierto, to-
. memos- la. serie Lel+l=l..,., gue no es cOnyergente, pero
si sumable segﬁh Césaro”y por lo tanto segln Abel. De

aquf que la respuesta sea no.

Tauber en 1897, vié que, bajo ciertas restricciones, el



- inverso si es cierto. -Ello‘lé?lleyd,a{prqbarﬂelTgij h
guiente teorema: . ..
(T) 81 f£(r) = ] ;aﬁrn—:%s . r—17.  y ademds a_ =0 (1/n), estp

n=o
-es na —»0 .entonces s —s. ..

Una condicién suficiente para que un método de sumacién

implique uno mas fuerte se llama condicidén Tauberiana,

Un Teorema como el de Continuidad de Abelllquefhpwusaa¢

una condicién Tauberiana, se llama Abeliano.

Como consecuencia de lo anterior tenemos que:

”~
-~

=> g . —>5

Cuando Tauber demostrS el Teorema (T). no imaginé que da-
ria origen a toda una teoria,walgunos de cuyGS puntos esen-

ciales estdn contenidos en los siguientes Teoremas:

El primero de ellos es una generalizacibn de (T!) debida

a G.H. Hardy (1910):

(H) si o, S Y an=0(l/n) es decir  naj. es acotado, en-

tonces, sp—S.



Si f es de variacidn acotada, an’bn sus coeficientes de
Foufiér;ﬁéﬁfdﬁéés;‘dﬂfbkidfi/njf: Se'déducé‘entbnées, del
Teorema de Fejér y el de Hardy que siempre qué sea f con-
tinua y de variacién acotada, su se;ie de Fourier conver-
. ge a ella. i"’}3:::5‘Ei:‘l—::““’*re“sultya‘d"o"es''u‘ri“:.vé:\'a-"s"CJ Partichiar de un fa-
moso Teorema de Diriclet (1827), que no puede detenerse
sin el Teorema deAHaray, puesto que Riesz demostrd que
éﬁisten”funéibﬁés”cdntihuas~déJVariaCiéﬁ“ad0£ada‘cuyos
coeficientes son 0(l/n) pero no o(1/n). =

Por ejemplo T (1+ay COS”ﬁkx)"nk+l/nE PRCEER

Esta funcifn es un ejemplo de los ahora llamados productos

de Riesz, gue son importantes para el Andlisis’ Arménico.
En 1910, Littlewood+t demostrd el Teorema (T) substituyendo
la condicién a_=C (1/n) por an=0(l/n): "Es decir,

(W) L e s T2 = 0(/mTe, —s

Posteriormente, J. Karamata (1930) demuestra de una manera
muay sencilla el Teorema (L) : y ademds, prueba otro Teorema.
(K) i a 30 vy f(r) = E'an r —

“i.e. (I-r) f(r)—c cuahdoVr‘+I§entonCesVsni—*qv

1 Esta demostracién puede verse en "Algunos nuevos resulta-
tos de la Teoria de Funciones" de E. Landau




Hasta aqul el desarrollo cuantitativo de,la Teoria. . Agquél .
cambia cualitativamente en 1932, cuando Wiener demuestra

su célebre Teorema Tauberiano. El enunciado de este TeoF
rema involverd algunos resultados y definiciones gque dare-

mos a continuacidn:

Sea feL! (R) i.e. f, Lebesgue-integrable eh R, su transfor
mada de Fourier estd dada por: f£(t) = ﬁFf} (t) =

—2[[ixT

=[ £(xI2 dx. Se puede probar que f es continua,

que max £(T) g ||f|]; ¥y que si t+1~, entonces £(t)+0.

La convulcidén de dos funciones f y g se define como:

-Co

{f-* g] (x) =f fx-t)g(t)dt

. o .
Young demostrd que f*g tiene sentido si fe Lp(R), ge va(R),
1.1 l, - 1 > 0; y entonces (f*g) ¢ Lr

r P P

La Convolucién es un' producto en L'; con este producto L'

es un algebra.

Hay una importante relacibn entre los conceptos de convolu-

cidén y transformada de Fourier; es la siguilente:

F(f*g) = F(f).F(g)




Esto nos da un producto en F(L')=A que hace de A un &lge-

"~ 'bra tambiéh, llamada de Wiener o de Fourier.

De la misma manera que el producto en A se define en tér-
minos del producto en L', la norma en A se define en tér-

minos de la norma en L', de la manera natural:

[IFEY ], = gl

Tanto L' como A son &lgebras normadas. Ademis, F: L!+A es
inyectiva y en virtud de la definicién de norma y producto

en A, F es un isomorfismo.

Teorema Tauberiano de Wiener (1932)

Sea geL! tal que g(t) # 0 para toda teR. Sea f acotada
i.e. FeL”. Supongamos J?*f) (x)>2 fw g(z)dz cuando x+» ,

entonces h*f (x)~& J_., h(Z) dZ cuando %+~ para toda heL!(R)

Este Teorema es tan rico en implicaciones que suele llamar-

sele "general". Como consecuencia de €1 se obtiene:

(W) si f(r) = Zan Y* = (1-1) y s y?+2 cuando r+1"y si

sn=d(1/n), entonces ¢ % cuando n-»w

Quizd mis sorprendente resulte el hecho de que el viejo



Teorema de la distribucibén de los nimeros primos

' x?"»
log x

Mx) = §  1p
pS<xX

puede considerarse como un Teorema Tauberiano, consecuen-

cia de (W).

En 1941 en un articulo de 20 péglnas, aprox1madamente,

Gelfand 1ntrodujo el concepto de algebra ‘completa; ‘ade-: = -

mis, desarr0116 una elegante Teoria, v busc6é una demos-

tracién general del Teorema de Wiener.

Haremos a continuacifn, un bosqueﬁo:dé’lasﬁideas impor~
tantes de este artfculo; empezando por la definicién de
un dleebra de Gelfand, que este 1lamd de Banach, por ana-

logfa con el concepto de espacio de Banach.

Consideremos ahora, unvélgebra A; sdbfe C. Supongamos’
ademds, para simplificar, Que éxisté‘e} tal que ex=x
Y XeA; Yy que Xy=yxX para todaIXEy toda y en A. Propie-

dades que en general no se incluyen en 1a definici6n de

dlgebra.
Def inamos una normarll || sobre A,lfél que'Satfsface*”
IXY'} < ]IXII f!Yll con X, y A. Con esta propiedad A

es un espac1o completo vy entonces ‘A se llama dlgebra de

Banach.



Como continuacién de este bosquejo, expondremos algunos”

resultados de la Teoria de Gelfand:

a) si||x-ef|<l, entonces x es 1nvert1ble. Las siguien-

tes observaciones justlflcan este hecho.

La serie\e+(e—x) + (e—x)2 EERE converge absolutamente
y como A es un- espaC1o de Banach, entonces converge. No
es diffcil convencerse de que esta prOgre516n geométrlca

converge a x|

) |
b) Si I es un ideal propio de A, entonces su cerradura

I es también un ideal propio..

1° si I es un ideal de A_,;_‘.:L- lo es también. .Para ver es-
to, hay gue probar que I es un subespaciozveeforial de A

y que.si yle I, a A, entonces ay .. En efecto, si x!,
yle T ex1sten x,yel tales que [}"-xllf f]y y1]]<n
Entonces,_si evo, ||xl+y! —(x+y){]< n+n1<e para una elec-

cién conveniente de n y nl

tamblen, si ArC, i[Ay “xyll <
IA|n! < ¢ nuevamente ellglendo n1 de manera adecuada; ast
pues, tanto x4yl como Ayl estén en I. Ahora, sea ach;

por un argumento andlogo a los anteriores, axlel.

2° si.I es propio, también I 1gp es.



nporigamos que I=A. Entonces =gI, por lo tanto, existe

éIﬂfhlﬁqué Jlx=el | <1, »Pero~Entonées‘e=foX eI, de doﬁ%
@ ‘I=A. - Como conSeCuencia‘resulta"queitodO'idéal”maximal
-éé‘&éﬁfddo§~pdes de lo contrario M#M que contradice la
efinicidén de ideal maximal. Se demuestra que un anillo
on unidad, si no tiene ideal no trivial es un campo.

ara ¢ada M ideal maximal introduc imo“s”'él‘ dlgebra cocien-
e A/M que, por no tener ideal no trivialy és‘unfcampo‘f

on la norma cociente

;I[x]l;A = inf ||yl]

M A
/ ye {x] :
) Teorema»dé,ngrowgki—quur—Gelfand.&'
‘ada &lgebra de Banach que es un campo. es isomorfa a C.-

Jaremos una muy elegante demostracidn debida a Gelfand:

o e
LRI

'robaremos gue para cada xel, existe eC tal que X=ie.

-1
in caso contrario, X »{x~ie) es una funcifin entera
acotada y, por.lo tanto, constante (Teorema de Liouville);
sero (x-2e) —>0 cuando r-»=, de donde {(x-ie) =0, lo

sual. es una contradiccidn.




La aplicacibn x+X es inyectiva, pues, si?no.lo fuera,

su nficleo seria un ideal no +rivial, lo que no es posi-
ble,rpues,hemOSFSupuestQfque.A-esaun-campa. No. es .difi-
¢il verificar que esta aplicaciénues_un;isomo;fismé,de_A

en C..

Las funciones holomorfas con valores en un &lgebra fue-
ron introducidas por Riesz y consistentemente utiliza-

das. por Gelfand.

Expondremos a continuacidn la idea fundamental del Teo-

rema de Gelfand:

Sea ¢M(x) la clase de x m&dulc M; por el Teorema anterior

podemos considerar a ¢M(X)'Comé“91emento'de c.

¢ME A»C es'un homomorfismo de A en C, al cual se le llama

caricter y que satisface, ademés, !¢M(x)l < flx|] -

Aparece, nuevamente, aqui la idea del cambio de papeles

entre variable y funcién.

v

I

Sea m = {M|M es un ideal maximai} Definamos f_: m¥C como

I

fX(M) ¢M(X) .



Daremos a m, el espectIO»maXimal de A, una Topologfa:

Definamos las vecindades de M, £ m como {lex (M) -
_ ‘ i
£ (Mo) | & &, i=1...n}
P R ;

Esta topologia es la menos fina para la cual {fx} es
il R LR N A P - o TV oxeA

una familia déxfunciones COntinqas. La transformaci6n
de A en C(m), dada por x>f es un homomorfismo donde .
|| fx|] = sup er(M)Ir§a||Xl|i por lo tanto, esta trans-
formacidn, llamada representacibn de Gelfand, es conti-
nua.

m es compacto. Entonces c(m) es un espacio de Banach.

d) Introduciremos la norma espectral, || || definiéndo-

la de la siguiente maneras:.
s Uxllg = HExl)
Ahora demostraremos que ||x|| = lim. V| |x"] .

Daremos la demostracibn en 2 partes.



D 1= Hg = Hixllg® s [1x[1" ¢ [1x"]] de donde

[Ixl]g ¢ 1im inf %[ |x"}]
2) Recordemos el Teorema de Krull. 'Séa'x'ﬂd inveffiﬁlé.~'
Iy el 1dea1 generado por x; usando el lema de Zorn puede

probarse que todo 1deal proplo esté contenldo én un ideal '
maxima1} :é1afaméﬁ£e’Ix es propio, por lo:tanto cada ele- -
mento nb”iﬁQertible’@étféneceVa uﬁ ideal maximal. Conclui=
mos, qﬁé‘fx(ﬁf'# :inafa'tOda M es decir, x no pertenéce .

a un ideal maximal si y s616 si x es invertible.

Supongamos que uzilxjfs Y que |p)-a; entonces £y (M)-u#0,

ya quéiédpE]f;(M)fi<nip{i”

' Estn significa gque £ M) = wE (M) = £ (M) #0; por.

esto X-pe es invertible. Ahora podemos: afirmar que

(uewx)‘] es una funcibn analftica en IA§ < 1/a con A =

1/v . (re - x)—I = A(e—hx)flh‘Puesto ‘que esta funcién

es analftica, su serie de Taylor ) {(e+ x+i?x2+...) es con-

vergente; y §6f io'tantdi su. término ‘general. \"x"—0.
nff 1 | 1yn M

j 1l
- I
' o Ikin 2] D
para n suficientemente grande, lo cual 1mpllca que 1im

‘ - 1
sup V| X7 ] < /la] , siempre que /H‘ﬁ a . De ésto

X

De esto se desprende que |

resulta gue lim sup “/]{xn[! < o= X



Como resultado del desarrollo anterior, los tres enuncia-

dos siguientes son equivalentes:

i e ] =0
ii) lim W] |X"|

iii) X pertenece a todo M.

Concluimos el:bOSquéjo de la Teorfa de Gelfand con lo si-

guiente:
El radlcal de Jacobson de A se define como R(A) J\ M.

‘Cuando R(3) = {0}, A se llama semisimple. En general si
A esgcualquiér élgebra, A/R(A) es semisimplé; Cléfamén;
te, A es semisimple, si_y‘séio si la repfesentadidh de
Gelfand esvinYectiva. En este céso, pbdemos ¢Onsideraf

A como subalgebra de C(m).

Hasta aqui hemos supuesto 51empre que A tiene eleménto
unidad e. 81 no lo tiene, con51deramos sélo los M en m
tales qﬁe A/M tenga elemento unidad; a tales ideales M,;__
se les llama regulares. En este contexto puede probarse
el an&ibgo'de7b). 'm no seré compactb, sino sblo local-
mente compacto. Las transformadas de Gélfand siguen‘

siendo. contfinuas.



A continuacibn daremos una aplicacifn importante de la

Teorfia e Gelfand.

Consideremos L? (2) = &', el espacio de sucesiones cuyas
series son absolutamente convergentes. Sea a = a ) . g
Definamos |jal|] = Z‘an]. La convolucién de 2 elementos

ayb, de L! (2) estd dada por a*b=c, cnﬁ E

a b
mez MW

Entre esta definicién y la de convolucién de funciones
hay una gran analogifa, y aquella hace de L' (Z) un &lge-

bra normada.

Calculéﬁds‘;hofa ¢M’ que éé'hdmdrfismo.coﬁtinuo'dé

L (z) eﬁ‘C, de ééndé‘iM'es‘ﬁnkelemenfd de L7(z), el dual
de Lf(z);riuégaTégiste‘u:(ﬁn)’en L7 (2), tal que ¢,(a) =

La 'ﬁn,tpafd7tbdé gﬂén ﬁi(Z); Sea:apﬁtépn)ﬁ . RéSuiEa‘l

n

de la definicidén que afg o = aP*a Ademéé,A¢M(dp+q) =

» - D qy . _ n
uP+q,,_?MFG {»@M(a‘)( upuqf. En’partlcularf u (a; )7,
como u - es acotado, |u,|=1. Escribamos ahora u =e "M’

' SRR ine, - . . ) . o
y byla) = néz a . M= f (8, serie de Fourier absolu- .

tamente convergente.

Tenemos una aplicacién bivectiva de 'm ‘en un circulo R/2IZ
Asociando a cada M el correspondiente valor -de-e, que de-

pende de M, obteniéndose asi un isomorfismo.



]

s

Por Esto, podemos considerar el conjunto m de todes los

idealés maximales de L'(Z) como un circulo. La transfor
mada de Gelfand es la proyeccién sobre el cfrculo, cu -

yos coeficientes de Fourier son elementos de R/21 2.

-Como conscuencia obtenemos:

(W!) Teorema de Wiener.

Si £ (definida sobre el circulo) tiene una serie de

Fourier absolutamente convergente, i.e. es la Transfor

mada de Gelfand de alguna aEL1 (Z), y no se anula; en-

tonces 1/f tiene una serie de Fourier absolutamente -

convergente. ¢
El teorema Tauberino de Wiener se apoya en este teore-
ma, gque constitufa su principal dificultad. Queda asi
salvado, por medio de elegante teorfa, el serio esco -
llo Técnico gque entorpecia la demostracifn de aguel

Teorema.

Posteriormente, Paul Lévy, enunci6 y probduna poderosa

generalizacién de (W').

({p.L} 51 f tieﬁe serie de Fourier absolutamente conver-—

gente y F es analitica en un dominio gue contiene la i-

magen de f, entonces F.f tiene también serie de Fourier

absolutamente convergente.



Si ahora consideramos L' (R), resulta que M R y la trans-

formacidn de Gelfand es la de Fourier.

El caso en que A-C{M) es Suprayectiva nos conduce a la -
teoria de las C-&lgebras, y a la demostracién del Teore-
ma espectral de operadores adjuntcs en un espacic de

Hilbert.

Shilov, m&s recientemente, introdujodel cénééptd‘de.él—
gebra regular, dotando a m de cierta topologia} Adﬁeliés
dlgebras en las que la topologié.de Shilov coihCidé con
la tdpdlogié débil que vya conobembs, se‘ilama fegulérésn
‘Desérrollando este conceptc se cobtiene una demoéﬁraéién

directa (de una linea) del Teorema Tauberiano de Wiener.





