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El objetivo de este trabajo es dar una justificacién rigurosa del
método general de prueba conocido como induccién y del método gene-
ral de definicién conocido como recursién, que ocurren frecuentemente
tanto en légica matemadtica como en otras ramas de la matematica. Es
muy importante tener claras, algunas hipétesis bajo las cuales estos
métodos son v4lidos.

En lo que sigue se usara la teoria de los conjuntos de un modo
intuitivo, asi como ejemplos que se suponen conocidos, de aritmética,
algebra y légica.

1 Induccion.

Sea U un conjunto cualquiera. Sea F' un conjunto de operaciones sobre
U (es decir, f € F => existe n € N,n > 1 tal que f:U" = U).

Definicién 1 Sea X C U. Decimos que X estd cerrado bajo F si y
sélo si para todo f € F (pongamos f de n argumentos), y para todos
los T1,...,Zn € X, f(z1,...,2,) € X.

Definicién 2 Sea B C U. Un subconjunto X C U es B — F-inductivo
si y s6lo si

i) BC X.

ii) X estd cerrado bajo F.
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Ejemplos

Trivialmente U C U es B — F-inductivo, para cualquier B C U y
cualquier conjunto F' de operaciones sobre U.

Sea U el conjunto Expr. de E-expresiones o sucesiones finitas de
simbolos de un lenguaje légico E. Sea F = {Neg, Disy } donde
Neg (a) = ((—a)), Disy (o, 8) = ((a V B)). Entonces el conjunto
de las férmulas del lenguaje ®(E) es F — F-inductivo. En lo que
sigue, Z denota al conjunto de los niimeros enteros; N denota al
conjunto de los nimeros naturales y R al conjunto de los niimeros
reales.

Sea U = Z, F = {s}, B = {0} donde s es la funcién (operacién de
un argumento) sucesor. Entonces N es B — F-inductivo, es decir
{0} — {s}-inductivo.

Sea U =R, F = {s,p}, B = {0} donde s es la operacién sucesor
s(r) =r+1y pes la operacién predecesor p(r) = r — 1 entonces
Z es B — F-inductivo.

Sea U=R, B={o}, F={f, g} donde f:R? — R tal que f(z,y)=
z-y; ¢:R — R tal que g(z) =z + 1. Entonces N es un conjunto
{o} — {f, g}-inductivo.

Sea G = (G,-,e) grupo generado por un conjunto B C G de
generadores, F' = {-} entonces G es B — F-inductivo.

Sea U = {f|f:A— R con A C R}, las funciones con dominio y
rango contenido en R y

B = {I|[LA>RACR Va(l(z)=z)}U
U{ C|C: AR ACR, }
Vz € A(C(z) =7),r€R

y F = {Suma de funciones, Multiplicacién de funciones, Divisién
de funciones, Extraccién de raiz de funciones}, conjunto de ope-
raciones sobre U. Entonces el conjunto de todas las funciones
algebraicas A, con dominio y rango subconjuntos de R, es B — F-
inductivo.
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Si C es una coleccién no vacia de conjuntos, NC denota la inter-
seccién de todos los conjuntos de C; es decir,

NC={w|VX € C,w e X}

8. SiC esuna coleccién # @ de conjuntos B — F-inductivos, entonces
NC es un conjunto B — F-inductivo, pues:

i) B C X para todo X € C, de donde B C NC.

ii) Si f € F (de n argumentos) y zy,...,2, € NC, entonces
Z1,...,Tn € X para todo X € C, de donde f(zy,...,z,) €
X para todo X € C'y entonces f(zy,...,z,) € NC.

Asi pues, NC es B — F-inductivo y concluimos que:

Dado B C U y F conjunto de operaciones sobre U, siempre hay un
menor (respecto C) conjunto B — F-inductivo. La familia de todos los
conjuntos B — F'-inductivos no es vacia porque U € C.

Lo anterior debe ser obvio, pues la interseccién de conjuntos es el
mayor (C), contenido en todos; pero si necesariamente es uno de ellos,
entonces es el menor (C) de todos ellos.

Definicién 3 Dados U, B y F como antes y C la coleccién de todos
los conjuntos B — F-inductivos, llamamos B* a NC, que es el menor

conjunto B — F-inductivo y lo llamamos el conjunto generado por F
sobre B.

En el ejemplo 2) E* = ®(E). En el ejemplo 3) {o}* = N. En el
ejemplo 4) {0o}* = Z y en el ejemplo 7) B* = A. Nétese que en cada
caso el asterisco * depende de la F correspondiente.

Asi pues, por lo anterior, tenemos que, si Xes un conjunto B — F-
inductivo cualquiera, entonces B* C X, por ser B* el menor B — F-
inductivo en el sentido de la relacién de orden C.

1.1 El Principio de Induccion.

Teorema 1 Principio de Induccién (para B — F-inductivos). Dados
U,B CU y F conjunto de operaciones sobre U, si X es un conjunto
B — F-inductivo (B C X y X cerrado bajo F), entonces B*C X. m
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Ejemplo 1 Principio de Induccién Matemdtica, con U = N, B = {0},
F = {s}. Sea X CN; si0 € X (es decir, {0} C X) y Vy € X,
3(y) € X (es decir, X es cerrado bajo {s}) entonces N C X (es decir,
N = {o}* C X) y entonces N = X.

Ejemplo 2 Principio de Induccién para Férmulas ®(E) con U =Expr,
B=EyF = {Neg,Disy}.

Sea X C Expr;si F C X y X cerrado bajo {Neg, Disy } entonces
®(E) = B* C X. Usualmente X es el conjunto de expresiones que
cumplen una propiedad, tal que se quiere probar que todas las férmulas
de ®(F) cumplen esa propiedad. Entonces se prueban dos cosas: que
todas las férmulas de E cumplen la propiedad (E C X) y que si «
y [ cumplen la propiedad entonces Neg(a) y Disy (o, ) cumplen la
propiedad (X cerrada bajo {Neg, Disy }). Es comin llamar a estas dos
pruebas: paso base y paso inductivo.

Otros ejemplos. En teoria de conjuntos y en légica, para los tér-
minos, para las férmulas, y para cualquier conjunto B — F-inductivo
minimo 6 generado por F sobre B.

Definicién 4 Dados U, B y F como antes, definimos:
Bo =B

Vn €N, By = B,U{f(ai,...,as)|a1,...,an € By y f € F (de
n argumentos) }.

Definicién 5 B, = U B,.
neN

Observacién 1 | B, =U{B,|n € N} es otra notacién.
: neN

Teorema 2 Dados U, B y F como antes, entonces: B* = B,.

Demostracién: C) B, es B—F-inductivo pues claramente: B = By C

U B, = B, ysi f € F de n argumentos y ay,...,a, € B, = U B,
neN neN

entonces hay un ny € N tal que ay,...,a, € By, pues se observa que

B=BogBlgB2g
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Asi pues, f(a1,...,an) € Bpo+1 € U Bp, = B,. Asi pues B* C B,
neN

ya que B* es el menor (C) de los B — F-inductivos, por Principio de
Induccién para B — F-inductivos.

D) Veamos que B, C B*, por induccién matematica sobre n € N :
By, = B C B* pues B* es B — F-inductivo.

Supongamos B, C B*. Como

Bni1 = B, U{f(ay,...,a;)|a1,...,an € B,y f € F}
y como B, C B* y B* es B — F-inductivo (cerrado bajo F') entonces
{f(a1,...,az) |a1,...,an € By y f € F} C B*
por lo tanto B,,; C B*.
Asi para todan € N, B, C B*; de donde B, = | B, C B*. [

neN

Supongamos que C esta generado a partir del conjunto B = {a, b}
por la operacién binaria f y la operacién unaria g. F = {f,g}. Re-
cuerde la definicién de B,, para n € N. Entonces C = B* = B,.

i) Enumere todos los elementos de B,. ;Cuéntos son a los més?
ii) ;Cuéntos elementos a los méas puede tener B3?

iii) ;Cuéntos elementos tiene B,?

2 Recursion.

Tres ejemplos de definicién.

I)  Quiero definir sumar 3, en N; a esta definicién llamémosla A3:N—>
N. Tengo que N est4 generado por {s} sobre {0}. Quiero: A3(0) =
3y Vn € N, As(s(n)) = s(As(n)). Tengo T:{o} — N tal que
T(0o) = 3 (bien definida). Tengo s:N — N tal que s(n) = el
sucesor de n (bien definida).

Entonces ;A3 queda bien definida?

I1) Quiero definir la valuacién h, en ®(E), llamémosla h,: ¢(E) —
{0,1}. Tengo que ®(E) esté generado por {Neg, Disy} sobre E.
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Tengo dada v: E — {0, 1} valuacién cualquiera de sfmbolos, (a
cada simbolo le asocia 0 o 1).

Los valores 0 y 1 pueden pensarse intuitivamente como falso y
verdadero respectivamente.

Quiero h,(P) = v(P), VP € E y quiero hy((—a)) = lo contrario
de hy(@) y hy((a V 8)) = el maximo de entre h,(a) y hy(B).

Sea NO:{0,1} — {0,1} tal que NO(z) =1 — z. Sea D:{0,1} x
{0,1} — {0,1} tal que D(z,y) = max{z, y}.

Asi pues:
hy((ma)) =1 — hy(c)
hy((V B)) = D(hy(c), hs(8))

Entonces dada v, jh, estd bien definida?

{h,,(P) =vu(P), VPEE

ITI) Quiero definir h: Z — Z tal que:

h(0)=0

h(s(n)) = h(n) +1

h(p(n)) = h(n) +2
Tengo que Z est4 generado por {s,p} sobre {o}.
Tengo +1:Z — Z tal que +1(m) = m + 1. Tengo +2:Z — Z tal
que +2(m) = m + 2 y tengo c¢: {o} = Z tal que c(0) = o.
Ademss s y p son inyectivas y generan a Z sobre {o}. Entonces
h(0) = ¢(0) y h(s(n)) = +1(h(n)) y h(p(n)) = +2(h(n)). En-
tonces jh esta bien definida?

Obsérvese que h(2) =h(s(1))=h(1)+1=14+1=2

pues h(1)=h(s(0)) =+1(h(0)) =+1(c(0))=+1(0)=0+1=1 }
pero h(1)=h(p(2)) =+2(h(2))=+2(2)=2+2=4
iMal definido!
Obsérvese que s(0) = 1 = p(2). También A(0) = 0 y h(0) =
h(p(1)) = +2(h(1)) = +2(1) = 1 + 2 = 3 por lo tanto A(0) = 3!

Definicién 6 Sean U, B y F como antes. Sea C C U, decimos que C
esta libremente generado por F' sobre B si y sélo si C est4 generado por
F sobre B (es el menor conjunto B — F-inductivo); es decir, C = B* y
ademas
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i) Paratoda f € F (pongamos de n argumentos) f es 1 — 1 respecto

a C es decir,
1=
. 1'1,...,.’1?” EC x2=y2
St n yn € C y f(z1,...,2n)=f(y1,...,yn) entonces )
ooy
In=Yn

ii) Las im4genes de cualquiera dos f,g € F con f # g, en C son
disjuntas entre si:

Si f # g (pongamos f de n argumentos y g de m argumentos)
f,g€e Fyzxy,...,2, € C, y1,...,ym € C, entonces f(z1,...,Z,)
75 g(yl,,ym)

ili) La imagen de cualquier f € F es disjunta de B:

Si f € F (pongamos de n argumentos) y zi,...,Z, € C entonces
f(z1,...,2,) & B. ]

Ejemplos de la primera seccién.

2) @(E) estd generado libremente por {Neg, Disy } sobre E pues i)
Neg y Disy son inyectivas respecto a ®(FE), ii) Ninguna negacién
es una disyuncién y iii) Ninguna negacién es simbolo de lenguaje
y ninguna disyuncién lo es.

3) N estd libremente generado por {s} sobre {o} pues:

i) Sucesor es inyectiva, ii) se cumple pues no hay méis que una
operacién generadora, iii) 0 no es un sucesor de ningiin nimero
natural.

4)  Z no esté generado libremente por {s,p} sobre {0} pues aunque
cumple i) pues sucesor y predesor son inyectivas, falla ii) pues
s(2) = 3 = p(4) y también falla iii) pues 0 = p(1) = s(—1).

7)  El conjunto de las funciones algebraicas A no estd generado libre-
mente por F' sobre B, por ejemplo +(2,3) =5 =+(4,1) y 2 # 4,
3 # 1 por lo que falla ii). Ademds no cumple i) pues la suma de
funciones no es inyectiva respecto a A.
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2.1 El teorema de recursion.

Sea U un conjunto, B C U, F un conjunto de operaciones sobre U yC
un conjunto libremente generado por F sobre B.
Si V es un conjunto tal que:

e hay BV

e para cada f € F de n argumentos, hay una f: V" = V.

Entonces hay una tnica h*: C — V tal que

a) h*(b) = h(b) para todo b € B (es decir h C h*).

b) Para cualquier f € F (de n argumentos) y cualesquiera
Z1y.-yZn € C

R*(f (15 - -, 20)) = F(R* (1), ..., B*(22)).

Dicho algebraicamente: con las mismas hipétesis, cualquier fun-
cién h: B — V puede extenderse a un homomorfismo h*

h*:(C,F) — (V,F) donde F = {f/f € F} .

Dicho con un diagrama; con las mismas hipétesis:

~

f(h‘(zl)a v )h‘(zﬂ))

I FETREE RPN U > @

Figura 1: f(operacién n-aria sobre U) 7 (operacién n-aria sobre V')
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Para dar la prueba del teorema, introduciremos la nocién de funcién
adecuada y probaremos algunas propiedades. La idea intuitiva de una
funcién adecuada es la de una funcién pequeila que aproxima a la h*
cuya existencia y unicidad se pretende probar.

Definicién 7 v es funcién adecuada si y sélo si
1) v es funcidn, dom (v) CCelIm(v) CV.
2) Si b€ (B Ndom (v)) entonces v(b) = h(b).

3) Si f(z1,...,T,) € dom (v) entonces 1, ..., T, € dom (v) y

-~

v(f(z1,...,2Zn)) = F(v(z1),...,v(Z0)) .

Sea A = {v|v es una funcién adecuada}, el conjunto de todas las
funciones adecuadas.

Obsérvese que h € A.

Con H.I. abreviamos: Hip6tesis Inductiva.

Lema 3 Cualesquiera dos funciones adecuadas son compatibles.

Demostracién: Sean v,w € A. Probaremos por induccién para B—F-
inductivos que » y w son compatibles:

Vz € Cz € (dom (v) Ndom (w)) —= v(z) = w(z)]

i) Seaz € B. Supongamos z € (dom (v)Ndom (w)). Comov,w € A
por 2) tenemos que v(z) = h(z) = w(z).

ii) Sean f € F de n argumentos y z,...,Z, tales que
Vi=1,2,...,n ;€ dom(v)Ndom (w) => v(z;) = w(z;). (H.I)
Supongamos ahora que f(z1,...,%,) € dom (v)Ndom (w). Como

v, w € A por 3) tenemos que
e 11,...,T, € dom (v) N dom (w)

oo v(f(1,..., %)) = f(W(z1), ..., v(zn))
eoe w(f(zi,... 7)) = flw(z), ..., w(za))

DelaH.I y de (o) tenemos que Vi = 1,...,n, v(z;) = w(z;); de esto
y de (ee) y (o @ @) tenemos que v(f(z1, ..., %n)) = w(f (21, ., 2n))-
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Observacién. Se ha mostrado que:
{z € C|z € dom (v) ﬂdom.(w) —v(z)=w(z)} CC,

es B — F-inductivo por lo que es igual a C' y entonces v y w son
compatibles. [ ]

Lema 4 La unidn arbitraria de funciones adecuadas es una funcién
adecuada.

Demostracion: Sea D C A. Veamos que UD € A.

1) Por el lema 3, D es un conjunto compatible de funciones por lo
que UD es una funcién y adem4s:

dom (UD) = {J dom (v) C C,
v€D

Im(UD)= | Im(v) CV.
veD

2) Como para cada v € D, se tiene v(b) = h(b) para todo b €
B N dom (v), entonces UD(b) = v(b) = h(b) para alguna v € D

y esto para todo b € U (BNdom(v)) = BN < UD dom (v) | =
veD vE
BNdom (UD).
3) Supongamos que f(zi,...,%,) € dom (UD) = UD dom (v). Asi,
veE
hay v € D tal que f(z1,...,z,) € dom (v) y como v € A, tenemos
que Zy,...,Z, € dom(v) C dom (UD) y que

UD (f(z1,...,2n)) = v(f(z1,...,Zn))
= f(v(xl),...,v(zn))

-~

= f(UD(xl),'--’UD(zn)) .
Pues UD(z;) =v(z;) Vi=1,...,n.
n

Lema 5 Para todo x € C, hay una funcidn adecuada v tal que z €
dom (v).

Demostracién: Veamos que {x € C|3v € A (z € dom (v))} es un con-
junto B — F-inductivo, con lo que contendrs a C y como ya esté con-
tenido en C, resulta ser igual a C.
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i) Sea z € B. Sabemos que h € A y que dom (h) = B por lo tanto
z € dom (h).

ii) Sean f € F (de n argumentos) y z,...,Z, tales que Vi =
1,...,n 3 v; € A tal que z; € dom (v;). (H.L.)

Sea v/ = v, U---Uw,. Por el Lema 4, v' es una funcién adecuada y
ademas z, ..., z, € dom (v').

Sea v =o' U{(f(z1,...,2a), F(v'(z1),...,v'(za))) }-

Obsérvese que independientemente de que f(z1,...,Z,) € dom (v')
0 no, v estd bien definida y que f(z1,...,2,) € dom (v). Veamos que
v es funcién adecuada:

e v es funcién pues es unién de dos funciones compatibles como ya
se dijo en la observacién anterior, ademds

dom (v) = dom (v') U {f(z1,...,20)} CC
Im (v) = Im (v)) U {f(/(21), ..., '(za)) } S V.

e  v|B = hlg\qom,)- Es decir v(b) = h(b) para todo b € BN
dom (v). Como v’ € A, de la definicién de v tenemos que Vb € B,
si b € dom (v), v(b) = h(b).

eee Sea g € F (de m argumentos) y y1,...,Ym € C tales que

915, Ym) € dom (v).

Tenemos dos casos:

Caso 1) g(¥1,..-,¥m) € dom(v'). Como v' € A, tenemos que
Y15+ -+, Ym € dom (v') C dom (v), ademds

v(g(yla ce 7ym)) = v'(g(yh LR ym)) por definicién de v
= §(v'(%1), ..., v'(ym)) porque v' € 4
= g(v(y1),...,v(ym)) por definicién de v.

Caso 2) g(y1,---,Ym) = f(Z1,...,2Zs). Como C estd libremente
generado por F sobre B, tenemos en primer lugar que como
las operaciones son tales que sus imdgenes son iguales, re-
sulta que:

g=f y m=n.
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En segundo lugar, como las operaciones son inyectivas, te-
nemos I = ¥y, ...,Tn = Yp pues

g(yl)'-'ay‘n) =g($1"'-7$n)-

Asi pues, ¥, ...,Ym € dom (v') C dom (v) y adem4s

v(9(¥1; -+ ¥m)) = §(v(w1); - - -, v(Ym))

recordando que m =n y g = f, y la definicién de v.

Finalmente pasemos a la prueba del Teorema de Recursién:

Existencia: Sea v = UA (la unién de todas las funciones adecuadas).
Por el Lema 4, tenemos que v es adecuada y por Lema 5 tenemos
que dom (v) = C. Asi, v es la funcién que cumple con a) y b), es
decir, h* es v = UA.

Unicidad: Sean v,w € C — V que cumplan ambas a), b). Por el
Lema 3, tenemos que v = w.

Asi pues h*:C — V y por ser adecuada.

a) Vb€ B, h*(b) = h(b)

b) Vzi,...,2, € C, B*(f(21,...,2a)) = F(B*(z1), ..., h*(z,)). V fEF
(de n argumentos).

Tal h* existey es unica por lo tanto se justifica definirlacona)yb). =

Lo anterior es para cualquier: U, B, F como antes y C libremente
generado por F sobre B y dados V,h: B —» V, f:V"® — V para cada
[ € F (del mismo niimero de argumentos).

Ultimo comentario: Basindose en la prueba del teorema, dada una
definicién recursiva bien justificada, se puede siempre construir una
definicién ezplicita equivalente (ya no de tipo recursivo). Esto se verd
en los ejercicios.
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3 Ejercicios.

Considere el Teorema de Recursién tal como se redacté. Los con-
juntos B,F,V,F = {flfeF} y h: B — V estan dados y se
concluye que 3! h*: C — V tal que

Vz € B,k*(z) = h(z)
Vzi,...,20 € C,h*(f(z1,...,2,)) = f(R*(z1),. .., h* (z,))
VfeF

Se prob6 que h* = U{v|v es funcién adecuada} cumple lo ante-
rior.

Verifique usted que: Vz € C,Vy €V,

h*(z) =y < 3Jv
v es funcién A'dom (v) CCAIm(v) CVA
Vw(w € BNdom (v) = v(w)=h(w)A
A Vo1, 9n(f(¥1s- -, ¥n) € dom (v) = 41,..., yn € dom (v)

feF
(n argumentos)

Ao(f(g1s- 29 ))=F (0(n), - 0(un))
Az € dom (v) A v(z)=y

Prueba que existe una tnica funcién h*: N — N tal que:

{ @) 2 % b, vnen |

[Esta funcién toma el valor 0 en los pares y el valor 1 en los
impares]

Justificar todos les pasos, (dando los conjuntos B, F,V, F, h).

Pruebe que existe una tnica funcién ¢ definida en el conjunto
®(E) de las férmulas de la légica proposicional, £: ®(E) — N tal
que:
£(P) = 1, si P es simbolo de enunciado (P € E)
((-a)) =3+ ()
L(aVp)) = 3+ {(a)+£(B) para todo a, 3 € P(E)

Esta funcién ¢, proporciona la longitud (nimero de simbolos) de
cada férmula.
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Sea f:A— Aya € A. Por el Teorema de Recursién para niimeros
naturales, hay una dnica h:N — A tal que h(o) = a Vn € N,
h(s(n)) = f(h(n)). Pruebe que si f es inyectiva y a ¢ f[A]
entonces h es inyectiva.

Notacién: f[A] = {f(z)|z € A}.

5.

i) Demuestre que hay una tinica funcién g: N — N tal que g(o) =
2yVneN g(s(n)) =3+ g(n).

ii) Dar una definicién ezplicita de la funcién g anterior (es decir,
una definicién no-recursiva) de la forma: Vm,n € N, g(m) =
n <= .... o bien de la forma g = {(m,n) e NxN|....}
donde “....” representa una expresién precisa, donde no ocurre
g. Usar el ejercicio 1.

Justificar con el Teorema de Recursién las definiciones recursivas
de suma, producto y exponenciacién en los nimeros naturales
N, usando que estan libremente generados a partir de 0 con la
funcién sucesor s.

i) Para m € N, definimos

{ mrs-(‘_n()) : Z(Lm+n)

ii) Para m € N, definimos

I
o

m-0
{m-s(n) = m+(m-n)

iii) Para m € N, definimos

m? 1
m"(ﬂ) = m- (m(n))

La prueba dada del Teorema de Recursién puede llamarse de
abajo hacia arriba, ya que partiendo de las funciones adecuadas
se da h* como la unién de todas ellas.

Dar otra prueba del Teorema de Recursién (de arriba hacia aba-
Jo):
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Dados U, B, F,C,V,h, F‘, como antes.
Obsérvese que: h C'U x V. Para cada f € F, sea

Gp:(UxV)'>UxV

tal que

~

Gf (($1,y1>, sy (xmyn)) = <f($1a ces ,mn)af(yla .. -ayn)> .

Sea G = {Gf}fep.
Sea h* =N{S C U x V|S es h — G-inductivo}.

Considere las dos sucesiones de nimeros naturales a,b: N — N

a=1,2,4,16,256,65536,. .. .
b=1,2,4,16,65536,... . |

donde ag = bo = 1, a = b1 = 2, Ay = bg = 22, az = (22)2 =
207 = by, ay = (202" # 20 = by, ...

Dar una definicién recursiva de cada una de las dos sucesiones a
y by justificarlas con el Teorema de Recursién. Usar como dada,
la funcién exponenciacién a la n, con una base fija m, m™ asi:

| En(o) =1
E(")—{ Eo(s(n)) = Em(n)-m

Este ejercicio requiere conocer el concepto légico de lenguaje de
primer orden de un tipo p, L, y conceptos de interpretacion, asig-
nacién de valores a variables y satisfacibilidad de férmulas.

Sea p un tipo cualquiera, R = (A, F) una p-estructura (inter-
pretacién para el lenguaje de tipo p, L,,), S una asignacién para
las variables (es decir S: {z | z es variable de L,} — A). Justificar
con el Teorema de Recursién la definicién de que una férmula ¢
sea satisfactible en R por la asignacién S: R =, ¢.

Esto requiere de una definicién alternativa del estilo R =, Qo =
PR ” dondeen “...... ” no aparece el mismo concepto R |,
o, para o férmula, aplicando el Teorema de Recursién con U =
p—Expr conjunto de expresiones o sucesiones finitas de simbolos
de un lenguaje L,.
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B = At = {a]| a es férmula atémica de L,}, F = {Neg, Disy } U
{Pt;}ien; aqui: Pti:p — Expr — p — Expr, tal que Pt;j(a) =
(Vzia). C = p — Form conjunto de férmulas de tipo p.

Dando de alguna manera conjuntos adecuados V,h:B — V y f
para cada f € F, (de igual ndmero de argumentos); de tal modo
que pueda usarse h*:C — V con las propiedades dadas por el

teorema, de que existe y es tinica, para definir “...... usando
de alguna manera la h*.

Justificar con el Teorema de Recursién la definicién recursiva
de la variable z ocurre libre en la férmula ¢ dada por recursién
como: '

x ocurre libre en ¢ atémica, si £ ocurre en .
x ocurre libre en ¢ = (—a) si z ocurre libre en a.

z ocurre libre en ¢ = (aV §) si z ocurre libre en a 6 z ocurre
libre en (.

z ocurre libre en ¢ = (Vya) si  # y y z ocurre libre en a.

Ademas dar la definicién alternativa, no recursiva.



