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1. Introducción y Resultados Básicos

En este art́ıculo implementamos ideas de Federico O’Reilly acerca del
uso de distribuciones condicionales, o densidades condicionales dada
una estad́ıstica suficiente Tn, de una muestra aleatoria X1, X2, . . . , Xn,
definidas en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ), cuya función de dis-
tribución pertenece a una familia paramétrica {F (x; θ) | θ ∈ Θ}, donde
Θ ⊂ Rk es el espacio parametral. La idea de usar estad́ısticas suficientes,
que fueron definidas primero por Ronald Fisher, es que una estad́ıstica
suficiente de un parámetro θ incluye toda la información posible acerca
del parámetro, el cuál es la única cantidad desconocida en una familia
paramétrica. Aśı, el uso de una distribución condicional o una densidad
condicional, puede resolver claramente varios problemas en la técnica
de Bondad-de-Ajuste en Estad́ıstica.

Recordar que una familia paramétrica es un conjunto de la
forma {F (x; θ) | θ ∈ Θ} donde Θ es llamado el espacio para-
metral, ejemplo de estas familias paramétricas son los conjuntos
{Poisson(x;λ) | x ∈ {0, 1, . . .}, λ ∈ (0,∞)}, la familia Poisson,
{Bin(x; (k, p)) | x ∈ {0, 1, 2, . . . , k}, k ∈ N, p ∈ [0, 1]} la familia bino-
mial, o {Normal(x; (µ, σ2)) | x ∈ R, µ ∈ R, andσ2 ∈ [0,∞)} la familia
normal. Si sabemos que una variable aleatoria X tiene una distribución
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que pertenece a una familia paramétrica {F (x; θ) | θ ∈ Θ}, el valor del
parámetro θ determina únicamente la distribución of X.

Recordemos que si Tn : Rn → Rk es un estimador suficiente de θ,
entonces si definimos la distribución condicional de la muestra dada
Tn, se obtiene:

F̂n(x1, . . . , xi) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xi ≤ xi | Tn = t) (1)

donde (x1, . . . , xi) ∈ Ri para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}. En particular si
i = 1, (1) se conoce como el estimador Rao-Blackwell de la función de
distribución F (x; θ).

Si estamos tratando con variables aleatorias que son discretas, con
valores en un conjunto numerable M ⊂ R, parece más fácil trabajar con
las familias de densidades condicionales dadas Tn. Sea {f(x; θ) | θ ∈ Θ},
donde suponemos que Θ ⊂ R, y si Tn es una estad́ıstica suficiente de θ,
usamos la densidad condicional discreta definida como

f̂n(x1, x2, . . . , xn) = P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn | Tn = t), (2)

donde (x1, . . . , xn) ∈ Mn. De acuerdo a la teoŕıa de estad́ısticas sufi-

cientes, véase por ejemplo [1], los valores de f̂n no dependen de θ, y
en muchos casos como veremos abajo, podemos encontrar expresiones
cerradas para estas densidades.

En este trabajo se proponen pruebas de bondad de ajuste del tipo

H0 : Xi  f(x; θ) para algún θ ∈ Θ

vs. H1 : Xi 6 f(x; θ) para ningún θ ∈ Θ. (3)

También se hace una nueva propuesta para probar

H0 : Xi  f(x; θ) para algún θ ∈ Θ

vs. H1 : Xi  g(x; γ) para algún γ ∈ Γ, (4)

donde Γ es otro espacio parametral de una densidad discreta g(x; γ).
El primer autor que usó la densidad condicional dada una estad́ıstica
suficiente minimal fue Fisher en [2].

Los resultados obtenidos para variables discretas se encuentran en
una muy amplia familia de distribuciones llamada la familia de distri-
buciones de series de potencias, que se pueden escribir como:

P (X = x) =
axθ

x

η(θ)
para x = 0, 1, 2, . . . , (5)

donde θ > 0, ax ≥ 0 y η(θ) =
∑∞

x=0 axθ
x, la función η(·) se llama

función serie. Por supuesto, ax puede ser cero para x ≥ n, dando
lugar a variables aleatorias discretas finitas. Es conocido, véase [6], que
la suma de n variables aleatorias independientes de la misma serie de
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potencias, tiene una distibución de la misma clase con función serie
[η(θ)]n

Hay cuatro familias muy conocidas y usadas en la práctica que for-
man parte de la familia de series de potencias:
i) Si X es una variable geómetrica con parámetro 0 ≤ p ≤ 1, entonces
0 ≤ 1 − p ≤ 1 es la probabilidad de un fracaso, y X mide el número
de fracasos antes del primer éxito, en eventos independientes. y como
η(1 − p) =

∑∞
x=0(1 − p)x = 1

1−(1−p) = 1
p
, entonces si tomamos ax = 1

para cada x ∈ {0, 1, 2 . . .}, entonces

P (X = x) =
ax(1− p)x

η(1− p)
= p(1− p)x para cada x = 0, 1, 2, . . . ,

que es una variable geómetrica con parámetro (1 − p) denotado por
X  G(p).
ii) Si X es una variable binomial con parametros k ∈ N y 0 < p < 1 y
x ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. Entonces

k∑
x=0

(
k
x

)(
p

1− p

)x
(1)k−x =

(
1 +

p

1− p

)k
=

1

(1− p)k
.

Por lo tanto, si tomamos ax =

(
k
x

)
para x = 0, 1, 2 . . . , k. Por lo que

P (X = x) =
ax

(
p

1−p

)x
∑k

x=0

(
k
x

)(
p

1−p

)x
(1)k−x

=

(
k
x

)(
p

1−p

)x
1

(1−p)k
=

(
k
x

)
px(1− p)k−x,

que es una variable binomial con parámetros k y 0 < p < 1.
iii) Si X es una variable aleatoria Poisson con parámetro λ > 0, si
tomamos ax = 1

x!
para x ∈ {0, 1, 2 . . .} entonces

∞∑
x=0

λx

x!
= eλ.

Por lo que

P (x = x) =
1
x!
λx∑∞

x=0
λx

x!

=
λxe−λ

x!
,

que es una variable Poisson con parámetro λ > 0, denotado por X  
P (λ).
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iv) Si X es una variable binomial negativa con parámetros r ∈ N y
0 < p < 1. Primero observamos que(

r + x− 1
x

)
=

(
r + x− 1
r − 1

)
,

y (
r + x− 1
r − 1

)
=

(r + x− 1)!

(r − 1)!x!
=

(r + x− 1)(r + x− 2) · · · r
x!

=
(−1)x(−r)(−r − 1)(−r − 2) · · · (−r − x+ 1)

x!

= (−1)x
(
−r
x

)
(6)

Aśı, por (6), si q = 1− p entonces

p−r = (1− q)−r =
∞∑
x=0

(
−r
x

)
(−q)x =

∞∑
x=0

(
r + x− 1

x

)
(1− p)x.

Por lo que, si tomamos ax =

(
r + x− 1

x

)
, para x ∈ {0, 1, . . .}, obte-

nemos que

P (X = x) =
ax(1− p)x∑∞

x=0 axq
x

=

(
r + x− 1

x

)
(1− p)xpr,

que es una variable binomial negativa con parámetros r ∈ N y 0 < p <
1.

Tenemos un importante Teorema que relaciona dsitribuciones de se-
ries de potencia con funciones de distribución condicionales dada Tn
una estad́ıstica suficiente.
Teorema 1.1 Sea X1, X2, . . . , Xn una muestra aleatoria de una distri-
bución de series de potencia como en la ecuación (5), donde θ > 0 y
η(θ) =

∑∞
x=0 axθ

x. Sea Tn =
∑n

i=1 Xi. Entonces

P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn | Tn = t) =
ax1ax2 · · · axn

ât
, (7)

donde ât corresponde a la densidad de Tn, para cada xi ≥ 0 donde
i = 1, 2, . . . , n tales que

∑n
i=1 xi = t. Además, si X1, X2, . . . Xn tienen

la distribución condicional dada Tn =
∑n

i=1Xi = t, para n y t enteros
no negativos de la ecuación (7). Entonces las Xi tienen la densidad
dada en la ecuación (5).

Una prueba del Teorema 1.1 puede encontrarse en [3]. Para encontrar
los valores de âx se usa lo que mencionamos después de la definicion de
distribucion de series de potencia en (5). Ahora damos las densidades
condicionales dada Tn =

∑n
i=1 xi = t an los cuatro casos de arriba.
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i) En el caso de una variable geométrica con parámetro p, i.e., X  
G(p),

P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn | Tn = t) =
1(

t+ n− 1
n− 1

) , (8)

es decir, obtenemos una densidad uniforme sobre el número de posibles
formas de sumar n enteros no negativos que suman t. De hecho el
denominador en (8) da una fórmula para ese número de formas.
ii) En el caso de una variable binomial con parámetros k y p, i.e.,
X  Bin(k, p), tenemos

P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn | Tn = t)

=

(
k
x1

)(
k
x2

)
· · ·
(

k
xn

)
(
nk
t

) (9)

es decir, la densidad conjunta es una hipergeométrica ((multivariada)),
una versión de n clases de tamaño k cuya suma es t.
iii) En el caso de una variable con densidad Poisson con parámetro λ,
es decir, X  P (λ), se tiene que axi = 1/xi! para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}
y ât = 1/t!, entonces

P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn | Tn = t)

=

(
t
xn

)(
t− xn
xn−1

)(
t− xn − xn−1

xn−2

)
· · ·
(
t− xn − · · · − x2

x1

)(
1

n

)t
=

t!

x1! · · · xn!

(
1

n

)t
, (10)

que corresponde a una densidad multinomial donde p1 = p2 = · · · =
pn = 1

n
, véase [5].

iv) En el caso de una variable con densidad binomial negativa con
parámetros r ∈ N, 0 < p < 1, es decir, X  BN(r, p), aqúı se tiene

que axi =

(
r + xi − 1
r − 1

)
para i ∈ {1, 2, . . . , n} y ât =

(
nr + t− 1
nr − 1

)
.

Entonces

P ( X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn | Tn = t)

=

(
r + xn − 1
r − 1

)(
r + xn−1 − 1

r − 1

)
· · ·
(
r + x1 − 1
r − 1

)
(
nr + t− 1
nr − 1

) , (11)
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esta densidad conjunta no es muy conocida pero es similar a una hi-
pergeométrica multivariada con n clases, pero en este caso el tamaño
de cada clase vaŕıa de acuerdo a los valores de las x′is, y el número de
observaciones en cada clase, r − 1 está fijo.

2. Pruebas de bondad de ajuste

Vimos que el número de formas en las que sumando n enteros no ne-
gativos nos de como resultado t, está dado por(

t+ n− 1
n− 1

)
(12)

Definición 2.1 Llamaremos un arreglo de (t, n), con n ∈ N y t
un entero no negativo, a un vector de números enteros no negativos
(xn, xn−1, . . . , x2, x1) si xn ≥ xn−1 ≥ · · · ≥ x2 ≥ x1 ≥ 0, y además∑n

i=1 xi = t. En teoŕıa combinatoria se le llama partición entera
cuando n = t.

El número de arreglos de (t, n) es considerablemente más pequeño
que el número de formas de sumandos en (12). No existe una fórmula
cerrada para calcular el número de arreglos de (t, n). La fórmula recur-
siva de Euler da la solución, solo en el caso de que t = n, y se denota
por pn, donde

pn =
∞∑
m=1

(−1)m+1(pn−m(3m−1)/2 + pn−m(3m+1)/2), (13)

donde p0 = 1 y pk = 0 if k < 0.
Usando un computadora es muy sencillo generar todos los arreglos

para las parejas (t, n) con n y t no muy grandes, y usando las fórmulas
(8), (9), (10) y (11), es muy fácil evaluar las densidades condicionales
dado que Tn = t para todos los arreglos, el paso siguiente es simple-
mente ordenarlos de mayor a menor valor de la densidad, y utilizar
estos valores, y regiones de mayor densidad, utilizando ideas del tipo
de Estad́ıstica Bayesiana, para hacer pruebas del tipo

H0 : X  f(x; θ0) para alguna θ0 ∈ Θ

vs. H1 : X 6 f(x; θ) para ninguna θ ∈ Θ, (14)

para cualquier f del tipo analizado arriba. O bien del pruebas del tipo

H0 : X  f(x; θ0) para alguna θ0 ∈ Θ

vs. H1 : X 6 g(x; γ1) para alguna γ1 ∈ Γ, (15)
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donde g es una densidad de serie de potencias como arriba. Además, en
el segundo caso (15) se puede evaluar β la probabilidad del error tipo
II, de manera directa.

3. Algunas aportaciones de Federico O’Reilly
Togno a la estad́ıstica

El trabajo de Federico O’Reilly, se centró en el área de bondad de ajus-
te, y nosotros creemos que una de sus principales aportaciones teóricas
y prácticas, fue la idea de utilizar las distribuciones o densidades condi-
cionales dada una estad́ıstica suficiente Tn, que por definición resulta ser
una función de una muestra aleatoria que contiene toda la información
posible acerca de un parámetro de interés.

En el trabajo que realizamos con Federico, y que se expone breve-
mente arriba, fue muy interesante para los tres coautores, y Federico
estaba muy entusiasmado con los resultados que pudimos obtener para
las técnicas de bondad-de-ajuste en el caso de variables discretas, ya
que en otras ocasiones ya hab́ıa trabajado en este tema, incluyendo
a Raúl Rueda, como en el caso de la variable Poisson, véase [9]. En
particular, las densidades que se obtuvieron en los cuatro casos que se
analizaron arriba, resultaron ser muy intersantes, y sorprendentemente
muy conocidas. Por otra parte los adelantos en los programas usados,
y las mejoras tecnológicas en las computadoras, hicieron posible utili-
zar un gran número de simulaciones, para poder obtener los p-valores
de una prueba, sin tener que contar necesariamente con la distribución
asintótica.

El primer trabajo en el que Federico utilizó unas ideas iniciales de
estas técnicas de distribuciones condicionales fue en un trabajo conjunto
con Leticia Gracia-Medrano que se publicó en 2006, que se dedicó a
utilizar distribuciones condicionales para resolver problemas de bondad-
de-ajuste, véase [8].

Posteriormente, Federico trabajó conjuntamente con Richard Lock-
hart y Michael Stephens, en un trabajo teórico que publicaron conjun-
tamente en (2007) en la revista Biometrika, véase [7]. En este trabajo se
introdujo la idea de considerar muestras, llamadas ((look-alike samples))
de las distribuciones condicionales dada Tn una estad́ıstica suficiente, y
tuvo varias aplicaciones interesantes.

Los autores de este art́ıculo trabajamos con Federico O’Reilly en
otro trabajo que relaciona el método de Durbin llamado substitución
aleatoria, en el cuál se transforma un problema de bondad-de-ajuste
compuesto y se reduce a un problema simple, y usando un gran núme-
ro de ((look-alike samples)) se puede utilizar una propuesta inversa de
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la transformación de Durbin para encontrar el p-valor de cualquier es-
tad́ıtica de prueba en un problema de bondad-de-ajuste compuesto. En
este trabajo se encuentran algunas distribuciones asintóticas y algunos
ejemplos de interés en la literatura, véase [4].

Este trabajo es un homenaje muy merecido para recordar la gran
labor de nuestro colega y amigo Federico O’Reilly Togno, quien es am-
pliamente reconocido como un promotor y formador de varias genera-
ciones de estad́ısticos en México, aśı como uno de los iniciadores de los
programas de posgrado de estad́ıstica. Siempre recordaremos su gran
sentido de humor y su interés en el desarrollo formal de nuestras áreas
de trabajo.
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metrics, núm. 6, 1950, 17–24.
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