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Resumen
En este trabajo, usando el algoritmo de la divisién para poli-
nomios en K|xy,...,z,|, damos una demostracién original de
que el anillo 8,, de funciones booleanas es isomorfo al anillo
cociente Fylzy,...,z,]/I, donde I = (22 @ xq,...,72 & 1,).
Este hecho implica la existencia y unicidad (mddulo el ideal
I) de la forma normal algebraica de una funcién booleana.

1. Introduccion

Una funcién booleana es una funcién del espacio vectorial Iy al cam-
po finito 5. Existen varias maneras de representar a cada una de estas
funciones: la tabla de verdad, la forma normal algebraica, el espectro
de Fourier, la forma normal numérica, etc. Esta dltima fue introducida
por C. Carlet y P. Guillot en 1999 (ver [1]). Cada una de estas repre-
sentaciones tiene sus ventajas y, desde luego, sus desventajas. Una de
las principales cualidades de la forma normal algebraica es que permite
definir el grado algebraico de una funciéon booleana. A partir de esta
definicion es posible definir de manera simple dos clases importantes
de céddigos algebraicos: los codigos lineales de Reed-Muller y los codi-
gos de Kerdock (ver [3]). En criptografia, se requiere que las funciones
criptograficas tengan grado algebraico grande, por lo que el grado alge-
braico de una funcién booleana juega un papel muy importante en los
criptosistemas que usan funciones booleanas.

En la seccion 3 de este trabajo demostramos que toda funcién
booleana admite una forma normal algebraica. Para demostrar que esta
representacion es Unica, empleamos el algoritmo de la divisién en varias
variables, el cual es introducido en la seccién 2.
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2. Algoritmo de la divisién en K|z1, ..., x,]

Si analizamos con cuidado el algoritmo de la divisién en K|z], nota-
mos que nuestro primer paso es escribir los términos de los polinomios
en orden decreciente con respecto al grado de z. El éxito de este al-
goritmo depende del trabajo sistematico sobre los términos principales
de los polinomios involucrados. Asi, un orden sobre los monomios en
K[x] es esencial. En esta seccién estudiamos el algoritmo de la divisién
para polinomios en n variables, cuyo objetivo es dividir al polinomio
f € Klxy,...,2,] entre una s-ada ordenada F' = (fi, f2,..., fs) de
polinomios fi, fa,..., fs € K|xy,...,z,]. Todo lo que sigue estd basado
en la referencia [2], donde se pueden consultar todas las pruebas de los
resultados mencionados en esta seccion.

Iniciamos nuestro trabajo definiendo un orden sobre los monomios
en K[ziy,...,z,]. Observemos que la asignacién z®* = z{'-- 22" —
a = (aq,...,ap) € Z%, establece una correspondencia biyectiva entre
los monomios en K [a:l_ yoe oy Xp] y Z2,. Por lo tanto, cualquier orden >
que definamos sobre el espacio Z2, dard lugar a un orden sobre los
monomios en K[zy,...,x,]: si @ > 3, de acuerdo a este orden, diremos
que z® > 2. Existen varios érdenes sobre 7%, pero para nuestros
prop6sitos muchos de ellos no nos seran ttiles, ya que requeriremos
ordenes que sean compatibles con la estructura algebraica del anillo
K[xq,...,z,]. Con esta consideracion, tenemos la siguiente definicién.

Definiciéon 1. Un orden monomial sobre Z%, es cualquier relaciéon >
que satisface:

1. > es un orden total (o lineal) sobre ZZ,.
2. Sia>fByy€Z, entonces o+ > [+ 7.
3. > es un buen orden sobre ZY%.

La condicién (3), de buen orden, significa que cada subconjunto no
vacio de Z%, tiene un elemento menor con respecto a > y es equiva-
lente a la siguiente afirmacién: para cada cadena infinita estrictamente
decreciente a; > g > a3 > -+ en ZZ, existe un entero positivo £ tal
que o = Qgy1 =+ -

El orden usual en Zsg, -+ >m+1>m > --- > 1 > 0, satisface las
tres condiciones de la definiciéon anterior. Por lo tanto, el orden dado
con respecto al grado para monomios en K[z] es un orden monomial.
Un orden sobre ZZ2, (con n > 1) es dado a continuacién.
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Definicién 2 (Orden lezicogrifico). Sean «, 3 € ZZ,. Diremos que
a > O si, en el vector diferencia a — 3 € Z", la primera entrada
distinta de cero més a la izquierda es positiva. Escribiremos 2@ > 2
Sl v >1ex .

Por ejemplo, en 72, a = (1,2,0) >1ex 3 = (0,3,4) ya que a — § =
(1, -1, —4).

Proposicion 1. El orden lexicograifico > €s un orden monomial sobre
Zgo- D

Es importante notar que existen n! érdenes lexicograficos sobre
7%, que corresponden a cémo los vectores e; = (1,0,...,0), ey =
(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1) son asignados a las variables z1,
To, ..., Ty. Por ejemplo, las variables xq, xs, ..., x,, pueden ser orde-
nadas en forma usual asignando e; — z;; pero cualquier permutacién
o € S, da lugar a un orden lexicogréafico: e; — (), i =1,...,n.

Existen otros érdenes monomiales sobre ZZ, tales como el orden
graduado lezicogrifico y el orden graduado lexicogrdfico inverso (para
mas detalles el lector puede consultar [2]).

El siguiente lema es un ejercicio en [2] y serd de gran utilidad en la
demostracion del teorema principal de este trabajo.

Lema 1. Sea > cualquier orden monomial. Entonces o« > 0 para todo
a € Z%,. Ademds, si x* divide a 28, se tiene que ® < zP.

Demostracion. Si 0 > « para algin a € Z%, entonces 0 > o > 2a >
3a > --- es una cadena infinita estrictamente decreciente en Z2, para
la cual no existe k tal que kav = (k + 1)ae = - - - ; lo cual contradice que
> es un buen orden. Ademds, si 2% divide a 2°, entonces 3 = o+ para
algin v € Z%,. Yaque v > 0, tenemos que f =a+v>a+0=a. O

Como una consecuencia del lema anterior tenemos que z? > z; para
cualquier orden monomial > sobre ZZ,, ya que, en K[zy,..., 2y}, 2;
siempre divide a 22

e

Definicién 3. Sea f = ) a,z® un polinomio distintos de cero en
K[zq,...,2,] y sea > un orden monomial.

1. El exponente principal de f es EP(f) = max{a € Z%; : a, # 0}.
2. El coeficiente principal de f es CP(f) = agp(y) € K.
3. El monomio principal de f es MP(f) = xEFP(/).

4. El término principal de f es TP(f) = CP(f) - MP(f).
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Ejemplo 1. Sea [ = 4zy’z + 422 — 52° + T2%2% € K[z,y,2] ¥ >lex
el orden lexicografico con & > y >1ex 2. Entonces EP(f) = (3,0,0),
CP(f) = —5, MP(f) = 2 y TP(f) = —52°

El exponente principal tiene las siguientes propiedades 1tiles, simi-
lares a las que tiene el grado de un polinomio de una sola variable.

Lema 2. Sean f,g € K|xy,...,x,]| polinomios no cero. Entonces EP(f
g) = EP(f) + EP(g). Ademds, si f +g # 0, EP(f + g) < max{EP(f),
EP(g9)} v la igualdad se cumple si EP(f) # EP(g).

Demostracion. La igualdad se sigue de la parte 2 de la definicién 1 de
orden monomial y de que la multiplicacién en K|z, ..., z,] es distribu-
tiva con respecto a la adicién. Para demostrar la desigualdad, basta
observar que al ordenar los términos en f + g, el término que queda
como principal es TP(f) 6 TP(g). Ya que éstos se pueden cancelar, la
desigualdad ocurre. O]

Ahora estamos listos para formular el algoritmo de la divisién en
K[xq,...,z,), el cual extiende al algoritmo para K|[z]|. El objetivo de
éste es dividir al polinomio f € K{z1,...,x,] entre una s-ada ordenada

F = (f1, f2,.-., fs) de polinomios fi, fo,..., fs € Kl[z1,...,x,]; esto
significa expresar a f en la forma

f=afitasfo+ - +asfs +r,

donde los coeficientes aq, asg, . .., asy el residuo r estan en K[z1, ..., x,].
El lema 2, el cual es propuesto como un ejercicio en [2], es parte im-
portante de la demostracion de este teorema.

Teorema 1 (Algoritmo de la divisién en K{zy,...,x,]). Sea > un or-
den monomial fijo sobre 7%, y F' = (f1, fa,- .., fs) una s-ada ordenada
de polinomios en K[z, ..., x,]. Entonces cada f € K[zy,. .., x,] puede
ser escrito como

f=aifi+asfo+---+asfs +r,

donde a;,r € Klxy,...,x,] yr =0 dr es una combinacion lineal, con
coeficientes en K, de monomios, ninguno de los cuales es divisible por
cualquier TP(f1), TP(fs),..., TP(fs). Llamaremos a r el residuo de
la division de f por F. Ademdas, sir # 0, EP(f) > EP(r) y si a;f; # 0,
entonces tenemos que EP(f) > EP(a;f;). O

Para ver c6mo funciona el algoritmo de la divisién en Kz1, ..., z,],
considere el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 2. Dividiremos f = —a2%y — 2?2 + 23 + 2 + 2yz entre F =
(f1, f2), donde f; = 2’y — 2y fo = —1+=xy. Usaremos el orden >, con
T >1ex Y >lex 2. El primer paso es escribir los términos de los polinomios
en orden decreciente con respecto a >je:

f=a" -2y —aPz4ayz+a, fi=aly—z fo=ay-L

Coloquemos los divisores f; y fo; los cocientes ap,as y el residuo r en
el siguiente esquema:

a :

as : r
?y—z Jod -2y -2z +ayz+ o
ry — 1

Los términos principales TP(f1) = 2%y y TP(f2) = zy no dividen al
término principal TP(f) = 2?; sin embargo, a diferencia de lo que
ocurre en el algoritmo de la divisién en K|z|, 23 — 2%y — 2?2 + zyz + @
no es el residuo ya que TP(f;) = 2%y y TP(f;) = zy dividen a —z%y.

Asf que, moviendo 22 al residuo, podemos continuar dividiendo.

ap -
as : r
?y—z [ —2*y—2 2 +ayr+o
xy — 1 -2y —2?z4+axyz+r  —

Ahora, ambos términos, TP(f1) y TP(fs), dividen a TP(—z?y — 2%z +
ryz + x) = —a?y, pero ya que f; estd listado primero, usamos f;.
Procedemos a dividir —22y entre 2%y, obteniendo a; = —1, v a restar
(=1)f1 de —z%y — 2%z + Yz + .

ap : —1
as : r
2’y —z [ -2y — 2’z +ayz+ o
Ty — 1 —x%y — 22z +ayz +r  — a8
—x2y+z

—x?z4xyz+x— 2

Continuando con la divisién vemos que TP(f;) = 2%y y TP(f2) = xy
no dividen a TP(—2?z+zyz+1x —2) = —xz; asi que movemos —z%z al
residuo y continuamos dividiendo. El término TP(f;) = 2%y no divide
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a TP(xyz + z + z) = xyz pero TP(fy) = zy si. El resultado de esta
divisién es ay = z y por lo tanto restamos zfy de zyz + = + 2.

ap : —1
as : z r
2’y —z [d -2y — 2’z +ayztx
xy — 1 —x?y —x?z4+ayz+ax — 3
—x2y+z
— 224 zyz+ T — 2
TYz +x — 2 — x® — 2%z
xyz — 2
T
0 — P —1%z+z

Claramente ninguno de los términos principales de f; y fo dividen a x;
por ello lo movemos al residuo. Por lo tanto

f=(=D@" —2)+2(zy — 1) + (27 — 2”2 + 2), (1)

como el lector puede comprobar facilmente efectuando las operaciones.
Si dividimos f entre G = (fs, f1) obtenemos que

f=(z+2)(zy—1)+0 — 2) + (2° — 2?2 — 2).

Comparando esta ecuacién con (1) vemos que los a; y el residuo son
diferentes. Esto muestra que ellos pueden cambiar con sélo reordenar

los f;.

3. La Forma Normal Algebraica (F.N.A.)

El conjunto de las funciones booleanas es de gran importancia de-
bido a que, entre otras cosas, las funciones booleanas juegan un papel
muy importante en teoria de cédigos y criptografia. En esta seccién
damos una demostracion del hecho de que toda funcion booleana ad-
mite una representacién polinomial, conocida como la forma normal
algebraica.

Sea IFy el campo finito con dos elementos 0 y 1, con las operaciones
de suma & y producto ® modulo 2.

Definicién 4. Sean € IN. Una funcion booleana es una funcién definida
sobre el conjunto I}, de todos los vectores binarios de longitud n, al
campo [Fy. Denotaremos por B, al conjunto de todas las funciones
booleanas con dominio F7.
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La suma y producto entre funciones booleanas son definidas de ma-
nera usual, donde las operaciones son realizadas modulo 2. El conjunto
B, (con la suma) es un Fy-espacio vectorial y |B,| = 2%". M4ds atin,
B,, es un anillo conmutativo con uno.

Definimos el peso de f € 9B, como w(f) = |{z € F} : f(z) =1}y
la distancia de Hamming en B,, es definida por d(f,g) = w(f @ g).

Describiremos ahora dos representaciones de las funciones booleanas
que, en general, son usadas en criptografia y teoria de codigos.

La tabla de verdad o vector caracteristico de f € B, es

Vi = (f(Uo)a f(U1>7 ) f(U2"—1)) € ]an, donde IF5 = {Uo, U1, ... 7?12”—1}-

Note que V} depende de la biyeccion i — v; mientras que el peso de f
no. Las ventajas de esta representacion son la simplicidad ademés de
que:

- Establece un isomorfismo entre los IFo-espacios vectoriales B,, y
FF3". De aqui que la dimensién de B, es 2"; y

- el peso de f es calculado directamente de su tabla de verdad
como w(f) = Zang f(a), donde el simbolo Y denota a la suma
ordinaria de enteros.

Ejemplo 3. Para n = 2, consideremos las siguientes funciones boolea-
nas.

(z1,22) | flz1,22) | g(1,22) | (f @ g)(x1,72) | (f ® g)(21, 72)
w=(0,00 1 0 1 0
w=(01)] 1 0 1 0
vw=(1,00] 1 0 1 0
u=(L1)] 0 1 1 0

Notemos que f y ¢g ambas son diferentes de las funciones cero, sin
embargo, f ® g es la funcion cero, de lo cual podemos concluir que B,
no es un dominio entero. De la tabla podemos ver que Vy = (1,1, 1,0),

w(f)=3yd(f,g)=w(f®g) =4

También podemos representar una funcién booleana en 8B, por
medio un polinomio en n variables. Por ejemplo, la funcién f(z,zs) =
2229 @ 1 es una expresién polinomial de la funcién f del ejemplo an-
terior. Pero no es obvio que cada funciéon booleana pueda tener una
representacion polinomial y que adema&s sea tnica, ya que, también el
polinomio p(zq,x2) = x1x9 @ 1 representa a f. El siguiente teorema
afirma que cada f € 9B,, tiene una representacién polinomial tnica.



54 HENRY CHIMAL DzUL, JAVIER DAz VARGAS

Teorema 2. El anillo 9B,, es isomorfo al anillo cociente Fylzq, ...,
x,)/1, donde I = (22 @ xy,...,22 ® x,) es el ideal en Falzy, ..., x,]
generado por los polinomios 13 ® xq, ..., 12 @ 1,,.

Demostracion. Sea ¢ : Wolzy, xo, ..., 2,]/I — B, dada por (p+1) — f,
donde f: % — Iy es tal que a — p(«). Entonces ¢ serfa una funcién,
es decir, estaria bien definida si demostramos que para representantes
diferentes, p y p/, del mismo elemento de Fy[xy, o, ..., x,]/1 , la igual-
dad ¢(p) = ¢(p’) es verdadera.

Supongamos que p + I = p' + I en Fy[xy,x9,...,2,]/1, entonces
p®p € Iy porlo tanto p®p' = @B, hi(z} ® x;), donde h; €
Fo[zy, x9,...,2,) para todo i = 1,...,n. Sea o € FY; por la definiciéon
de la funcién ¢ tenemos que ¢p(p@p’) = f, donde f(a) = (p®p')(a) =
p(a) @ p'(a) = 0 para todo o € F%; de aqui que p(«) = p'(«) para todo
a € 3. Entones ¢(p) = ¢(p') y por lo tanto ¢ estd bien definida.

De acuerdo a la definiciéon de ¢, es facil ver que ¢ es un homomor-
fismo de anillos. (También ¢ es una transformacién lineal entre estos
Fo-espacios vectoriales.) Asi que, para demostrar que ¢ es inyectiva
basta mostrar que ker ¢ = I.

Es claro que I C ker ¢. Ahora, sea (p + I) € ker ¢, entonces ¢(p +
I) =0 ; es decir, p(a) = 0 para todo o € F}. Sea > cualquier orden
monomial sobre ZZ%,. Dividamos al polinomio p, de acuerdo al algoritmo
de la divisién en K[z, ...,x,], entre la n-ada ordenada de polinomios
F=(®r,15®1s,...,02 ®x,). Entonces

p= @h@(ﬂf D x;) Dr(ry,xy...,T,),
i=1

donde ningin z? divide a ningtin monomio del polinomio r(zy, s, . . .,
r,) ya que TP(2? ®x;) = 2? (ver el lema 1). Por lo tanto, los monomios
de r son de la forma x; 6 x; ;- x; para algin k € Z. Ya que
@ hi(z? ®x;) € Iy pla) =0, tenemos que r(a) = 0 para todo
a € 3. Si el monomio z; aparece en el polinomio r, entonces evaluan-
do r en el vector e; € IF}, obtenemos precisamente el coeficiente del
monomio z; en r, digamos a;. Como 7(e;) = 0, vemos que a; = 0. Asf,
el polinomio r no tiene monomios de la forma x;. De manera similar, si
algin monomio de la forma x;, x;, aparece en el polinomio r, entonces
evaluando 7 en el vector o € IF; que tiene unos en las coordenadas i; e
19 y ceros en las restantes, obtenemos como resultado el coeficiente del
monomio x;,x;,, digamos a;, ;,. Nuevamente, como () = 0, tenemos
que a;, ;, = 0. Procediendo de esta manera, vemos que r es el polinomio

n

cero. Por lo tanto, p = @, hi(a? ® x;); o sea, p € I y de esta forma
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hemos demostrado que ker ¢ C I. Entonces, I = ker ¢, es decir, ¢ es
inyectiva.

Por otro lado, sea f € 9B,. Necesitamos un elemento p + I €
Klxq,...,2,)/I tal que ¢(p + I) = f. Para construir tal elemento use-
mos el siguiente algoritmo:

1. Entrada: La funcidén booleana f € ‘B,.
2. Haga po(xy1,9,...,2,) = f(0,0,...,0).

3. Para k=1 a 2" —1 haga
calcule la representacion binaria del entero k,
k= bo —+ b12 + b222 + .-+ bn_12n71.
Si pr_1(bo, b1,...,b0-1) # f(bo,b1,...,b,_1) entonces
pe(T1, 20, 20) = peoa(T1, Ta,y oo, Ty) D H?:l(xfi‘l).
De otra manera,

pr(x1, o, ..o ) = Pr—1(T1, T, ..., X))

4. Salida: pon_1(x1,T0,...,2,).

Afirmamos que p = pon_1(x1, 2o, ..., x,) es tal que p(p+ 1) = f, es
decir, para todo a € F% tenemos que p(a) = f(«). Para demostrar lo
anterior, supongamos que estamos en el j-ésimo paso del algoritmo, 1 <
J <2"—1,yquep,;_1 = f paratoda representacion binaria de k con 0 <
k < j — 1. 5i en este paso no se suma ningiin monomio, entonces p; =
pj—1 y por lo tanto p; = f para toda representacién binaria de k con
0 <k < j. Por el contrario, si anadimos el monomio [[}, xfi‘l, donde
(bo, b1,...,b,_1) es la representacién binaria de j, sean b;,,...,b;, las
coordenadas diferentes de cero del vector (bg, b1, ..., b,_1). El monomio

a:fll e xfss al ser evaluado en las representaciones binarias de los enteros
menores estrictos que j es cero; si esto no fuese asi, entonces existe un
vector v € I} correspondiente a la representacién binaria de un entero
no negativo menor estricto que j, el cual tiene 1’s en las posiciones
i1,...,%s y probablemente en otras. Pero esto implica que este entero
es mayor o igual que 7, lo cual no es posible. Entonces p; = p;—1 = f
para toda representacién binaria de k con 0 < k < j. Ahora, el monomio

b b, e .
x;' -+ 2, es 1 cuando es evaluado en la representacion binaria de j, lo
cual hace que p; coincida con f en la representacién binaria de j. Por lo

tanto, p; = f para toda representacién binaria de k con 0 < k <j. [

Este teorema nos dice que toda funcion booleana f € B, tiene una
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unica representacion polinomial, médulo el ideal I,

f(x1, 20, ., 2,) = @ Ay <Hm“l> . A €Fy w=(ug,ug, ..., uy).
i=1

uelry

Esta representacion de f es llamada la forma normal algebraica (F.N.A.)
de f. El grado total gr(f) de la F.N.A. es llamado el grado algebraico
de la funcién.

Una desventaja de la tabla de verdad es que no da informacién
acerca del grado algebraico de la funcién y sobre el nimero de términos
de f ensu F.N.A.. La tabla de verdad puede ser recuperada de la F.N.A.
y reciprocamente, la F.N.A. puede ser calculada a partir de la tabla de
verdad por medio del algoritmo dado en la prueba del teorema 2, como
se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4. Para cada k € {0,1,,...,7} calcule su representacién
binaria k& = by + 2by + 4by y sea vp = (bg, b1, b2) el vector asocia-
do a k. Considere la funcién f € B3 dada por la tabla de verdad
Vi =1(0,1,1,1,0,1,0, 1). Para calcular la F.N.A. de f primero hacemos
po(z1, 2, 23) = f(0,0,0) = 0. Luego, comparamos los valores de pg y f
en vy. Vemos que po(vy) = 0y f(v1) = 1, no coinciden. De acuerdo al
algoritmo hacemos

1..0..0
p1(x1, T, 3) = po(x1, T2, T3) B T 2525 = 0B 21 = 2.

Ahora comparamos p; y f en vs. Ya que pi(ve) = 0y f(ve) = 1 son
diferentes tenemos que anadir un término a p; para obtener ps:

o 01,0 _ _
a1, e, x3) = p1(21, T2, T3) B 211373 = 1 D T2 = T D Tg.

Resumimos el procedimiento en la siguiente tabla.

k| k= b() —I—b12—|—b222 f(b(),bl,bg) pk($1,$2,$3)

0 0, 0, 0) 0 0

1 (1,0, 0) 1 00z

2 0, 1, 0) 1 1 @

3 (1, 1, 0) 1 T1 D o D 1179

4 (0, 0, ].) 0 1D Ty D L1

5 (1,0, 1) 1 1D T D 11T

6 (0,1, 1) 0 T1 D xo D 1179 D ToT3

7 (1, 1, 1) 1 T1 D Ty D Xx1X9 D Tox3 D 12223
Por lo tanto, la F.N.A. de f es p(z1,x9,23) = 21 ® 1o B 2129 O T2x3 D
x1xows. El gr(f) = 3 y el nimero de términos en su forma normal

algebraica es 5.
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