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1. Introduccién

En el libro Grundlagen der Geometrie (Fundamentos de la geometria)
de 1899, David Hilbert impulsé una novedosa manera de pensar la
geometria, y con ello un nuevo punto de vista acerca de la naturaleza
de las teorias matematicas. En su momento esto significé una ruptura
con la visién tradicional de la geometria como campo del conocimiento,
lo cual tuvo evidentes implicaciones en cuanto al modo de reconstruirla
y entenderla.ﬂ Conforme al punto de vista tradicional la geometria tenia
un claro contenido: trataba de las propiedades y relaciones entre ciertas
entidades espaciales —puntos, lineas, planos, triangulos, circulos, esferas,
poligonos, etc., las cuales constituian su objeto de estudio. Este modo
de concebir la geometria tiene sus raices en la antigua Grecia y esta
claramente ejemplificado en los Flementos de Euclides, una obra escrita
alrededor del ano 300 a.n.e.

En esta ocasion queremos examinar las diferencias entre los puntos
de vista clasico y moderno respecto a la geometria. Dado el reducido
espacio disponible, esto lo haremos a través del estudio del modo en que
Euclides establece el conocimiento en los Elementos. Para ello hemos
seleccionado un caso particular: la prueba que ofrece de la proposicién
[.18, la cual ejemplifica a la perfeccion su modo de proceder. Como
sabemos, con el paso del tiempo este modus operandi se convirtié en
un modelo a seguir, a tal punto que en el siglo dieciocho seguia vigente
y el mismo Kant lo validé en su filosofia critica.

! Hasta bien avanzado el siglo XIX la geometria (euclidiana) era considerada una de las ramas
mas firmes del conocimiento humano. Sin més, se trataba del estudio de las propiedades del espacio,
las cuales se manifestaban como verdades objetivas, universalmente vélidas para la mente humana.
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Un rasgo caracteristico de los Elementos es que el razonamiento suele
apoyarse en ciertas figuras que ex profeso lo acompanan, lo cual con-
trasta con la exigencia moderna de proceder con estricto apego a lo
dicho por los axiomas. Estas diferencias permiten contrastar las postu-
ras tradicional y moderna en cuanto a la naturaleza de la geometria y
su objeto de estudio, asi como las perspectivas que ofrecen respecto al
caracter de la matematica en general. Si pensamos en Euclides y Hilbert
como representantes de la matematica antigua y moderna, el estudio de
su obra nos permitira entender con claridad estas dos tendencias que
de alguna manera coexisten hoy en dia no solo en el aprendizaje y la
ensenianza, sino en la practica matematica en general.

2. La demostracion en los Elementos de Euclides

En la historia de la demostracion matematica Euclides ocupa un lu-
gar especial. No es que todas las pruebas que figuran en los Elementos
sean de su invencién, o que él fuera el creador de los métodos de de-
mostracion que utiliza; mas bien, su importancia radica en que él fue
quien establecié una norma de rigor para las pruebas matematicas que
prevalecio hasta el siglo XIX.

A falta de espacio, y suponiendo cierta familiaridad con la obra de
Euclides por parte del lector, en lo que sigue presentamos un breve
resumen del modo en que dicho autor organiza internamente cada pro-
posicion, lo cual nos permitird resaltar la concepcion que tiene del co-
nocimiento geométrico y el caracter de sus demostraciones. En este
sentido cabe senalar que para Euclides la proposicion comprende no
solo el enunciado de lo que se va a construir o probar, sino todas las
partes que conlleva el procesoﬂ

En los Elementos cada proposicién se divide formalmente en seis
partes que, grosso modo, son las siguientes:

1. Enunciado general de lo que se va a hacer o de la proposicion que
se va a demostrar. Esto incluye la indicacién de lo que se supone
dado (hipétesis) y de lo que se pretende hacer o probarﬂ

2. Disposicion de lo dado en una figura. Por lo general, en un dia-
grama se presentan distintos elementos (puntos, lineas, circulos,
etc.) cuyo arreglo corresponde a lo enunciado en (1). Esto incluye
la identificacion de los datos mediante letras.

2En la actualidad, el término «proposicién» ha caido en desuso. Se le ha sustituido con el
término «teorema», cuya acepcién clasica es la de proposicion que puede ser demostrada.

3En los Elementos Euclides distingue entre las proposiciones que sirven para construir algo
(problemas) y aquellas en las que se prueba algo (teoremas), escribiendo al final de ellas «que es
lo que se queria hacer» en el primer caso y «que es lo que se queria probar» en el segundo.
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3. Declaracion de lo que especificamente se quiere hacer o probar con
relacion a la figura o el objeto geométrico en cuestion, esta vez en
términos de los datos especificos con que se cuenta.

4. Construccion de lo que resulte necesario para facilitar la construc-
cion o la demostracion. Esto incluye el trazo de lineas y otros
elementos adicionales.

ba. (en el caso de una construccion) Construccion propiamente dicha
del objeto requerido y realizacion de las inferencias necesarias para
dejar ver que lo construido es lo que se habia propuesto.

5b. (en el caso de una prueba) Realizacion de las inferencias necesarias
para alcanzar, con base en los datos reconocidos o aceptados, la
conclusion propuesta.

6. Conclusion: regreso al enunciado general confirmando lo que se ha
hecho o demostrado.

De estas partes, la 1, 5 y 6 son indispensables, mientras que algunas
de las otras (o todas ellas) en ocasiones suelen omitirse por no servir a
ningtin propdsito.

Esta divisién guarda un estrecho vinculo con el uso de diagramas en
las demostraciones.

3. Los postulados: un comentario

Por el momento solo nos referiremos a ciertos aspectos de los Elementos.
Si lo que desea el lector es adentrarse en el sentido y la estructura
de esta obra, lo mejor serd consultar ensayos como, por ejemplo, las
introducciones a [8 [1].

En el libro I de los Elementos —véase [9]—, Euclides introduce lo que
hoy en dia llamamos axiomas (10 en total) y que él divide en dos grupos:
los postulados y las nociones comunesﬁ Son los siguientes:

Postulados

P1 Postiilese el trazar una linea recta desde un punto cualquiera hasta
otro punto cualquiera.

P2 Y el prolongar continuamente una recta finita en linea recta.

P3 Y el describir un circulo con cualquier centro y radio.

P4 Y el ser todos los angulos rectos iguales entre si.

P5 Y que si una recta al incidir sobre dos rectas hace los angulos
internos del mismo lado menores que dos rectos, las dos rectas
prolongadas indefinidamente se encontraran en el lado en el que
estan los (dngulos) menores que dos rectos.

4Un postulado es una proposicién que se admite, o se requiere que sea admitida, para hacer
posible la demostracién. Por su parte, en la antigiiedad las nociones comunes eran vistas como
principios del conocimiento demostrativo propios del entendimiento, y podian ser utilizadas sin
restricciones en las demostraciones y en todas las dreas del conocimiento.
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Nociones comunes

NC1 Las cosas iguales a una misma cosa son también iguales entre si.
NC2 Y si se anaden cosas iguales a cosas iguales, los totales son iguales.
NC3 Y si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son iguales.
NC4 Y las cosas que coinciden entre si son iguales entre si.

NC5 Y el todo es mayor que la parte.

En general los postulados cumplen dos propésitos. Los tres primeros
estan destinados a la produccién de lineas y circulos conforme a ciertos
procedimientos (uso de una regla y un compds) y acttian como sostén de
las construcciones que figuran en los Elementos. Por su parte el cuarto
postulado introduce una propiedad de los angulos rectos, mientras que
el quinto establece una relacién entre las lineas rectas toda vez que estas
satisfacen ciertas hipotesis. En este sentido su funcién no es dar sustento
a la construccién, sino indicar ciertas propiedades de los angulos y las
lineas que serén utilizadas en las pruebas[]

Con base en este conjunto de postulados y nociones comunes Fu-
clides levanta un sistema de més de 450 proposiciones presuntamente
organizadas en forma deductiva, es decir, argumentadas y encadenadas
segun la logica. Este sera uno de los temas de nuestro analisis.

Una caracteristica digna de llamar la atencion es que los objetos ba-
jo estudio son entes construidos por el intelecto, desprovistos de todo
cardcter sensorial (v. gr., las lineas son longitudes sin anchura). Este
hecho contrasta, y de ahi la importancia de considerarlo, con la cons-
truccién de diagramas que los representan. Este recurso, que se antoja
empirico, se halla presente en los procesos de demostracién, y por lo
tanto en la construccién y organizacion de la geometria elemental.ﬁ

A manera de ejemplo examinemos la prueba que ofrece Euclides de
la proposicién 1.18 de los Elementos. Como veremos, en ella se hace
referencia a ciertas figuras que actiian como representacion de los ob-
jetos considerados, las cuales sirven como apoyo en el razonamiento.

5Con relacién al uso deductivo de los postulados 4 y 5 véanse, por ejemplo, las pruebas de las
proposiciones 1.14, I.15 y 1.29 en [8], pp. 277-278 y pp. 311-312].

SHasta aqui hemos manejado los términos «prueba» y «demostracién» cual si fueran sinénimos.
Estrictamente hablando, hay una gran diferencia en su significado, aunque hoy en dia esta tiende
a borrarse. Conviene hacer un par de aclaraciones. En general, una prueba es un procedimiento
aceptado por una comunidad para establecer un saber, es decir, un conocimiento vélido. En cambio,
una demostracion es un argumento deductivo mediante el cual se deriva una proposicién a partir
de hipétesis. Al respecto pueden constituir pruebas cosas como mostrar una cosa o hecho, exhibir
un documento, aportar un testimonio (derecho), efectuar una induccién (medicina), etc. Todo
depende del acuerdo al que se haya llegado respecto a qué constituye y qué no constituye una
prueba. Con relacién a las «demostraciones» que ofrece Euclides en los Elementos, estas no lo son
en el estricto sentido que acabamos de senalar (esto se hard claro en lo que sigue).
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La posposicion seleccionada es un claro ejemplo de la manera en que
Euclides erige el conocimiento geométrico[]

Proposicién 1.18
(D En todo tridngulo, el lado mayor subtiende el dngulo
mayor

2) Sea ABC' un tridngulo que tiene un lado AC' mayor que el AB.
(Hip.) [Véase la figura [1]]
3) Digo que también el dngulo ABC' es mayor que el BC'A. (Tesis.)

A

B C

Figura 1

Demostracion.

@ Cértese AD de modo que AD = AB (I, 3) y trécese BD. (P. I)

(®) Como LADB es exterior al ABCD, ZADB > ZBCD pues es
externo y opuesto a él. (I, 16)

() Pero ZADB = ZABD, pues AB = AD (1, 5)

®) ... ZABD > ZBCD. (Silogismo relacional.)

() Luego ZABC' es mucho mayor que ZBC'D (NC5.)

(6) Por tanto, en todo tridngulo, el lado mayor subtiende el dngulo
mayor. O

. De qué trata esta proposicion? De una relacion que se verifica para
los lados y los angulos de cualquier triangulo. Y si bien el enunciado
de ella es general, en la prueba Euclides se apoya en un diagrama que
construye ez profeso para tal fin. Es mas, para facilitar las cosas anade

"En la prueba, los niimeros circundados (I),2),(3), etc., insertados por nosotros, indican a qué
parte de la divisién establecida por Euclides corresponde el enunciado, el pasaje o la figura en
cuestion.
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una linea, la recta BD, con la idea de exhibir un tridngulo isdsceles, el
ABD, en el que los angulos ABD y ADB son iguales. Obviamente, en
el argumento Euclides hace constante referencia al tridngulo ABC' con
el que trabaja. Es asi que la prueba gira en torno a cierta figura, un
diagrama, en vez de consistir en un argumento de caracter general. Este
modus operandi es uno de los rasgos mas significativos de los Elementos
y una condicion que se extendié a practicamente toda la matematica
hasta el siglo XIX. Si bien esto se puede justificar de distintas maneras,
por ahora lo que pretendemos es destacar algunos aspectos de esta
clase de pruebas que son de interés para la légica y la epistemologia
matematica.

La importancia del diagrama en la prueba se puede notar en el hecho
de que el paso final del argumento lo sustenta Euclides en cierta relacién
entre los angulos ABC', ABD y DBC' que observa en la figura, pero no
deduce de los postulados; digamos que la figura pone al descubierto tal
vinculo. El hilo de la prueba lo sintetizamos en los siguientes diagramas.

A A A

B e B C B C

(a) ZABD = Z/ADB Esta  (b) ZADB > /BCA Es- (c) ZABC = /ABD +

afirmacién tiene como base
la proposicién 1.5 ya demos-
trada.

ta afirmacién tiene como ba-
se la proposicién 1.16 ya de-
mostrada.

4ZDBC > [ABD =
ZADB > /BCA

La primera igualdad no se in-
fiere de los postulados, sino
que se observa en la figura.

Figura 2

Teniendo en cuenta lo anterior Euclides deduce lo que se ha pro-
puesto: LZABC > /ZBCA. Como podemos ver, la igualdad ZABC =
/ZABD + ZDBC se halla al centro de la prueba, pues es a través de
ella que Euclides llega a la conclusion deseada. Valga la insistencia, el
punto es que dicha igualdad no se prueba a partir de los postulados y
axiomas, sino que la figura la pone al descubierto.

Es un hecho que en la geometria cldsica muchas pruebas (no solo las
de Euclides) suelen apoyarse en informacién tomada de los diagramas.
Se trata, sin més, de un importante recurso en la edificacién de la teoria
geométrica [y

8Hilbert y Bernays califican la teorfa axiomética de Euclides con el adjetivo «inhaltliche»
(«material», en el sentido de que posee un contenido) para indicar que esta expresa las propiedades
y relaciones de un sistema particular de objetos con el que se mantiene ligada.
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4. Un analisis légico de la prueba de Euclides

Desde la perspectiva actual, el uso de diagramas lo podemos relacio-
nar con ciertas limitaciones de la légica tradicional, lo cual nos lleva a
examinar la prueba que ofrece Euclides de la proposicién 1.18 fijando
la atencion en los recursos légicos que utiliza.

Para poner en relieve tales recursos, a continuacién reconstruimos
la prueba de Euclides enfatizando su forma o composicién logica. La
siguiente es una buena representacion de la misma.

Designemos con letras los lados y los angulos de los triangulos im-
plicados en el problema, tal como se muestra en la figura 3, Ahora la
hipétesis es ¢ > b, y la tesis es § > 7.

Figura 3
Tenemos:
l.e>b (por hipétesis)
2.b=d (por construccion de la figura)
3.c>d Silogismo relacional a 1y 2

Los pasos de la prueba los podemos detallar asi:
31. b=d— (¢>b—c>d) Ley de Leibniz

32. ¢>b—=c>d MP 2, 3.1

3. e¢>d MP 1, 3.2

5. eo(d,) por construccién § es exterior
y opuesto a y en T’

6. eo(d,y) =0 >7 por (I, 16)

7. <~ MP 5, 6

8. isosc(S) de 2, por (def. I, 20) [isosc(z) :
x es isdsceles]

9. isosc(S) »e=4§ por (I, 5)

10. =4 MP 8, 9
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11. e>7xy Sil. rel. a 7 y 10 (similar a lo
sucedido en el paso

12. e+o¢o=p0 por construccién (evidente a
partir de la figura)

13. B>xn Sil. rel. a 11 y 12

Este ultimo paso lo podemos expresar asi:
131.e+¢9p=0—(¢>v— > NC5 (El todo es mayor que la

Y) parte) + NC implicita: (mono-
tonfa <)
13.2. e >7 = B> 1 MP 12, 13.1
13.3. B>~ MP 11, 13.2

Las inferencias efectuadas en este caso con relacion al silogismo rela-

cional son las siguientes:
c>b b=d e>v, e+o=p
c>d Y B>

Como se ve, la demostracion propiamente dicha la hemos simboli-
zado casi en su totalidad en la logica proposicional. Esto no es algo
circunstancial, sino un rasgo comin a las pruebas que se inscriben en
esta tradicién. De hecho, las formas de argumentacion 1égica utilizadas
en los Elementos, muchas de las cuales las asume Euclides implicita-
mente, pertenecen casi en su totalidad a la légica de proposiciones, al
igual que las reglas de deducciénﬂ

En resumen: Euclides desarrolla el argumento en torno a un caso
especifico que en su particularidad encierra la universalidad de los con-
ceptos construidos. Por tanto, la demostracion se desenvuelve al margen
de lo que hoy denominamos teoria de la cuantificacion, pues casi todas
las proposiciones consideradas son particulares. La generalidad se al-
canza notando que el argumento vale por igual para cualquier instancia
de los conceptos implicados. Por ello al final Euclides anuncia una res-
puesta general: « Por tanto, en todo tridngulo, el lado mayor subtiende
el dngulo mayor» (subrayado nuestro). De esta manera pasa de una
construcciéon particular a un enunciado general. El esquema lo expresa

9 Aqui, la expresién «silogismo relacional» comprende diversas formas silogisticas que emplea Eu-
clides en las demostraciones. Por lo general estas formas se basan en las nociones comunes, aunque
muchas de ellas las asume de manera implicita, es decir, sin haberlas especificado previamente. V.
gr., «kDe a = by R(a,c) se infiere R(b,c)» (Ley de Leibniz), o bien, utilizando la nocién de suma,
«De b>dy a=b+ cse infiere a > d» (monotonia de la desigualdad).

10Algunas formas deductivas utilizadas por Euclides: (1) Inversién légica: (p — q) — (—g¢ —
—p) y sus variantes; (2) Reduccién al absurdo: (-p — p) — p;(p — —p) — —p; (3) silogismo
proposicional: ((p — ¢) A (¢ = 7)) — (p — 7); (4) Diversas formas del silogismo relacional como,
por ejemplo, (a =bAb=c) >a=c,0(a+b=2RANa+b=c) = c= 2R, etc.; (5) Ampliacién
16gica: p — (¢ = (pAq)), (p—=> @) A (r—5)) = (pAT — qAs); (6) Modus ponens: Depy p — ¢
se infiere ¢; (7) Modus Tollens: De p — ¢ y —q se infiere —p, y (8) Negacién de una alternativa:
De pV q y —p se infiere q.
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Parsons con suma claridad: Habiendo asumido una a particular tal que
F(a), «deduce» G(a). Se tiene por tanto F'(a) — G(a). No obstante,
como a es arbitraria, se sigue que Vz(F(x) — G(x)).

5. Una mirada a la légica tradicional desde la
perspectiva actual

Consideremos la siguiente pregunta: antes del siglo XIX, jla légica, tal
como se le consideraba, habria podido producir una prueba enteramente
deductiva de una proposiciéon como la 1.18 de Euclides?

Hasta mediados del siglo XIX la légica consistia basicamente en la
teoria del silogismo de Aristételes junto con algunos elementos de la
logica proposicional de los estoicos. Hoy en dia estas teorias estan in-
cluidas en lo que se conoce como légica monadica (o cdlculo de clases,
en la terminologia de Hilbert y Ackermann), la cual constituye un frag-
mento de la logica de predicados en el que solo se consideran predicados
de un argumento '] E1 problema con esta légica es que con ella no es
posible desarrollar o analizar debidamente argumentos relativos a las
relaciones entre dos o mas individuos, y mucho menos establecer su va-
lidez. Hilbert y Ackermann se refieren a esta situacion con las siguientes
palabras:

[...] el formalismo aristotélico resulta inadecuado incluso en
situaciones logicas muy simples. Por ejemplo, es insuficiente
para tratar los fundamentos légicos de las matematicas. Una
falla especifica se presenta cuando una relaciéon entre varios
objetos debe ser representada simbolicamente.
Esto puede aclararse con un sencillo ejemplo. Considérese
la afirmacién: «Si B se encuentra entre A y C, entonces B
también se encuentra entre C'y A». Ciertamente, en el célcu-
lo proposicional ordinario esto puede escribirse en la forma
X — Y; yen el cdlculo de predicados monadico el enunciado
conserva la misma forma. [...] No obstante, esta formulacién
no logra expresar la esencia légica del enunciado, a saber,
la simetria de A y C respecto de la relacion «entre». Por
lo tanto, no puede emplearse para derivar las consecuencias
matematicas del enunciado bajo consideraciéon. Al respecto,
nada cambia al utilizar la formulacion en la logica monéadica
[T, pp. 55-56].
Examinemos la situacion. Segiin Aristételes la proposicion consiste en
afirmar o negar algo de algo, de modo que se escinde en dos términos: un

1 Una breve exposicién de la teorfa del silogismo de Aristételes se halla en 2| cap. 1].
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sujeto (aquello de lo que se habla) y un predicado (aquello que se afirma
o niega del sujeto). Esa es la estructura gramatical de los enunciados
simples, afirmativos o negativos, del lenguaje natural. Por lo tanto, lo
que Aristoteles dice es que la forma légica de las proposiciones coincide
con la estructura gramatical de los enunciados que las expresan. Esta
idea perdurd en la logica hasta el siglo XIX, donde a la postre fue
cuestionada y rechazada por Frege.

Frege recusé la concepcién aristotélica de la proposicién mostrando
la ineficacia de la divisién sujeto-predicado cuando se intenta mostrar
el fondo 1égico de aseveraciones que aluden a mas de un individuo. Para
ello ofreci6 el siguiente ejemplo. Consideremos los juicios:

a) Los griegos derrotaron a los persas en Platea.
b) Los persas fueron derrotados por los griegos en Platea.

Al construir estos enunciados la gramatica nos obliga a asignar a
uno de estos pueblos el papel de sujeto y enviar al otro al predicado.
Asi, en (a) el sujeto es «los griegos» y en (b) el sujeto es «los persas».
No obstante, los dos enunciados comunican la misma informacion, son
equz’valentes.ﬁ Ergo la divisiéon sujeto-predicado es irrelevante para la
légica. Lo unico significativo es la afirmacién de que entre griegos y
persas hay una relacién, a saber, que uno de ellos derroté al otro en
Platea. De hecho en estos juicios Platea es un tercer término, de modo
que el vinculo no es entre dos, sino entre tres entidades. Esta relacién
la podemos representar en el lenguaje simbdlico de la légica moderna
como sigue: D(griegos, persas, Platea). En otras palabras, D(x,y, 2)
representa una relacién entre tres entidades x,y y z segun la cual z
derroté a y en z.

Noétese que la expresion D(z,y,z) no corresponde a la distincién
sujeto-predicado. Mas bien, corresponde a la division funcién-argumento
que Frege tomé de las matematicas. Cuando en la matemaética escri-
bimos una expresién como f(z,y,z) = x* + y*> + 2% — 1, la expresién
«f(z,y, z)» denota una funcién de tres argumentos =, y y z. De la mis-
ma manera, la expresién «D(z,y, z)» representa una funcién de tres
argumentos x, y v z, los cuales son en este caso pueblos y lugares. Una
diferencia es que las imégenes bajo f son numeros, mientras que bajo
D son proposiciones. Por ello se le llama funcion proposicional.

El que las proposiciones (a) y (b) anteriores sean ldgicamente equi-
valentes indica que para la légica es irrelevante a quién elegimos como
sujeto y a quién enviamos al predicado al hablar de la relaciéon. Se trata
de un accidente gramatical que carece de importancia para la légica.

12 Bquivalentes en el sentido de que «las consecuencias que se pueden derivar del primero, en
combinacién con otros juicios determinados, también se siguen del segundo cuando se le combina
con los mismos juicios.»[4, p. 12]. La conclusién es simple: la idea de que la proposicién consiste
en atribuir un predicado P a un sujeto S es inoperante en la légica.
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Ternas pertenecientes al
dominio de la funcién D Proposiciones correspondientes bajo D

(persas, griegos, Platea) D, “"Los persas derrotaron a los griegos en Platea"

(aztecas, incas, Acapulco) -2, "Los aztecas derrotaron a los incas en Acapulco”
(rusos, alemanes, Stalingrado) —2-—5 "Los rusos derrotaron a los alemanes en Stalingrado”

Figura 4. Las imagenes bajo la funcién D son proposiciones, las cuales son
verdaderas o falsas; de ahi su importancia para la légica.

Mas bien, esta se centra en relaciones entre individuos, y en ella la
cuantificacion juega un papel primordial.

Estas ideas se hallan detras de la critica de Hilbert y Ackermann a
enunciados como «B se encuentra entre A y C». De hecho el princi-
pio de simetria que mencionan al final de la cita lo podemos formular
en la légica de predicados como sigue, donde E(z,y, z) significa «y se
encuentra entre T Yy 2»:

VaVyVz(E(r,y, 2) = E(z,y,7))

En resumen: Frege reemplazé la estructura sujeto-predicado con la
estructura funcién-argumento(s), fijando con ello una distincién esen-
cial entre la forma gramatical de las proposiciones y su forma légica.
Esta idea sigue vigente en nuestros dias y se halla en la base de la l6gica
matematica moderna.

Esta forma de representacion permite expresar en el lenguaje del
calculo de predicados una multitud de relaciones de dependencia que se
hallan presentes en la matematica moderna. Tales relaciones se enun-
cian mediante férmulas en las que los cuantificadores se agrupan en
bloques de indisoluble dependencia. Veamos algunos ejemplos:

(1) Densidad de los niimeros racionales:
VaVy(e <y — 3z(z < 2 Az <y))

(2) Definicién de continuidad en un punto:

Cont(f,a) =gy a € Dy ANVe(e >0—30(6 >0 A
Ve(x € Dy ANz —a|l <d— |f(z) — fla)] <e)))

(3) Axioma del supremo:

VX((X CRAX #2ANTylye RAVz(z € X -2 <y)))] —
Bze RAVz(z e X w2z <2)AVy((x e R > 2 <y)—2<y)]
13En este caso la expresién «E(x,y,z)» denota una relacién ternaria entre puntos. Ergo E

actia como una funcién que a cada terna de puntos sobre una linea recta le hace corresponder
una proposicién.
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Notese como en las férmulas anteriores los cuantificadores V y 9 se
articulan entre si. Por ejemplo, en (1) el nimero z cuya existencia se
afirma depende de los valores elegidos para x e y. Esto es imposible
de expresar en la logica monadica, pues en ella cada funciéon proposi-
cional esta gobernada a lo méas por un cuantificador, de modo que los
cuantificadores siempre se pueden separarE

6. De regreso a la geometria

Comparemos ahora el postulado I de los Flementos de Euclides con el
axioma 1.1 del libro Fundamentos de la geometria de Hilbert v. [10} p.
4):

Primer postulado: Trazar una linea recta desde un punto cualquiera
hasta otro punto cualquiera.

Axioma 1.1 de Hilbert: Dos puntos distintos A y B siempre determi-
nan por completo una linea recta a.

Comparacion: el postulado de Euclides nos remite a la posibilidad
de llevar a cabo una construccién, mientras que el axioma de Hilbert
establece una relacion de dependencia en la que cada pareja de puntos
determina una linea recta, en consonancia con la moderna teoria de la
cuantificacion.

Valga la insistencia, dicha dependencia es imposible de expresar en el
incipiente lenguaje simbodlico de la logica aristotélica. Por el contrario,
en el lenguaje de la logica de predicados tal hecho lo podemos formular
como sigue: YaVy((P(x) A P(y) A =(z = y)) — Fz(L(z) A I(z,2) A
I(z,y))), donde P(z) significa «x es un punto», L(z) significa «z es una
linea» e I(z, x) significa «z incide con z». Digamos que la légica clasica
no tenia los medios para manejar esta clase de relaciones, ni contaba
con los recursos expresivos necesarios para formular proposiciones de
este tipo que, como acabamos de ver, se hallan en forma velada detras
de los postulados de EuclidesE ., Como solian suplirse estas carencias?
La respuesta es clara para nosotros: realizando construcciones[I%]

MPor ej., la férmula Y23y (F(z) — G(y)) es equivalente a Iz F () — JyG(y), de modo que los
cuantificadores se han separado.

15De la misma manera, con base en la légica tradicional es imposible producir una deduccién
enteramente 1égica de la proposicion 1.18 a partir de los postulados de Euclides. Por ejemplo, en ella
se requiere del manejo de enunciados como «Para cualesquiera tres puntos A, By C, si AC > AB,
entonces existe un punto D en AC tal que AB = AD» que tiene una estructura cuantificacional
similar a las ya referidas.

16No queremos decir que los antiguos conocian las limitaciones de la légica del momento y
que, deliberadamente, decidieron recurrir a la construccién geométrica como alternativa. Nuestro
anélisis es sincrénico: examinamos, desde la perspectiva de la l16gica moderna, ciertas circunstancias
que rodearon la escritura de los Elementos, y con ello nos explicamos ciertas pautas que se hallaban
presentes en la generacién del conocimiento en esa época: el uso de construcciones geométricas y
diagramas. Digamos que, desde la perspectiva actual, la construccién cubrié un vacio que en ese
momento la 1égica no podia llenar.
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Podemos decir entonces que en la geometria tradicional el razona-
miento no podia limitarse al manejo formal de los conceptos. Requeria
de esa actividad adicional que Kant denomina construccion de concep-
tos, es decir, de la construccion de figuras cuyos elementos corresponden
a los conceptos implicados en el problema, cual «materializaciones» de
ellos.

Por lo demas, el uso de construcciones trae consigo el descubrimiento
de propiedades y relaciones entre los objetos mediante la observacion de
las figuras. En muchas ocasiones tales propiedades y relaciones suelen
permanecer indefinidas en el texto de Euclides.

Por ejemplo, en la prueba que presenta Fuclides de la proposicion 1.18
se hacen presentes ciertas cuestiones relativas al orden entre los puntos
sobre una linea recta y ciertas propiedades topoldgicas de los angulos
(v. gr., su interioridad o exterioridad con relacién a un tridngulo), las
cuales se hallan presentes en los razonamientos:

El punto A no estd entre C'y D

El dngulo ADB es
externo al tridngulo DBC'

B
El dangulo DCB es interno al tridngulo BC'D

Figura 5

1) «estar entre» es una relacién entre los puntos de la linea por Ay
C.

2) «interno» y «externo» son propiedades topolégicas.m

Ninguna de estas propiedades o relaciones esta definida en los Ele-
mentos. Mas bien, las reconocemos al observar la figura, es decir, nos
son dadas de manera intuitiva.

En la prueba, Euclides acepta tales hechos a través de la figura, sin
la necesidad de definir los conceptos correspondientes o postular sus
propiedades. Esto se puede notar desde la formulacion de la proposicién,
donde Euclides habla de dngulos internos y dngulos externos sin que
haya en los Flementos una definiciéon de tales nociones. El significado de

17En general, una propiedad es topoldgica cuando se conserva bajo homeomorfismos, es decir,
bajo transformaciones continuas cuyas inversas también son continuas.
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estos términos solo se entiende con la figura (digamos que «interior» y
«exterior» son nociones definidas implicitamente a través de ella). Asi,
el diagrama expone ciertos objetos en consonancia con los conceptos
aludidos en la proposicién, un tridangulo DBC' y una extension DA de
uno de sus lados, pero muestra muchas cosas mas como, por ejemplo, la
interioridad o exterioridad de los dngulos, o las relaciones de posicién
entre los puntos A, D y C. Esto ultimo participa veladamente en el
argumento: el angulo ZADB es externo al tridngulo DBC' en virtud de
que el punto A no se halla entre C' y D, lo cual nos lo dice la intuicién,
més no se infiere (ni se puede inferir) de los postulados. Insistimos:
estas propiedades solo se pueden reconocer en el diagrama, el cual se
convierte de esta manera en una parte esencial de la prueba.ﬁ

El primero en exigir abiertamente la eliminacién de las lagunas en la
deduccién matemadtica fue Moritz Pasch en 1882 v. [14]. Fue entonces
que hizo explicitos los axiomas de orden entre los puntos de una linea
recta. En consonancia con Pasch, Hilbert, en los Fundamentos de la
geometria de 1899, incorpora tales axiomas en el Grupo II. Se trata
de principios que, de alguna manera, enuncian lo que nuestra intuicién
espacial supone respecto al orden entre los puntos de una linea recta.
Esto tiene, por supuesto, importancia logica y filoséfica.

Podemos decir entonces que en el texto de Hilbert el método axiomati-
co encuentra su expresion moderna y toma la forma en que lo conocemos
hoy en dia. En él la geometria es vista como un sistema hipotético-
deductivo que no depende del significado que le pudiéramos dar a los
axiomas, de modo que la tinica herramienta para edificar la teoria es la
deduccion logica.

7. ;Coémo se prueba la proposicién 1.18 en el
sistema de Hilbert?

Esta seccién, mas bien extensa, la incluimos a sugerencia de uno de
los arbitros de este ensayo. La idea es mostrar como se prueba una
proposicién como la .18 en el sistema de Hilbertﬁ Dada la multitud

18 A este tipo de pruebas, en las que muchos pasos cruciales se dan en virtud de observaciones
hechas en un diagrama, se les suele llamar diagramdticas v. [15]. Lejos de ver un defecto en lo
anterior, Kant lo considera un rasgo esencial de la demostracién matemadtica, un recurso sin el
cual no seria posible el conocimiento matemético en general. Esto lo consigna en su Critica de
la razén pura de 1781, donde elabora una epistemologia de las matemd&ticas que incorpora tales
elementos. Su postura se puede justificar de alguna manera advirtiendo que en su momento no
habia otro camino. Contra ello debieron luchar légicos, filésofos y matematicos a finales del siglo
XIX y principios del XX.

19E] 4rbitro comenta que, como lector, cuando comenzé a hacerse preguntas como «;cémo seré
una prueba que cumple con las exigencias modernas de rigor?», lo que encontré fue una descripcién
poco clara, mientras que, a su juicio, «[...] un lector de Misceldnea Matemdtica espera, una vez
mostradas las deficiencias de la prueba euclidiana, una prueba de 1.18 que si supla todas las
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de tareas por realizar, nos limitaremos a resaltar algunas cuestiones.
Esperamos que el lector esté familiarizado con los axiomas de Hilbert
para la geometria plana: los axiomas 1.1-1.3 del grupo I (aziomas de
incidencia), I1.1-11.5 del grupo II (axiomas de orden o intermediacion) y
los axiomas IV.1-IV.6 del grupo IV (axiomas de congruencia), tal como
estos se exponen en [I0]. También asumimos que ha leido el prefacio y
la introduccién a dicha obra y la descripcion que ofrece Hilbert de sus
axiomas. Eso serd fundamental para entender lo que sigue.

Respecto a la proposicion 1.18 de los FElementos, cabe senalar que
Hilbert no la prueba de manera simple en el texto de 1899. Eso lo hace
Robin Hartshorne en su libro Eucild and Beyond v. [7], donde presenta
una prueba de la proposicién 1.16 (de la cual la proposicién 1.18 es un
corolario) a partir de un sistema que en esencia es el mismo que el de
Hilbert. En lo que sigue exponemos dicha prueba respetando la forma
en que fue desarrollada, no sin invitar al lector a que lea el capitulo 2
de [7]. El autor enuncia el teorema escuetamente como sigue (pag. 101):

Proposicién 10.3 (Teorema del dngulo externo (1.16))
En todo triangulo, el angulo externo es mayor que cualquiera
de los angulos interiores y opuestos.

El camino que lleva de los axiomas a la proposicién anterior es largo:
requiere de multiples definiciones y teoremas que en principio se pueden
probar con argumentos enteramente deductivos, sin apoyarse en figura
alguna. La idea, como lo senala Godel, es completar las pruebas de los
Elementos haciendo explicitos los pasos deductivos [y teoremas| que
faltanFE] Esta exigencia de mayor rigor contrasta con la soltura con que
Hilbert y Hartshorne desarrollan la teoria: ante la fria cadena de infe-
rencias formales por desplegar, optan por argumentar en un lenguaje
muy cercano al de Euclides y sin recurrir a ningtin simbolismo especial
mas alla de lo necesario. Es mas, en la practica acostumbran utilizar
diagramas a fin de significar de manera inmediata las relaciones consi-
deradas, si bien evitan tomar informacion de ellos. Obviamente, estos
manejos pueden confundir al lector, haciéndolo creer que no se han
superado las viejas practicas. Como veremos mas tarde, esta aparente
desatencion del rigor 16gico es tan solo un recurso.

La prueba que ofrece Hartshorne de la proposicién 1.16, de la cual la
[.18 es un corolario, parece a simple vista una réplica de la que presenta
Euclides en los Elementos, al punto de mostrar el mismo diagrama. No

limitaciones que se han senalado.» En este apartado indicamos cémo se puede llevar a cabo dicha
tarea.

20 Al comentar la obra de Euclides, Gédel advierte que «si Euclides hubiera conocido la légica
[modernal, se habria dado cuenta de que simplemente no hay manera de completar sus pruebas
haciendo explicitos los pasos [deductivos] que faltan».
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obstante, el aparato tedrico que subyace a ella es muy distinto, y todo
el argumento lo podria reemplazar con una larga y rigurosa prueba
deductiva. Veamos cémo procede apoyandose en el siguiente diagrama:

Figura 6

Sea ABC el triangulo dado. Probaremos que el angulo exterior ZAC D
es mayor que el dngulo interior y opuesto ZA. Sea E el punto medio
de AC (1.10); extiéndase BE hasta F' de modo que BE = EF' (axioma
C1 de Hartshorne o axioma IV.1 de Hilbert). Tracese la linea C'F. Los
angulos ZAEB y ZCEF con vértice en E son iguales (1.15)H

Por el axioma SAS (axioma C6 de Hartshorne o axioma IV.6 de
Hilbert), los tridngulos ABE y C'F'E son congruentes entre si. De ahi
que ZA = /ECF. Falta probar que ZECF < ZACD. Esto se logra
probando que el rayo C'F' se halla en el interior del dngulo ACD (un
hecho que Euclides da por sentado al observar la figura). La diferencia
con Euclides es que todas las nociones aqui referidas (rayo, interior,
etc.) cuentan con una definicién precisa, y las propiedades relativas a
ellas se pueden probar con base en los axiomas.

Vemos a grandes rasgos cémo define Hartshorne el que un rayo se
halle al interior de un angulo. Esto requiere de diversas nociones pre-
vias entre las que se hallan segmento, separacion de una recta por un
punto, lados de una recta, puntos en lados opuestos respecto a una rec-
ta, dngulo e interior de un angulo, cuyas definiciones solo se apoyan en
los términos indefinidos.

Segmento: Dados dos puntos A y B, el segmento AB consiste de
A, B y todos los puntos C que estdn entre A y B. Los puntos A
y B son los extremos del segmento.

21Como se ve, Hartshorne utiliza un lenguaje similar al de Euclides. No obstante, esto es solo
un modo de hablar, de la misma manera en que la figura es una simple ilustracién que orienta sus
razonamientos, no una fuente de informacién. Por ejemplo, cuando dice «Trécese la linea CF» en
realidad no nos pide que hagamos tal cosa, sino que dirijamos nuestra atencién al tridngulo CFE.
Por otra parte, las proposiciones aludidas 1.10 y 1.15 ya las ha probado en el mismo capitulo, y
el axioma SAS (que menciona enseguida) no es otra cosa que el criterio lado-dngulo-lado para la
igualdad de triangulos.
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Triangulo: Dados tres puntos no colineales A, By C, el tridngulo
ABC con vértices A, B 'y C consiste en la unién de los segmentos
AB, BC' y AC. Estos tres segmentos son los lados del triangulo.

Lateralidad de los puntos de una recta respecto a un punto
A incidente con ella. Dada una recta m, un punto A en ella y dos
puntos B y C de m distintos de A, decimos que B y C' se hallan del
mismo lado de m respecto de A si y solo si A no estd en el segmento
BC. Por el contrario, si el punto A pertenece al segmento BC, decimos
que B y C se hallan en lados opuestos de m respecto de A.

Noétese que esta relacién es entre cuatro entidades: m, A, By C (es
decir, su dominio esté formado por cuartetas), y su definicién se apoya
enteramente en las nociones indefinidas.

Al respecto, son muchas cosas las que se prueban. Si denotamos con
may y mao los lados en que A divide a m, entonces m 41 y m a2 son dos
conjuntos ajenos entre si, la relacion «estar de un mismo lado respecto
a A» es de equivalencia y m es la unién de my; y mao junto con A.
A ma1 v mas se les llama los lados de m respecto a A. Esta idea de
«separacion» se repite con relacién a las rectas y el plano.

Lateralidad de los puntos del plano respecto a una recta m.
Dada una recta m en el plano, podemos definir la nocién de colateralidad
para los puntos de plano que no inciden con m de la siguiente manera:
dos puntos A y B que no inciden con m son colaterales respecto a m si'y
solo si el segmento AB no contiene ningtin punto de m. De lo contrario,
decimos que A y B estan en lados opuestos de m.

Los puntos que no inciden con m los podemos dividir en dos conjuntos
Y1 v Yoo ajenos ente si, de modo que el plano es la union de Y,,; y
Yo junto con m y la relacion «ser colaterales respecto a m» es de
equivalencia. A Y,,1 y Y, se les llama lados del plano respecto a m.
Todo lo anterior se prueba con base en los axiomas del grupo II. Al
hecho de que la recta divide al plano en dos regiones se le conoce como
«teorema de la separacién del plano» (proposicién 7.1 de Hartshorne).

Rayo: Dados dos puntos A y B, el rayo AB consiste de A junto con
todos los puntos de la linea AB que estan del mismo lado que B
respecto a A. El punto A se llama origen del rayo.

Angulo: Dados tres puntos A, B y C no colineales, el déngulo Z/ BAC
con vértice en A 'y lados 1@ y /@ es la unién de los rayos 1@ y
AC

Interior de un angulo: El interior de un angulo ZBAC consiste
en todos los puntos D tales que: (1) D y C estdn de un mismo
lado respecto a la linea AB y (2) D y B estan del mismo lado
respecto a la linea AC.
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Interior de un triangulo: Si ABC es un triangulo, el interior de
ABC' consiste en todos los puntos D que se hallan simultanea-
mente al interior de los angulos ZABC, /BCA y LCAB, véase
la figura[7]

Angulo externo: Si ABC es un tridngulo y D un punto de la linea
BC tal que C estd entre B y D, entonces el angulo ZACD se dice
que es externo al tridngulo ABC' (véase la figura ).

D y B estan del mismo lado respecto alalnea AC ¢ | D y B estan del mismo lado respecto a la lnea AC, pero
D y C estan del mismo lado respecto a la linea AB. D y C no estan del mismo lado respecto a la linea AB.

Por tanto, D esta en el interior del angulo ZBAC. Por tanto, D no esta en el interior del angulo £ BAC.
B . B
[‘) interior exterior D
A C A C

Figura 7

De esta manera las nociones de interioridad y exterioridad, asi como
las de angulo interno y angulo externo, quedan definidas a partir de las
nociones basicas de intermediacion, orden y congruencia.

En cuanto a la suma de angulos, si bien en el tratamiento moderno
esta operacion no esta definida para todos los dngulos, Hartshorne nos
muestra cémo se le puede incorporar de un modo satisfactorio con base
en el axioma IV.6 de Hilbert v. [I0, §9]. Ahora bien, antes de pasar
a este punto examinemos cémo prueba Hartshorne que el rayo ﬁ se
halla en el interior del dngulo AC'D (figura . Esto lo hace con base
en el teorema de la barra transversal (proposicién 7.3 de [7]):

Teorema de la barra transversal. Si A, B 'y C' no son colineales, y D
es un punto interior del dngulo ZBAC, entonces el rayo AD interseca
al segmento BC' en un punto.

Figura 8

Hay una enorme similitud entre este teorema y el axioma IL.5 de
Hilbert (axioma de Pasch). La tnica diferencia es que la linea AD
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no pasa por un punto interior del segmento AC', sino por uno de sus
extremos. Para poder aplicar el axioma II.5 Hartshorne recurre a un
pequeno artificio.

Denotemos con [, m y n a las lineas AB, AC'y AD (véase la figura
E[) y sea F un punto sobre la linea m tal que A estéd entre E'y C' (cuya
existencia estd asegurada por el axioma I1.2 de Hilbert).

En este caso podemos aplicar el axioma II.5 al tridngulo BEC' y la
recta AD, pues A se halla sobre el lado EC, de modo que la linea n
pasa por un punto al interior de este segmento. Conforme al axioma, n
pasa por un punto del segmento BC' (lo cual queremos demostrar), o
un punto del segmento BE.

E A m C

Figura 9

Supongamos que n pasa por un punto de BE. Dicho punto no puede
ser B, pues n ya interseca a [ en A # B. Por su parte, el segmento BE
interseca a [ en B, de modo que los demas puntos del segmento se hallan
del mismo lado que E respecto a [. Por su parte, C se halla al otro lado
de [ respecto a E (asi fue tomado E), por lo que todos los puntos de
BE (salvo B) estan al otro lado de [ respecto a C' (recordemos que en
esta geometria se cumple lo siguiente: si X e Y estan en lados opuestos
respecto a una recta k, y X y Z estan del mismo lado respecto a k,
entonces Y y Z estan en lados opuestos respecto a k). Por el contrario,

el rayo ﬁ esta al interior del angulo ZBAC', de modo que todos sus
puntos (salvo A) estdn del mismo lado que C' respecto a [. Asi, la
hipétesis de que n interseca al segmento BE resulta en un absurdo. Por
tanto, n interseca a BC en un punto P, lo cual querfamos demostrar.

Esta prueba pone de manifiesto la desenvoltura con que Hartshorne
(al igual que Hilbert) procede en el desarrollo de la teoria. Para finalizar
la prueba del teorema del dngulo externo faltan dos cosas por definir:
qué se entiende por la suma de dngulos y qué significa que un angulo
es menor que otro.
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Suma de angulos: Si ZBAC es un angulo y E es un rayo al
interior de él, entonces se dice que el angulo ZBAC es la suma de
los dngulos ZBAD y ZDAC P?|En cuanto a la relacién de igualdad
entre angulos, sus propiedades estan caracterizadas en el grupo IV
de axiomas bajo el apelativo de congruencia, la cual se denota con
el simbolo «=».

/B

A C D F

Figura 10

Desigualdad entre angulos: Sean /BAC' y ZEDF dos angulos.

Decimos que ZBAC' es menor que ZEDF si existe un rayo G
al interior del angulo ZEDF tal que ZBAC = ZGDF'. En tal
caso escribimos ZBAC < ZEDF. De igual forma, decimos que
ZEDF es mayor que ZBAC' y escribimos ZEDF > /BAC.

Volviendo a la figura 5| y en conformidad con la definicién anterior,
es claro que LECEF < LACD, pues todas las condiciones exigidas en

la definicion de «desigualdad entre angulos» se cumplen: el rayo C'F' se
halla en el interior del dngulo ACD, el angulo L EC'F es congruente
consigo mismo, etc. Pero L{ECF = LBAC (= £A), de modo que
LA < LACD, lo cual era lo que habia que demostrar.

Dejamos al lector la tarea de investigar como se prueba la proposiciéon
[.18 a partir de este ultimo resultado. Al respecto, véase como prueba
Hartshorne las proposiciones 1.2-1.15 de los Elementos.

8. Una cuestion de estilo

La prueba que acabamos de presentar de la proposicién 1.16 no parece
cumplir con las exigencias de la légica moderna: el lenguaje utilizado
no es muy distinto del de Euclides, y en ella figuran diversos diagramas
donde se suponen prohibidos. Hay una razén para ello: Hartshorne —al
igual que Hilbert— trata de hacer mas comprensibles las cosas.

Esto lo aclara Hilbert en unas notas de clase escritas en 1894, donde
dice lo siguiente:

22Cabe sefialar lo siguiente: si comenzamos con dos dngulos cualesquiera, no siempre existe un
4dngulo que sea su suma. Al respecto, v. [7, pp. 91-92].



LO ANTIGUO Y LO MODERNO, EUCLIDES Y HILBERT 21

La prueba de un teorema se puede dar recurriendo a una figu-
ra adecuada, aunque este recurso no es imprescindible. Solo
hace que sea mas facil de entender, y ofrece un fructifero
recurso para descubrir nuevas proposiciones. [...]| La elabo-
racion de figuras es equivalente a la experimentacion para los
fisicos, y la geometria experimental se termina con el esta-
blecimiento de los axiomas. [6l p. 76].

Para Hilbert y Hartshorne es claro que las pruebas que ofrecen en
sus sistemas no estan elaboradas con el rigor exigido por la légica. La
razon de no hacerlo asi se halla en la cita anterior: no quieren oscurecer
lo que estan haciendo. Digamos que privilegian la comprension sobre el
rigor. Y si bien para ellos debe ser claro como deducir los teoremas de
los axiomas, en sus libros dejan al lector la tarea de llenar tales lagunas
deductivas

Como punto final, en lo que sigue comparamos la manera en que Eu-
clides aborda ciertas cuestiones y como lo hacen Hilbert y Hartshorne,
lo cual tiende a reforzar nuestra tesis.

1) Con relacién a la congruencia entre figuras, Euclides suele deter-
minarla realizando construcciones. Por ejemplo, en la prueba de la
proposicion 1.4 habla de «aplicar un triangulo 77 a otro tridngulo
T5», lo cual significa «construir un tridngulo igual al 77 encima del
triangulo T5». Si como resultado el triangulo construido coincide
con Ty, ello quiere decir que T3 y 75 son iguales entre si (congruen-
tes entre si en la jerga moderna).

Por su parte, Hilbert y Hartshorne postulan las propiedades
bésicas de esta relacién (la de congruencia), y es con base en tales
postulados que se debe probar la congruencia de diversas entidades
geométricas (cosa que a menudo dejan como tarea para el lector).

2) Frente al método de superposicién recién indicado, el cual remite
a un contenido, Hilbert recurre a un axioma —el IV.6, el cual for-
maliza el criterio lado-angulo-lado— para establecer la congruencia
entre triangulos sin tener que realizar construcciones. Asimismo,
en los axiomas IV.1, IV.2, IV.3, IV.4 y IV.5 postula varias cosas:
la existencia de segmentos congruentes con un segmento dado en
el plano, la transitividad de la congruencia entre segmentos, la
congruencia de las sumas de segmentos congruentes, la existencia

23Desde hace tiempo tales cuestiones se exploran desde una nueva perspectiva: la de la inte-
ligencia artificial y la demostracién automatica de teoremas. A la fecha los resultados obtenidos
confirman la tesis de que las proposiciones que figuran en los Elementos son deducibles en el sis-
tema de Hilbert. V. gr., en la pigina web geocoq https://geocoq.github.io/GeoCoq/| los autores
presentan una formalizacién de la geometria en el asistente de prueba COQ, y explican cémo
producir pruebas formales de todas las proposiciones del Libro I de los Elementos con base en los
axiomas de Hilbert y los axiomas de Tarski para la geometria elemental. Al respecto no insistiremos
en este tema, el cual cuenta con una extensa literatura en libros y articulos.
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de angulos congruentes a un angulo dado en el plano y la transiti-
vidad de la congruencia entre angulos. Esto axiomas nos libran de
la construccién, pues permiten manejar tales relaciones en forma
deductiva. Esto, a pesar de que en la practica Hilbert y Hartshorne
utilicen una terminologia muy cercana a la de Euclides.

En cuanto a la posicion relativa de los puntos, la cual Euclides la
resuelve o da por sentada a través de la observacion de las figuras,
Hilbert establece y trata estas cuestiones a través de los axiomas
de intermediacion. Lo mismo podemos decir de las nociones de
interioridad y exterioridad de puntos, rayos y angulos respecto a
diversas figuras geométricas, las cuales se pueden manejar a través
de las correspondientes definiciones —tal como lo hemos visto en
parrafos anteriores.

El resultado de todo esto es la exclusion de la toma de datos de
los diagramas, lo cuales pasan a ser simples ilustraciones o elemen-
tos heuristicos que indican o sugieren lo que hay que demostrar.
Un comentario adicional: jpor qué en la practica no es factible
recurrir a un rigor como el que reclama la légica matematica?

Supongamos un rigor como el requerido en la teoria de la de-
mostracion de Hilbert. En tal caso, las pruebas se presentarian
como sucesiones de formulas —consistentes tal vez en decenas o
centenas de simbolos—, muchas de las cuales tendrian una estruc-
tura muy complicada. A su vez la deduccion estaria sujeta a reglas
muy rigurosas que obligarian a desmenuzar cada prueba en una
multitud de pasos elementales, lo cual las haria dificiles de seguir
y entender.

La dificultad de reconocer el sentido de una férmula mediana-
mente compleja no es dificil de ilustrar. Por ejemplo, la siguiente
formula expresa, en el lenguaje de la légica simbdlica, al Axioma
I1.5 de Hilbert, el cual dista mucho de ser el més complicado (al
respecto, invitamos al lector a que intente formalizar el Axioma
IV 4 para el plano):

VaVyVz((P(x)AP(y)Ap(z) A—3w(L(w)AI (w, )AL (w, y) NI (w, 2))) —

Va((L(a) A Ju(P(u) A E(x,u,y) A I(a,u))) —
Fu(P(v) A ((E(z,v,2) AN(a,v))V (E(y,v,z) A I(a,v)))))).

. Podria el lector reconocer de inmediato el hecho de que esta férmula
expresa tal axioma si lo iinico que le dijeran es que las expresiones P(x),
L(z), I(z,y) y E(z,vy, z) se leen como «x es un punto», <z es una linea»,
«x incide con y» y «y esta entre x y 2»7
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En este sentido la expresion verbal del axioma que ofrece Hilbert —
y el diagrama adjunto— facilitan su comprensién, atin a expensas del
rigor.

9. Un nuevo concepto de las teorias matematicas

Puntualicemos la postura de Hilbert frente a la geometria en su texto
de 1899. En una carta dirigida a Frege ese mismo ano dice lo siguiente:

Yo no quiero asumir nada como conocido por anticipado; con-
sidero mi explicacién de la seccion 1 [del libro Fundamentos
de la geometria] como una definicién de los conceptos pun-
to, linea, plano —si uno anade nuevamente todos los axiomas
de los grupos I al V como marcas caracteristicas. Si se bus-
can otras definiciones de «punto», v. gr., mediante parafrasis
en términos de inextension, etc., entonces me debo oponer a
tales intentos en forma decisiva; uno busca algo que nunca
encontrard porque no hay nada alli. [5, p. 39].

Esta idea la reitera mas adelante al senalar que la teoria no es otra cosa
que un montaje de conceptos formales:

[...] es obvio que toda teorfa es tan solo un andamiaje o
esquema de conceptos junto con las relaciones necesarias en-
tre ellos, y que los elementos basicos se pueden pensar como
uno quiera. [...] En otras palabras: cualquier teoria se pue-
de aplicar a una infinidad de sistemas basicos de elementos.
Esta circunstancia se utiliza, por ejemplo, en el principio de
dualidad [de la geometria proyectival, etc., y yo me he ser-
vido de ella en mis pruebas de independencia. [...]| Pero la
circunstancia que he mencionado no puede ser un defecto de
las teorfas (representa mas bien una enorme ventaja), y es en
todo caso inevitable [5, pp. 40-41] ]

En otras palabras, para Hilbert las propiedades y relaciones estable-
cidas por los axiomas no son acerca de nada en particular, y pueden ser
satisfechas por otros objetos distintos de los que se tuvieron en mente
al idear la teorial”| Esto equivale a mirar los axiomas como simples
enunciados formales que no describen ninguna clase de hechos preesta-
blecidos (no tienen valor de verdad): son meras hipétesis puestas ahi

24Las referidas pruebas de independencia las ofrece en el capitulo II de los Fundamentos de la
geometria, en lo que consideramos, con cierto sentido del humor, el lanzamiento de la versién 2.0
de la teoria de modelos.

25 Ante la pregunta sobre el tema de estudio de la geometria, no encontramos mejor respuesta
que la de Einstein: «El tema de estudio de la geometria estd definido por los axiomas. Estos
axiomas son una libre creacién de la mente humana.» v. [3], 6° pérrafo.
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como punto de partida de la demostracién.ﬁ Esta es quizas la principal
diferencia entre Hilbert y Euclides.

En consecuencia, la inica manera de edificar la teoria es mediante el
despliegue légico de lo dicho en los axiomas. Esto llevé a Hilbert a dos
cosas:

a) A establecer como tinica condicién exigible a una teoria el que sus
axiomas no sean contradictorios entre si, y

b) A elaborar un criterio sui generis de existencia matematica —el
cual sigue vigente en nuestros dias—: en una teoria podemos admi-
tir como existente todo aquello que no sea contradictorio con los
axiomas.

En otras palabras, para Hilbert la consistencia es el inico fundamento
de las teorias matematicas, lo que las hace posibles como tales. Con ello
abre las puertas a una gran diversidad de teorias, sin la necesidad de
saber si son descriptivas de algiin tipo de realidad.

En cuanto a (b), en la carta a Frege de 1899 Hilbert se expresa de
la siguiente manera: «De la verdad de los axiomas usted deduce que
no pueden contradecirse entre si, mientras que yo, por mi parte, creo
lo contrario, que cuando los axiomas no se contradicen entre si, por
ese motivo son verdaderos, y por ese motivo los objetos que definen
existen.»[5, p. 41].

Dichas ideas provienen de Cantor, quien en 1883 escribié: «La ma-
tematica es enteramente libre en su desarrollo, y sus conceptos solo
se ven restringidos por la necesidad de ser no contradictorios y estar
coordinados con los conceptos previamente introducidos mediante de-
finiciones precisas. [...] La esencia de las mateméticas reside en su
libertad.» (Citado en [I3], pp. 1358-59]).

Desde este nuevo punto de vista la matematica se mira como la cien-
cta de lo posible, donde por posible se entiende aquello que no lleva a
contradiccion. En particular, con ello Hilbert busca legitimar la teoria
de los nimeros transfinitos, «el paraiso que Cantor ha creado para no-
sotros», sin la necesidad de precisar sus objetos (la referida existencia
solo lo es en un sentido matemaético, no real)ﬂ

En cuanto a la consistencia de los axiomas de la geometria, Hilbert
dedica el segundo capitulo de [10] a esta cuestién. Los resultados obte-
nidos fueron parciales: lo inico que logré fue una prueba de consistencia

26Las siguientes son algunas expresiones que se han utilizado para referirse a los axiomas y a
la teorfa en general: «recipientes vacios» (Pasch), «sistemas de objetos no interpretados» (Curry),
«teorfas hipotético-deductivas desligadas de toda interpretacién concreta posible» (Weyl).

27La cuestién de probar la consistencia de las més importantes teorfas matematicas, incluyendo
la de Cantor, se volvié prioritaria para Hilbert. Fue asi que en los afios veinte elaboré un ambicioso
programa tendiente —en sus propias palabras— a «eliminar en forma definitiva el problema de los
fundamentos de las mateméticas» mediante pruebas de consistencia absolutas.
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relativa, al mostrar que una inconsistencia en ella llevaria a una incon-
sistencia en el sistema de los niimeros algebraicos. Lo que no pudo fue
probar de manera absoluta la imposibilidad de deducir una contradic-
cion a partir de dichos axiomas.

10. Palabras finales

Si bien hemos presentado el punto de vista de Hilbert como si fuera algo
propio, en realidad en él sintetiza diversas ideas acerca de las matemati-
cas que se fueron perfilando en su tiempo. El que no hayamos tomado
en cuenta el contexto historico en que Hilbert desarrollé sus ideas se
debe a nuestro proposito inicial: comparar los puntos de vista clasico
y moderno respecto a la geometria —y a las matematicas— tomando a
Euclides y Hilbert como ejemplos representativos.

La postura de Hilbert refleja en gran medida el cardcter de la ma-
teméatica de su tiempo, de la cual fue un artifice. Cuando decidié in-
vestigar los fundamentos de la geometria ya habian entrado en escena
cuestiones como, por ejemplo, las geometrias no euclidianas, la teoria
de los niimeros transfinitos de Cantor y el dlgebra abstracta junto con el
estudio de nuevas estructuras como los grupos, los anillos, las dlgebras
de Boole o los cuaternios de Hamilton, lo cual alent6 a la colectividad
a repensar la matematica, sus métodos y objetivos. Un rasgo distintivo
de la matematica de su tiempo fue la tendencia a la abstraccién. Por
ejemplo, la teoria de grupos no es acerca de un orden particular de
objetos, sino acerca de cualquier cosa que tenga estructura de grupo.
Se trata de una nociéon muy general, la cual se aplica a los movimientos
rigidos en el espacio, a las simetrias de las figuras, a la estructura adi-
tiva de los nimeros enteros, a la deformacién de curvas en el espacio,
a las operaciones con matrices en el algebra lineal, a las clases residua-
les médulo n, a las funciones biyectivas continuas de un intervalo de
reales sobre si mismo, etc. Lo tinico que se pide es la posibilidad de
combinar dos objetos de cierto tipo para obtener uno mas. V. gr., dos
movimientos rigidos consecutivos dan lugar a un movimiento rigido, la
suma de dos nimeros es otro nimero, la deformacién de la curva que
resulta al deformar una curva inicial, es otra deformacién de la curva
inicial. En este sentido Hilbert no actué en forma aislada, sino que en
su obra cristalizé el espiritu de la matematica de su tiempo. No obs-
tante, adentrarnos en estas cuestiones habria requerido de un ensayo
mucho méas extenso que el presente escrito. Al respecto el lector podra
consultar [12] 16}, [17].
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