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Resumen
En este trabajo se aborda el problema de Langford, se describe
formalmente el problema y su generalizacion, posteriormente
se analiza cuando es que existen soluciones y finalmente se
muestra un programa codificado en el lenguaje de programa-
cion prolog, usando el algoritmo de bisqueda en profundidad
para encontrar soluciones.

1. Introduccion

En la década de 1950 [6], el matemético escocés C. Dudley Langford
descubrié un problema muy curioso e interesante mientras observaba a
su hijo que jugaba con cubos de colores. A Langford le llamé mucho la
atencion la configuraciéon que el nino les habia dado. Noté que habia
tres cubos entre un par de cubos amarillos, dos cubos entre un par de
color azul y un cubo entre otro par de color rojo [2]. El arreglo es el
siguiente:

[ Amarillo | Rojo | Azul [ Rojo | Amarillo | Azul |

Figura 1: Instancia del problema de Langford

2. El problema de Langford

Asignando un niimero a cada color, podemos transformar esta casuali-
dad en un problema de ordenamiento. En este caso el problema consiste
en arreglar pares de nimeros del 1 al 3 tal que entre el par de 3’s haya
3 ntmeros, entre el par de 2’s haya 2 niimeros y entre el par de 1’s haya
1 nimero. La solucién se muestra en la figura 2:
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Amarillo | Rojo | Azul | Rojo | Amarillo | Azul
3 1 2 1 3 2

Figura 2: Instancia con tres digitos del problema de Langford

Si se hace un pequeno ejercicio, podemos percatarnos que, para este
caso, sélo existe una sucesion sin tomar en cuenta la sucesién simétrica
es decir: si tenemos la sucesion (3,1,2,1,3,2), la sucesién simétrica es
(2,3,1,2,1,3). Podemos preguntarnos ahora si seria posible encontrar
una configuracién similar pero agregando un par de cubos con un color
distinto a los ya puestos. Hallaremos que se cuenta con s6lo una sucesion
que cumpla con estas caracteristicas, ademas de la simétrica. Observe
la siguiente figura:

Verde | Rojo | Amarillo | Rojo | Azul | Verde | Amarillo | Azul
4 1 3 1 2 4 3 2

Figura 3: Instancia con cuatro digitos del problema de Langford

2.1. Descripcion de L(2,4)

A manera de introduccion a la formalizacion del problema de Langford,
a continuacién se describe en lenguaje natural la instancia L(2,4).

Consideremos la solucién de L(2,4) a la que denotaremos como una
cadena (o arreglo) cuyos miembros estan ordenados de tal manera que
cumplen con las siguientes restricciones:

1. Los miembros del arreglo son exclusivamente niimeros naturales.
Los ntimeros estan entre el 1 y el 4, inclusive.

Cada numero se repite exactamente 2 veces.

-~ W N

Entre el par de nimeros k£ hay exactamente k nimeros para todo
k=1,234.

2.2. Descripcién formal de L(2,n)
Sea k,n € N, con 1 < k <nyn > 3. Una cadena Langford se define

como sigue [4]:

L(2, n) = (lﬁ, k‘g, k’g, ceey k‘zn)
tal que:
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[\

. la longitud de L(2,n) es 2n,
3. el elemento k; ocurre exactamente 2 veces y

4. si k; =k;, entonces j —t=k; +1

2.3. Descripcion formal de L(m,n)

Ahora que conocemos mas el problema, podemos pensar en que los
elementos de una cadena de Langford jpueden ocurrir mas de dos veces!
El problema de Langford ha sido generalizado para cualquier cantidad
de nimeros y cualquier cantidad de repeticiones de los nimeros [3].
Observe el siguiente ejemplo:

L(3,9) = (3,4,7,9,3,6,4,8,3,5,7,4,6,9,2,5,8,2,7,6,2,5,1,9,1,8,1)
La descripcién de L(m, n) serd muy similar a la de L(2,n). Veamos.

Sea k,m,n € Nycon1 < k <n,m > 2yn > 3. Una cadena
Langford se define como sigue:

L(m, n) = (lﬁ, kg, kg, ey kmn)

2. la longitud de L(m,n) es mn,
3. el elemento k; ocurre exactamente m veces y
4. si k; = kj, entonces j — ¢ = k; + 1.

Dicho esto, ahora podemos preguntarnos ;Para qué valores de n y
m es posible encontrar solucién(es)? Y més atn complicado que eso,
podemos preguntarnos: ;Cudntas soluciones diferentes hay (sin contar
las soluciones simétricas)?

Resulta interesante saber que L(2,3) y L(2,4) tienen sélo una so-
lucién (sin contar la solucién simétrica). Resulta atin més interesante
que para L(2,5) y L(2,6) no hay solucién, mismo que se puede verificar
con un ejercicio y algo de tiempo. Sin embargo L(2,7) y L(2,8) tienen
26 y 150 soluciones respectivamente [6, [4].
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Aunque se ha descrito L(m,n), en el resto del documento sélo se
trata L(2,n). A continuacién se explicard cuando existe solucién para
cadenas de Langford del tipo L(2,n).

3. [Existencia de soluciones para L(2,n)

Roy O. Davies [1] argumenta cudndo es posible encontrar soluciones. El
argumento dado se basa en la observacion que, dado un ntimero k en el
arreglo, si la primer ocurrencia de k esta en la posicién p;. , entonces el
siguiente estd en la posicién pp+k+1, para k = 1,2, ..., n. Observemos
lo siguiente:

{pkspe +k+1|k=1,2,....n} ={1,2,...,2n},

es decir, pp v pr + k+ 1 para k = 1,2,...,n son los mismos nimeros
del arreglo (1,2,...,2n) que representan las posiciones en la cadena de
Langford. Entonces,

n n 2n
Zpk-i‘Z(pk—i-k—ir 1) = Zh
k=1 k=1 k=1

luego
= 2n(2n + 1)

> @prtk+1)=

k=1

2

Distribuyendo la suma anterior obtenemos:

Zka+Zk+n:n(2n+1),
k=1 k=1

y despejando la primer suma, resulta

n

3n%—n
QZP'F 9
=1

Factorizando el lado derecho de la igualdad anterior y sabiendo que
el lado izquierdo de la misma igualdad debe ser un ntmero entero,
conseguimos:

- n(3n —1
Zpk:%.
k=1
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Sélo bastaria encontrar los valores de n para los cuales el resultado
es un numero entero positivo y esto ocurre si y solo si n es de la forma
4r o 4r — 1, donde r es un numero entero positivo.

A continuacién se hace referencia a algunos trabajos realizados sobre
el problema de Langford y se presenta un algoritmo exhaustivo para
encontrar soluciones.

3.1. Resultados previos

Sobre el problema de Langford ya se han realizado estudios y se encuen-
tran publicados trabajos importantes, tal como el método algebraico de
Godfrey para encontrar soluciones, este método es tratado con mas de-
talle en [3]. En [3] también se propone la resolucién del problema de
Langford de dos maneras, a saber: la primera lista las soluciones me-
diante un programa escrito en lenguaje C' y la biblioteca OpenMP,
usando un algoritmo secuencial paralelizado y memoria compartida; la
segunda lista las soluciones mediante un programa también escrito en
lenguaje C' pero con la biblioteca MPI, éste usa el método algebraico
de Godfrey. En [4] se presentan otros dos programas que encuentran
soluciones al problema de Langford.

Para tener una nociéon de lo complejo que es el problema de Lang-
ford, se presentan los siguientes datos. En [2] es mencionado que le
tomé dos anos y medio a una computadora, cuyo procesador era de
300MHz, conocer L(2,19) en el ano 1999. En cambio en el segundo
trabajo presentado en [3] en el afio 2004, se reporta que para resolver
L(2,19) tomé entre 149 y 162 minutos para encontrar las soluciones
usando 8 procesadores; y entre 18 y 34 minutos usando 64 procesado-
res cuya frecuencia no es mencionada.

Por otro lado, el primer programa presentado en [3] tardé 40 minu-
tos en encontrar L(2,20), usando 128 procesadores. El segundo progra-
ma presentado en [3] tomo casi 38 minutos en resolver L(2,20), usando
128 procesadores.

Hasta el momento, segiin las referencias consultadas, se conoce cual
es el numero de soluciones de L(2,24), los siguientes casos abiertos
son L(2,27) y L(2,28). En la siguiente tabla se muestran el nimero
de soluciones para L(2,3) y hasta L(2,24). Para conocer esta tabla en
detalle consulte [6].

3.2. Encontrando soluciones para L(2,n)

A continuacion se propone un algoritmo -exhaustivo- que fue codifica-
do en el lenguaje de programacién prolog, utilizando el algoritmo de
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n L(2,n)
3 1
4 1
7 26
8 150
11 17,792
12 108,144
15 39,809,640
16 326,721,800
19 256,814,891,280
20 2.636,337,861,200
23 | 3,799,455,942,515,488
24 | 46,845,158,056,515,936

Cuadro 1: Nimero de soluciones para L(2,n)

busqueda en profundidad para encontrar soluciones de L(2,n).

En un algoritmo de busqueda debemos definir un estado inicial,
alguna manera de pasar de un estado a otro y un estado meta [5].
Definiremos a continuacion estos elementos para nuestro problema.

3.2.1. Estado inicial

La cadena “vacia” |z, z,z, x, x, x| representa nuestro estado inicial.

3.2.2. Conjunto de estados

Si se tiene la cadena [z, z,z, x, x, z| los posibles estados siguientes son:
1z, 1, z,z, 2], [x,1,2,1,z,2], [v,z,1,2,1, 2], [v,2,2,1,2,1], [2, 2, x,
2z, x|, [v,2,2,2,2, 2], [v,x,2,x,2,2], [3,z,2,2,3,x] y [x,3,z,x,x,3]
En cambio si se tiene la cadena [3,x,z,x,3,z|, los posibles estados
siguientes son: [3,1,z,1,3,z], [3,z,2,1,3,1] y [3, 2,2, z,3,2].

3.2.3. Estado meta

Aquella cadena que cumpla las restricciones mencionadas en la seccién
2.2. Por ejemplo [3,1,2,1,3,2] o [2,3,1,2,1,3] (la solucién simétrica)
son estados meta.

3.2.4. Algoritmo exhaustivo para encontrar soluciones a L(2,n)

Para implementar un algoritmo que genere los estados, se propone de-
clarar algunos predicados (en el lenguaje de programacién prolog) que
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hagan lo siguiente:

1. Recibir un arreglo y encontrar la longitud de éste.

2. Generar una lista [1,2,3,...,1], donde [ es la longitud del arreglo
recibido.

3. De la lista generada, encontrar todos los nimeros que no son
miembros del arreglo recibido.

4. Insertar todos los nimeros no-miembros en lugares no ocupados
del arreglo recibido.

5. Insertar el mismo nimero no-miembro en la siguiente posicion,
segun las restricciones de la seccion 2.2 de este documento.

Cabe mencionar que esta implementacién es meramente didactica.
Por otro lado, no se tomaron tiempos de ejecucion de esta implemen-
tacion debido a la forma en que opera el intérprete de prolog. A conti-
nuacion se muestra la implementacion de los predicados enunciados en
esta seccion.

3.2.5. C(Cbdigo fuente del algoritmo presentado

Tt loToto o ToTo o T To o o o o o o T o o T o o o
% Archivo: langdf.pl %
% Autor: Erick Serratos

Tototo o T ToTo o o o T To o o o o o Jo o o o oo
%Esto es un comentario

% Este predicado genera una lista que contenga los d{\’\i}gitos del N al M (N <= M)
genera(N, N, [N]):- !.

genera(N, M, [N|Resto]):- N<M,

Aux is N+1,

genera(Aux, M, Resto).

% Este predicado dice si la posici\’on Pi est\’A ocupada en la lista N|NS
esta_ocupada(Pi, [NINS]):- Pi == 1,

N \= x;

Pf is Pi-1,

esta_ocupada(Pf, NS).

% Este predicado inserta un numero X en la posicil’on P de la lista L|LS
inserta(X,1, [L|LS], [XILS]):- !.

inserta(X,P, [L|LS], [L]ZS]):-PAux is P-1,

inserta(X, PAux, LS, ZS).

% Ahora, se debe:

% Encontrar la longitud de la lista inicial L y ponerlo en la variable Longitud
% Generar una lista del tipo [1, 2, 3, ..., Longitud]

% Encontrar todos los n\’umeros que no son miembros (NM) de la lista actual L

% Insertar todos los no miembros (NM) en lugares no ocupados en L

% Insertar otro no miembro en la posici\’on donde que le corresponde
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% Poner el estado siguiente en la lista S

siguiente_estado(L, S):-length(L, Longitud),
genera(1l, Longitud, LAux1),
es_miembro(Pi, LAux1),
es_miembro(NM, LAuxl),

not (es_miembro(NM, L)),

not (esta_ocupada(Pi, L)),

NM =< Longitud /2,
inserta(NM, Pi, L, LAux2),

Pf is Pi+NM+1,

not (esta_ocupada(Pf, LAux2)),
inserta(NM, Pf, LAux2, S).

%Dado el m\’etodo que utilizamos, basta que el caracter ’x’
%no sea miembro de nuestra lista para que generemos una soluci\’on.

%Dice si se llego al estado meta
meta(N) : —es_miembro(X,N),
X \= x.

A continuacién se muestra la implementacién del algoritmo de busque-
da en profundidad, dicho cédigo utiliza al anterior para obtener el si-
guiente estado y asi encontrar una meta.

T T ToToTo oo o to oo o o o o o o T T T T T To To o ot o o o o o

% Autor: Dr. Ren\’e Mac Kinney Romero 7

T I ToToTototototo oo o o o o o o oo o T T T To T T To T o T 1o 2 o o o

%Este codigo encuentra soluciones con el algoritmo de b\’usqueda en profundidad

solucion(N, [N], R):- meta(N).

solucion (N, [N|Solucioni], R):-not(member(N, R)),
siguiente_estado(N, N1),
solucion(N1, Solucionl, [N|R]).

solucion (N, S):-solucion(N, S, []).

%Dice si X es miembro de la lista
es_miembro(X, [X[|Xs]).
es_miembro(X, [Y|Ys]):- es_miembro(X, Ys).

%fin de archivo

4. Resultados

A continuacion se presentan los resultados de la ejecucién del programa
para :

?- sol([x,x,x,x,x,x],L).
[[x,x,x,x,x,x],[1,x,1,x,x,x]] 7 ;
[[x,x,x,x,x,x],[1,x,1,x,x,x],[1,2,1,x,2,x]] ? ;
[[x,x,x,x,x,x],[1,x,1,%x,x,x],[1,3,1,%x,%x,3]] ? ;
[[x,x,x,x,x,x],[2,x,%x,2,x,x]] 7 ;

| Y e
|
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[[x,x,x,x,x,x],[2,x,x,2,x,x],[2,3,x,2,x,3]1] 7 ;

[[x,x,x,x,x,x],[2,x,x,2,x,x],[2,3,x,2,x,3],[2,3,1,2,1,3]]

[[x,x,x,x,x,x],[2,x,x,2,x,x],[2,x,1,2,1,x]] 7 ;

[[x,x,x,x,x,x],[2,x,x,2,x,x],[2,x,1,2,1,x],[2,3,1,2,1,3]]

[[x,x,x,x,x,x],[3,x,x,%x,3,x]1] 7 ;
[[x,x,x,x,x,x],[3,x,x,x,3,x],[3,1,x,1,3,x]1] 7 ;

[[X,X’X,X,X,X] b [3)X9X’X93’X] b [3’1,X’1,3’X] b [3’1,2’1)3}2]]

[[x,x,x,x,x,x],[3,x,x,x,3,x],[3,x,2,x,3,2]] 7 ;

[[x,x,x,x,x,x],[3,x,x,x,3,x],[3,x,2,x,3,2],[3,1,2,1,3,2]]

[[x,x,x,x,x,x],[3,x,x,x,3,x],[3,x,x,1,3,11]1 7 ;
[[x,x,x,x,x,x],[x,1,x,1,x,x]] 7 ;
[[x,x,x,x,x,x],[x,1,x,1,x,x],[3,1,x,1,3,x]] 7 ;

[[x,x,x,x,x,x],[x,1,x,1,x,x],[3,1,x,1,3,x],(3,1,2,1,3,2]]

[[x,x,x,x,x,x],[x,1,x,1,x,x],[x,1,2,1,x,2]] 7 ;

[[X,X,X,X,X,X] s [X,l,X,l,X,X] s [X’1’2;1:X12] s [3)1:211’3,2]]

[[x,x,x,x,x,x],[x,2,x,x,2,x]] 7 ;
[[x,x,x,x,x,x],[x,2,x,x,2,x],[1,2,1,x,2,x]] 7 ;
[[x,x,x,x,x,x],[x,2,x,x,2,x],[x,2,x,1,2,11] ? ;
[[x,x,x,x,x,x],[x,3,x,x,x,3]] 7 ;
[[x,x,x,x,x,x], [x,3,%x,x,x,3],[1,3,1,%x,%x,3]] ? ;
[[x,x,x,x,x,x], [x,3,%,%,x,3],[2,3,x,2,x,3]] 7 ;

~

[[x,x,x,x,x,x], [x,3,x,x%,x,3],[2,3,%,2,x,3],[2,3,1,2,1,3]]

[[x,x,x,x,x,x], [x,3,x,x,x,3], [x,3,1,x,1,3]] 7 ;

[[X,X’X,X’X’X] s [X,S,X,X,X’3] b [X’S’lix,lﬁs] b [2’3,1!2,1’3]]

[[x,x,x,x,x,x], [x,x,1,x,1,x]] 7 ;
[[x,x,x,x,x,x],[x,x,1,x,1,x],[2,x
[[x,x,x,x,x,x], [x,x,1,x,1,x],[2,x
[[x,x,x,x,x,x],[x,x,1,x,1,x],[x,3,
[[x,x,x,x,x,x],[x,x,1,x,1,x],[x,3
[[x,x,x,x,x,x], [x,x,2,x,%x,2]] 7 ;
[[x,x,x,x,x,x], [%,x,2,%,x,2],[3,x,2,x,3,2]] 7 ;

,x11 7

PR R ]

,311 7

PR

PR EA ]

[[x,x,x,x,x,x], [x,x,2,x,x,2],[3,x%,2,x,3,2],[3,1,2,1,3,2]]

[[x,x,x,x,x,x], [x,x,2,x,x,2],[x,1,2,1,x,2]1] 7 ;

[[X,X’X,X,X,X] b [X,X,Q,X,X’Q] b [X’1,2’1,X’2] b [3’1,2’1)3}2]]

[[x,x,x,x,x,x], [x,x,x,1,x,1]] 7 ;
[[x,x,x,x,x,x], [x,x,x,1,x,1], [3,x,x,1,3,1]1]1 7 ;
[[x,x,x,x,x,x], [x,x,x,1,x,1],[x,2,x,1,2,11] 7 ;

1,2,1
,1,2,1,x1,[2,3,1,2,1,3]]

1,x,1

1,x,1

’3] b [2’3,1’2,1}3]]

33

En estos resultados podemos notar que la primera columna es el
nodo rafz del Arbol de busqueda generado por el intérprete de prolog y
la ultima columna son las hojas que representan una solucién a nuestro
problema.

Trabajo a futuro

Se puede optimizar el codigo pues se genera una solucién y la solucién
simétrica, ambas en mas de una ocasion.
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El lenguaje de programacion prolog, soporta el uso de sockets, por
lo que, si se desea, se puede hacer una implementacion de una interfaz
grafica en otro lenguaje de programacion y comunicar ambos programas
a través de sockets.
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