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Karl Weierstrass (1815-1897) tenia 40 afios de edad cuando publicé
su primer articulo de matematicas y 70 cuando publicé el articulo en
el que tenemos interés, el que trata sobre el teorema de aproximacién.

1 Aproximacién por polinomios.

En los cursos de célculo se nos ensefia que una funcién analitica puede
ser escrita como una serie de potencias

f(l‘) = i anz",
n=0

la cudl converge uniformemente a la funcién f en un cierto intervalo.
Si se considera la sucesién {0,} de sumas parciales de la serie de
potencias, tenemos

on(z) =ag+ a1z + ... +a,z™

Asi, dado € > 0 existe un nimero N(¢) € N tal que || f — on ||< € para
cada n > N. Podemos decir entonces que dado un intervalo existira un
polinomio que aproxima, uniformemente, a la funcién f arbitrariamente
bien.

La pregunta natural es saber si esta aproximacioén se sigue cum-
pliendo para la funcién f cuando sélo es continua.
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Nuevamente en los cursos de cdlculo nos ensenan que en general no
es posible aproximar f de esta manera, dado que las series de poten-
cias representan funciones infinitamente derivables, mientras que una
funcién continua no necesariamente es derivable.

De hecho, nos dan como ejemplo algo catastréfico, una funcién h(z)
que es infinitamente derivable en cualquier punto y que no puede ser
escrita como

o0
h(z) =Y a,z" en |z| < ¢, parac >0,
r=0

esta funcién es:

h(z) = exp(-1/z%), T #0
h(0) = 0.

Sin embargo, Weierstrass fue capaz de probar el siguiente teorema:

Sean a y b tales que—0o < a < b < oo y supongamos que f es
continua en [a,b]. Entonces, dado € > 0, eziste n € N y un polinomio
p(z) de grado n tal que || f —p ||< e.

Es decir, que podemos aproximar a f uniformemente por poli-
nomios.

La demostracién se encuentra en {25].

Existen por supuesto muchas demostraciones de tan importante re-
sultado. Una excelente referencia es el libro de Korner [11] y, de hecho,
en la siguiente seccién seguiremos las ideas de Korner, que a su vez
siguen las de Weierstrass.

2 Ecuacion del calor.

Joseph Fourier naci6 en 1768, a los 36 anos de edad empez6 a estudiar
la propagacién del calor y en 1807 presenté su trabajo a la Academia
de Francia, el cual fue rechazado. Finalmente, en 1822 su trabajo fue
publicado, practicamente sin cambio alguno.

Para entonces los resultados fisicos y matematicos de su teoria ya
tenian una aceptacién general.

Asi que Weierstrass se encontraba con un conocimiento profundo
sobre la solucién de la ecuaciéon del calor:

0 0%¢
5‘t—($,t) = ka—xz'(x,t) (1)
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paraz € R;t > 0 y con condicién inicial
#(z,t) = G(z) sit — 0F.

Este conocimiento le permiti6 saber que:
Si G : R — C es una funcién acotada uniformemente continua, y si
#(z, 1) es la convolucién

1 1
#(z,t) =G« [\/_Z_WE(\/—ﬁm)] ,

donde E(z) = (2m)~'/2 exp(;2”—2), entonces ¢ es una funcién infinita-
mente derivable en R x R* tal que:

é(z, ZW G(a: y) exp(—y*/2kt)dy, (z,t) € R x R*

., 09 ¢
i) 5{(:]:’ t) = k8 2(:1: t)
ii) ¢(z,t) = G(z) uniformemente en z si t — o*.

Esta es la herramienta que él usé para probar su teorema. La de-
mostracién en [11] sigue practicamente las ideas de Weierstrass. Basi-
camente, la demostracién se basa en el hecho de que la funcién

(:L') = —\/_— exp(—k2x2/2)

puede ser aproximada uniformemente por polinomios

@) =73 (55)

(se sugiere al lector dibujar Ex(z), para algunos valores de k).
Después se usa el hecho de que la convolucién de la funcién G con
®2n converge a la convolucién de G con Ei(z), y la observacién de que
G * ()5, son polinomios.
Otros libros que mencionan este tipo de demostracién son Colton
[3] y John [10].
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3 Polinomios trigonométricos.

Posteriormente vino un joven de apellido Fejer, el cual a los 19 ahos
de edad dio una nueva demostracién, ésta vino aproximadamente diez
afios después de la de Weierstrass, ver [6], [11], [26]. '
La herramienta principal de Fejer se basa en notar que si las sumas
parciales
Z f ) exp(irt)
r=-—-n

de una serie de Fourier no convergen, sus promedios

1 n+1

O'n(f,t) = n+1 z:osj(fat),
j=

se pueden comportar mejor y que un limite de Cesaro debe tomar el
lugar del limite usual.

Ademas,
1 2 k i
n\Jsl) = 5~ t— n
onlft) = o= [ = )ka(v)dy
| donde
(n+1)s]?
1 |sen—5—
kn(s) = < 8 #0

n+1 2
sen2
k,(0) = n+1

(Quizés el lector deberia dibujar algunas de estas funciones ky(s)).

Asi, Fejer prob6 que si f es continua, se puede aproximar uniforme-
mente por polinomios trigonométricos y estos a su vez por polinomios.
Bosquejamos la prueba a con’cinuacion

f(t) se aproxima por Z a,e™ y a su vez la exponencial e se
r——n
m(r)

k
aproxima por Z L'IQ—.

Entonces, el pohnomlo aproximante a f sera de la forma

(zrt)’c

p(t) = ZZ '

r=—-n

Los detalles pueden ser encontrados, por ejemplo, en [11] o ser suplidos
por el lector.
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4 QOtras demostraciones.

En 1908 Landau [13] y Lebesgue [17] dieron sendas demostraciones
al Teorema de Wierstrass. La demostracién de Landau aparece en
textos como [15] y la de Lebesgue en Courant y John [4] y Hobson [7].
En Hobson encontramos referencias a otras demostraciones por Runge,
Picard, Volterra, Mittag-Leffler y también Lerch. Otra demostracién
mads, en base a la teoria de semigrupos, se puede encontrar en el libro
de andlisis funcional de Riesz y Sz.—Nagy [22].

5 Bernstein.

Desafortunadamente estas demostraciones no son constructivas, pero
Bernstein en 1912 [1] di6 una demostracién constructiva.

Restringiéndonos al [0, 1] los polinomios de Bernstein vienen dados
por:

(Bnf)(z) = Zf( )( )z’(l o) n=1,2,...

y estos convergen uniformemente a f en [0, 1].

Una propiedad importante de estos polinomios es que se asemejan
mucho a la funcién f, en el sentido de que si f(z) es k veces derivable
en [0, 1], entonces

| f® —p® ||—= 0sin - co.

Claro que en esta vida nada es gratis, y la bondad de los polinomios de
Bernstein se paga con la lentitud con que la sucesién converge.
Para ver esta debilidad, consideremos el caso en que f(z) = % es
posible probar que
lim n[By(z) — 7% = z(1 — z),

n—oo

entonces By, (z) — z? = Lz(1 — z) para n grande.

Asi que el error no decrece rapidamente. Para n = 1000 todavia
tendriamos errores en la tercera cifra decimal.

Para casi todas las aplicaciones estos polinomios no son de mucha
utilidad y otras herramientas tienen que ser usadas. Una de éstas, en
la norma del sup, es el algoritmo de Remes [20].
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En general, para aproximar funciones se utilizan muy diversas herra-
mientas y éstas dependen generalmente de la norma en uso. Excelentes
referencias para este tema son [5], [21], [14], una referencia mas moderna
es [9].

Las necesidades han llevado a buscar extensiones y generalizaciones
al teorema de Weierstrass. Una de estas generalizaciones es debida a
M.H. Stone [23], la cuél ha tenido importancia tedrica, pero desde el
punto de vista de aplicaciones no es muy ttil. Otras herramientas de
aproximacién que han sido usadas y con mucho éxito son los Splines
(Cerchas en espaiiol), los elementos finitos, las funciones racionales y
los aproximantes de Padé [2], [9], [24].

Otra linea fue desarrollada por Korovkin [12], al notar que los
polinomios de Bernstein podian ser vistos como operadores lineales
monétonos [9)].

6 Ncleos.

Las diferentes demostraciones del Teorema de Weierstrass, a través del
tiempo, han demostrado que tienen cosas en comin y es asi que ahora
se puede hablar de una demostracién basada en las propiedades de
nicleos o sucesiones de Dirac (esperamos que el lector haya dibujado
las funciones k,, de Fejer y las Ej de la ecuacién del calor).

En esta seccién seguiremos los libros de Lang [15] y [16].

La gente aprendi6 que las propiedades importantes de las funciones
E, y las k,, eran las tres siguientes:

i) kn(z) > 0, para todo n y todo z.

i) Cada kn(z) es continua y

/ " ka(t)dt = 1

—00

iii) Dados € y 6 > 0, existe N tal que si n > N, entonces

/_:kn+/:ok,,<s.

Y si para una funcién continua a trozos se define f, como la con-
volucién de f y ky,; es decir,

fol@) =kt J@) = [ fE)hala—t)at
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entonces la sucesién f, aproxima a f en el siguiente sentido.

Si f es continua a trozos y acotada en un compacto S C R, entonces
fn converge a f uniformemente en S.

Las funciones k;, se llaman nicleos (Kernel en inglés).

El teorema de Weierstrass se obtiene ahora, considerando los nticleos
adecuados. Algunos ejemplos son:

a) Landau

(1—¢2)
Cn
ka(t) = 0, |t|>1

e
a
—_—

4+
~—

, It <1

1
Y Cn = / (1 — z%)"dz tal que

/_ 11 ko (t)dt = 1

b) Fejer o Cesaro

c) Poisson
Para0<r<«<1

aqui 7 — 1 en lugar de k — oo.

d) Ecuacién del calor
Parat>0yz €R

1
kt(.’lf) = k(IL', t) = WG /4

aqui ¢ — 0 en lugar de n — oo.

Una sucesién de funciones {k,} que satisfacen i), ii) y iii) se llama
una sucesiéon de Dirac. Las funciones k,, también son llamadas fun-
ciones suavizadoras (mollifiers en inglés) o regularizadoras ya que las
fa obtenidas son funciones mds suaves que f.
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Las funciones f, reciben también el nombre de integrales singulares,
ver [19].

De esta ultima referencia listamos las integrales singulares siguien-
‘tes:

a) Landau
Ln(z) = \/2/01[1 (b= ) f()dt, 0< 3 < 1

b) Poisson

1 /= 1—r2
P, =__/ Hat
@) 2m —w1—2rcos(t_x)+r2f( ydt, 0 <r<1

c¢) Vallée Pousin

Vn(:r)—2\/7_r/_7rcos { 5 }f(t)dt, —T<T<T
d) Kantorovié¢

n kE+l
kn(z) = (n+1) > chz®(1 - )"k [T f)dt, 0 <z <1
k=0 oy

n+1

7 Meétodos de Particulas.

En afios més recientes, la solucién a problemas relacionados con muchos
cuerpos ha llevado a la bisqueda de nuevos métodos numeéricos.

Una clase de estos métodos, utiles en plasmas, astrofisica, mecanica
estadistica y otras areas, lleva el nombre de método de particulas (Par-
ticle Method en inglés).

Muchas de las propuestas en este tipo de métodos han surgido gra-
cias a consideraciones puramente fisicas. Tan es asi que estos métodos
fueron considerados por muchos como algo ajeno al andlisis numérico.

Aqui sélo describimos brevemente un ejemplo, el lector podréd pro-
fundizar viendo las referencias (8], [18].

Consideremos que tenemos los valores de una funcién f(z) sola-
mente en los puntos z; = jh (j = 0,%1,...). Podemos obtener una
funcién interpolada f por medio de

flzy="h f: f(z;)L(z — zj, h),

j=—00
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donde

Ly <h
— h =
L(u, h) { 0, |ul>h,

para h suficientemente pequeina

~

f(z;) = f(z;)-

Esto sugiere definir un nicleo interpolador como:

fulz) = / °°°° Lz — o', h)f(z')da’ (2)

Ahora supongamos que deseamos resolver la ecuacién de continui-
dad de dimensién uno

dp(',t) = Op(z',t) ,
57 +v p =0, —co<zr <™

con condicién inicial

p(z',0) = G(2).

Multiplicando por el ntcleo de nuestro interés, de la forma
W(z — z’, h), y tomando la integral se tiene

/oo W(z —2',h) [%+v-§§] dz' =0

Integrando por partes obtenemos

dpn dpn
et — 3

la condicién inicial queda como:

pu(@,0) = [ " W(z - ', h)G(z)dz’ (4)
Si ahora usamos el niicleo interpolante (2), tendremos py(z;) = p(z;)
¥ (3) queda, aproximando la derivada, como

[p($i+l) t) - p(miy t)]

0
_ —0. 5
—p(z;,t) + v . =0 (5)

Ahora tenemos un sistema de ecuaciones ordinarias (5), sujeto a la
condicién inicial (4) que se puede aproximar por alguna cuadratura.
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Otros niicleos pueden ser usados, aqui s6lo queremos hacer ver qlie
en el fondo estos métodos lo que hacen es utilizar integrales singulares
y aproximarlas numéricamente, lo que no significa que es un trabajo
sencillo, pero se espera que los problemas obtenidos sean més tratables.

Aqui terminamos este escrito, esperando haber creado en el lector
la necesidad de leer algunas de las referencias citadas.
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