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Resumen

Se presenta un método para encontrar todos los posibles equi-
librios de Nash en juegos bimatriciales de dimensiéon m x 2
6 2 X n, es decir, cuando el nimero de columnas o de ren-
glones de las matrices de pago asociadas sea igual a 2. Este
método, aunque algebraico, utiliza la grafica de pagos espera-
dos para el jugador que dispone de m 6 de n alternativas, de
manera analoga al método grafico para resolver los llamados
juegos rectangulares.
A diferencia de los algoritmos existentes para calcular equi-
librios de Nash, el método aqui propuesto no es iterativo, ya
que va descubriendo, uno a uno, los pares de estrategias, en
general mixtas, que constituyen los citados equilibrios, sin te-
ner que preocuparse con asuntos como la convergencia del
proceso.
La justificacién de este algoritmo es la base de una de-
mostracion nueva del teorema de Nash, pero con argumentos
muy simples, inicamente validos para el caso particular de 2
renglones o 2 columnas. Asi, no es necesario hacer referencia
a la teorfa de puntos fijos, ni a ningin otro teorema elaborado
relacionado con funciones con las caracteristicas asociadas a
la funcién de pago esperado, E(x,y). Ademas, se demuestra
que existe un nimero impar de equilibrios de Nash siempre
y cuando el nimero total de éstos sea finito, para cualquier
pareja de matrices de pago Ay B.
Adicionalmente, es posible verificar la compatibilidad de las
expresiones que se obtienen en este trabajo, con las que apare-
cen en otros textos que abordan el problema de la solucion de
juegos bimatriciales para el caso mas simple, o sea, cuando
ambos jugadores disponen de solamente 2 alternativas.
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1. Planteamiento del problema

Considérese el juego bimatricial, denotado (A, B), donde A representa
la matriz de pagos asociada al jugador I, y B la matriz correspondiente
al jugador 11, ambas con idéntica dimension, mx 2, es decir, el jugador I
dispone de m estrategias puras, en tanto que el jugador I sélo dispone
de 2. El otro caso, cuando la dimension de ambas matrices es 2 X n,
tiene un andlisis completamente analogo.

En general, un equilibrio de Nash en estrategias puras es un par
(7%, ) que satisface

AN < AYi=1,..m , BL.<B.Vj=1,..n

es decir, ¢* es la mejor estrategia contra j*, y viceversa, j* es la mejor
estrategia contra ¢*. En otros términos, cuando el jugador 17 elige su
estrategia pura j*, al jugador I no le beneficia en nada cambiar de
estrategia, es decir, se puede quedar con su eleccion de ¢*; y al mismo
tiempo, si el jugador [ elige ¢*, el otro jugador no tiene incentivo alguno
para cambiar respecto a su eleccién de j*.

Es bien sabido que algunos juegos no tienen equilibrios de Nash
en estrategias puras o, por el contrario, pueden tener mas de uno. Sin
embargo, extendiendo la definicion a estrategias mixtas, el teorema de
Nash [1] afirma la existencia de al menos uno para cualquier juego bi-
matricial. Presentando los juegos como un arreglo rectangular de pare-
jas de valores, donde la primera componente es el pago que recibe el
jugador I, y la segunda es el pago que recibe I, he aqui algunos ejem-
plos:

(47 5) _17 7) (107 2) (67 8)
(37 _2) (107 5) (_27 3) (47 1)
0 3 4 12 6 -1 9 2
— A=\ 4 -1 10 6 , B = 5 7 28 1 equilibrio.
3 10 -2 4 -2 5 31
(3,9) (4,-1) 3 4 9 -1
(4,2)  (1,8) — A= 4 1 )1,B=1[2 8 ninguno.
(—=2,1) (5,0) -2 5 1 0
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Como el lector podra verificar, se puede proceder de la siguiente
forma para encontrar parejas de estrategias que constituyan equilibrios
de Nash: se determina, para la primera columna de A, la ubicacién
del valor maximo, es decir, en cudl renglén se encuentra, y observando
la posicién correspondiente en B, se verifica si el valor ahi encontrado
corresponde al maximo del renglon; en caso afirmativo, se ha encontrado
un equilibrio. Y se repite el mismo procedimiento para cada una de las
columnas de A.

Aplicando lo descrito al segundo de los ejemplos, se observa que
el maximo para la primera columna de A es 4, ubicado en el segundo
renglon, por lo que se va a la posicion de primera columna y segundo
renglon, pero en B, obteniendo 5, que no corresponde al méximo de ese
rengléon en B, por lo que ahi no hay equilibrio. Continuando, se descubre
que la posicion asociada al tercer renglén y segunda columna si satisface
las condiciones, por lo que esa posicién representa un equilibrio de Nash,
y es la unica.

El tercer ejemplo no posee ningin equilibrio en estrategias puras,
como se indica, pero, como se demostrard mas adelante, si existe uno
al considerar estrategias mixtas, por lo que se comienza recordando la
definicion del conjunto de tales estrategias para un jugador que dispone
de q estrategias puras:

q
Sq:{l/ERq|Zuk:1, v, >0, k=1,...,q}

k=1

Cada componente de v, vy, se interpreta como la probabilidad con
que debe elegirse la k-ésima estrategia pura. Una vez elegida una es-
trategia mixta x € S, por parte del jugador I,y y € S, por parte del
jugador I1, se pueden calcular los pagos esperados asociados a cada
uno de ellos mediante la funcion de pago esperado

Ea(z,y) =z Ay’
EB(xay) =z B yt>
por lo que se amplia la definicién para los equilibrios de Nash

(x*,y*) equilibrio de Nash

)
Ex(z,y*) < Ea(a*,y* )V €S,
y Ep(z*,y) < Ep(a*,y*) Yy €5,

Con las definiciones anteriores es posible plantear el problema que
se desea resolver de la manera siguiente: encontrar una pareja (z*, y*) €
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Sm X S, que satisfaga

max Fa(x,y") = Ea(z™, y")
€ S

y méx Eg(z*,y) = Eg(z*,y")
Y€ Sn

2. Caracteristicas del problema

Replanteando el problema para el caso m x 2, y utilizando la definicién
de las funciones de pago esperado, se puede expresar la busqueda de
equilibrios de Nash como el problema de encontrar parejas (z*,y*) €
S X Sy tales que:

max {z1 (A1 (y")") + 22(A2(y7)) + .+ 2 (An(y))} = 2" A ()" (1)

méx{(x*Bl)yl + (95*32)92} =
ye S2

mix {(«"(B' = B*))y1 + (¢ B*)} = 2" B (y")' (2)
0<y1<1
Examinando estas expresiones con atencion se pueden obtener guias
utiles para encontrar la solucion a los problemas planteados para cada
uno de los jugadores, ya que la primera, (1), indica que, dada una es-
trategia mixta y*, el jugador I debera seleccionar x* tal que maximice
su pago esperado. Pero la funcién a maximizar es lineal, y los coeficien-
tes asociados a las variables no son otros que los pagos esperados para
I cuando utiliza cada una de sus m estrategias puras, (A4;(y*)") , para
valores de ¢ desde 1 hasta m.
Es evidente que solamente se necesita determinar el maximo de esas
m cantidades, y si

z:HfaXm{(Al(y*)t)} = (Ax(y*)") para un solo indice k
entonces la solucion serd el x* para el que tnicamente la componente
de indice k vale 1, y el resto de las componentes valen 0. Si el maximo
no es unico, es decir, si éste se alcanza en mas de un indice, por ejemplo
k v g, entonces cualquier combinacién de valores no negativos de las
componentes k y ¢ cuya suma sea igual a 1 podra conformar vectores
x* alternativos, con el resto de sus componentes iguales a cero. Como
hay que resolver este problema para cada valor posible de y*, y como
ademds y* queda completamente definido si se proporciona su primera
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componente yj, entonces serd muy util una herramienta auxiliar, una
grafica que ayude a visualizar los pagos esperados para cada uno de los
renglones de A, en funcion de yj,

(Ai(y*)") = Alyi + AZys = (A} — ARyt + A2

La grafica es muy simple, ya que solamente es necesario visualizar
una parte, la que corresponde a valores de la abscisa y;, desde cero hasta
1. Asi, el i-ésimo segmento une el punto (0, A?) con (1, A}); y se trata
de identificar el segmento que se encuentre por arriba de los demas,
en ese punto, para cada valor posible de yi. Es interesante senalar que
para y; = 0 ese segmento corresponde al renglén, o renglones, donde
se ubique el maximo de la segunda columna de A, mientras que para
y; = 1 serd el renglén que contiene el maximo de la primera columna
de A, ambos con posibilidades de constituir equilibrios de Nash.

Respecto a la segunda expresién, (2), el problema es ain més simple
de resolver, ya que dado un vector z*, el valor maximo de la expresién,
que es una funcién afin, depende del signo del coeficiente de y}, x* (B! —
B?); si es positivo, el maximo se obtiene para y; = 1, si es negativo se
obtiene para yj = 0, y en el caso de que el coeficiente sea igual a cero,
entonces cualquier valor de yi puede ser seleccionado, lo que quiere
decir, en este ultimo caso, que no habria interés en cambiar el valor
elegido de .

Esta tltima observacion resalta la importancia de elegir cuidadosa-
mente x* cuando es posible asignar mas de un valor a dicha estrategia
mixta: definir * de manera tal que la cantidad z*(B' — B?) sea igual
a cero. Resumiendo: x* es una solucién al problema planteado por la
expresién (1), y para un valor dado de yj esta solucién es tnica cuando
es uno solo el segmento que estd por arriba de los demés, o existen
soluciones alternativas cuando el punto por arriba de los demas corres-
ponde a la interseccion de dos o mas segmentos; se analizan enseguida,
con detalle, ambos casos.

Caso 1. Cuando x* es solucién tinica, es decir, cuando para un valor
dado de yj el punto por arriba de los demés corresponde a un solo
segmento, el asociado a un renglén de la matriz A, y suponiendo que
sea el k-ésimo, entonces x* es un vector unitario, con el 1 ubicado en
dicha posicién. Asi, para que x*(B! — B?) sea igual a cero es necesario y
suficiente que B} = B%; equivalentemente, si los elementos del k-ésimo
renglén de B no son iguales, entonces z*( B! — B?) no serd igual a cero.

Caso 2. Cuando z* no es solucién unica, es decir, cuando para
un valor dado de yj el punto por arriba de los demds corresponde
a la interseccion de 2 segmentos asociados a renglones de la matriz



32 J. AcusTin CANO GARCES

A, y suponiendo que sean el i-ésimo y el j-ésimo, entonces x* serd un
vector con todos sus componentes nulos excepto estos dos. Ademas la
expresion

v*(B' = BY) = (B} — B?) + x;(B} - B?)

puede interpretarse como una combinacion lineal convexa de los valores
entre paréntesis, y es un hecho conocido que no se puede obtener el valor
0 si ambos valores tienen el mismo signo, es decir, si los renglones 7 y
7 de la matriz B son ambos crecientes, o ambos decrecientes. Si los
valores son de signo opuesto, entonces se deberia utilizar la estrategia
mixta x* que satisfaga

v} (B; — BY) +aj(Bj — Bj) = 2}(B; — BY) + (1 — 2})(B; — B) =

x(pl 2 1 2 1 2

2;(Bj = Bj = Bj + Bj) + (B; = Bj) =0
(B} — Bj)

(B = Bj + B} — B})’

. . _ ¥ 1 _ ok
lo que implica z] = r;=1-ux;

3. Método de solucion

El esquema del método, que de manera secuencial va descubriendo los
equilibrios de Nash en cualquier juego bimatricial de dimension m x2, es
muy simple: se inicia con una estrategia y* que se utiliza como entrada
para plantear y resolver el problema asociado a (1), obteniendo z*, que
a su vez sirve de entrada para el problema correspondiente a (2); si la
solucién a este ultimo es y*, entonces la pareja (z*,y*) constituye un
equilibrio de Nash, pero no lo sera si para obtener el 6ptimo se necesita
una estrategia mixta diferente a y*. Seleccionando el siguiente valor de
y* se repite el procedimiento, y asi continiia hasta terminar.

., Cémo se seleccionan los valores de y*? En parrafos anteriores se
mencioné que y* queda completamente definido si se proporciona su
primera componente y7, y que se pueden visualizar los pagos esperados
para cada una de las estrategias puras del jugador I, que corresponden
a cada uno de los renglones de A, en funciéon de yj,

(Ai(y")") = Ajyi + Afys = (A] — AD)yy + A7

Ya que tnicamente tienen sentido valores de yj entre 0 y 1, sola-
mente es necesario graficar los segmentos correspondientes, por lo que
el i-ésimo segmento unird el punto (0, A%) con (1, A}). Asi, para cada
valor posible de yi, empezando en 0 y haciendo un barrido hasta 1,
se trata de identificar los puntos que se encuentren por arriba de los
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Ejemplo 1

84

Al

A2

04 0.2 ) 02 04 06 08 1 12 14

Figura 1:

demaés, obteniendo, como es bien sabido [2], una funcién convexa, lineal
por pedazos, la que puede explicitarse como
F(yy) = max [(A] = A)y; + A]]

y cuya grafica, en el caso de los ejemplos 1 y 3 presentados al inicio de
este trabajo, corresponde a los trazos en linea mas gruesa que aparecen
en las figuras 1 y 2 respectivamente. Un concepto de fundamental im-
portancia en la aplicacion del algoritmo que sigue es el de punto de
quiebre, el cual se define a continuacién, para cualquier funcién F'(y),
continua, lineal por pedazos.

Definicion. (y, F(y)) es punto de quiebre de la funcién F(y) si
existe € > 0 tal que para todo h, 0 < h <e¢e, F'(y — h) # F'(y+ h).

La primera de estas gréficas sélo tiene un punto de quiebre y
los segmentos que forman la misma corresponden a los renglones 2 y 1
de la matriz A, en ese orden, mientras que para la segunda gréfica se



34 J. AcusTin CANO GARCES

Ejemplo 3

54

44

A1

04 02 0 02 04 06

Figura 2:

tienen dos puntos de quiebre, siendo los segmentos que conforman
esta gréafica los asociados a los renglones 3, 1, y 2, en este orden, de la
correspondiente matriz A. Naturalmente, existen casos en que la grafica
de F(y7) no tiene ningin punto de quiebre, lo cual sucede cuando la
matriz A posee una estrategia que domina a todas las demas. Habiendo
ilustrado lo que se entiende aqui como punto de quiebre, se procede
a la presentacién del algoritmo.

Algoritmo EquiNash

(0) Dadas las matrices A y B para un juego bimatricial, se obtiene
la grafica de la funcién

F(yy) = max [(A] = A)y; + A]]

en el intervalo [0,1]. Denotando (7)1, (¥7)2, - - -, (y7), las abscisas de los
q puntos de quiebre de la grafica, y definiendo (y])o = 0, (¥7)4+1 = 1,
se denota por 7, al indice del renglén de la matriz A que corresponde
al segmento de la gréfica que se encuentra entre (yi)r_1 v (y])r para
todo valor de k desde 1 hasta g + 1. Ir al paso (1).

(1) Se analiza lo que se tiene en y; = 0. De acuerdo con la grafica, la
estrategia dptima para el jugador I es 2* definida como zj, =1, ] = 0,
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j # i1. De acuerdo con los argumentos presentados para el Caso 1 en
la seccién 2, la estrategia de IT depende del signo de x*(B* — B?), es
decir, del signo de (B}, — B?):

a) (B}, — B?) > 0 No es equilibrio ( y; = 0 no es éptimo)

b) (B} — B}) < 0 Equilibrio (z*,y*) con y* = (0, 1)

¢) (B}, — B?) = 0 Equilibrio (z*,y*) con y* = (0, 1)

Para valores en el intervalo [(y})o, (y7)1], solamente en el caso c)
existirdn equilibrios (z*,y*), una infinidad de ellos, con y* = (v}, 1—y7)
para todo valor de ¥} en dicho intervalo. Establecer £ =1 e ir al paso
(2).

(2) Si k > ¢ ir directo al paso (3), si no, analizar lo que se tiene en
(y7)k. Ahora, de acuerdo con los argumentos presentados para el Caso
2 en la seccién 2, existe una infinidad de posibles valores de z*, y se
deberd escoger el que satisfaga x*(B* — B%) = 0, utilizando tinicamente
2 componentes no nulas, las asociadas a los indices i, € ;. 1; examinando
los valores en la matriz B se tiene que:

a) (B}, — B )(B; ., — B, ) > 0Noes equilibrio ( ¥} = (y{)x no es

Te+1 Tk+1
6ptimo)
b) (Bj — B;)(Bj,, — Bi.,) <0 Equilibrio (z*,y*) utilizando

v = () 1 — (y1)k)
.T* _ (B]%-i-l - Bé-‘rl)
" (Bl% - Bi + Bg+1 - Bli+1) ’

Lippr = 1— Lipy Ly = 0, J # ik, pt1

Para valores en el intervalo [(y})k, (¥])ks1], solamente cuando se

1 2\( Rl 2\ _ S g .
tenga (B;, — B )(B;,,, — Bj,,,) = 0 existirdn equilibrios (z*,y"), una
infinidad de ellos, con y* = (yf,1 — y;) para todo valor de y; en dicho

intervalo. Incrementar 1 a k y repetir el paso (2).

(3) Se analiza lo que se tiene en y; = 1. De acuerdo con la gréfica,
la estrategia 6éptima para el jugador I es z* definida como

* _ * . .
et = L, x;=0,7 F gyl

x
Una vez mas, de acuerdo con los argumentos presentados para el Caso
1 en la seccién 2, la estrategia de IT depende del signo de z*(B! — B?),

es decir, del signo de (By,, — Bz, ,):

a) (By,, — B2,;) <0 No es equilibrio ( %; = 1 no es éptimo)
b) (Byy1 — BZ,1) > 0 Equilibrio (z*,y*) con y* = (1,0) Terminar.
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Ejemplo 1

84

Al

A2

04 0.2 ) 02 04 06 08 1 12 14
Figura 3:

4. Ejemplos de aplicacion

Se aplicara el algoritmo EquiNash a los ejemplos 1 y 3 presentados en
la seccion 1 de este articulo, por lo que se reproduce la informacion en
este punto para facilitar el andlisis.

Ejemplo 1.

(gg g:ég)zﬁlz(g 2),32(3 é) 2 equilibrios.

El niimero de equilibrios de Nash mencionado aqui corresponde a
equilibrios utilizando tinicamente estrategias puras, los que pueden des-
cubrirse muy simplemente calculando el maximo en cada columna de
A, y verificando si en la posicién correspondiente en la matriz B se
tiene un méaximo en el renglén.

(0) Para iniciar, se obtiene la grafica de F'(y]), que ya se presenté en
la pagina 33, y que se reproduce en la figura 3.

Hay un punto de quiebre, por lo que ¢ = 1, y los indices de los
renglones de A son i; = 2,45 = 1. Se va al paso (1).
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(1) En y; = 0 se satisface la condicién b), (Bi — B2) = (2 -6) < 0,
por lo que ya se tiene un equilibrio (z*, y*) con y* = (0,1) y z* = (0, 1);
se establece k = 1 y se va al paso (2).

(2) Analizando el siguiente punto de quiebre (y;)i, se ve que se
satisface la condicién (Bs — B3)(B] — B?) = (2 -6)(4 —1) < 0, es
decir, se tiene un cambio de signo en las diferencias asociadas a los
segmentos que se cruzan en (yj);, por lo que se ha encontrado otro
equilibrio (z*,y*) con

. (B2 — B}) 1—-14 3
Lo = = = —
> (Bi-B}+B?-B) 2-6+1—-4 T’
o, 3 _4
i = —_— = —
! 7T
y obteniendo la abscisa del punto de quiebre, y* = (%, %) Se incre-

menta el valor de k en 1, por lo que se tiene k = 2, y como ya es mayor
que ¢, en lugar de repetir el paso (2) se va al paso (3).

(3) Para el ultimo valor, y; = 1, se observa que se satisface la
condicién (B — Bf) = (4 — 1) > 0, por lo que se tiene otro punto de
equilibrio (z*,y*) con z* = (1,0) junto con y* = (1,0). Terminar.

Las diferencias (B}, — B,?k), kE =1,..,q9 + 1 resultan fundamen-
tales para determinar si existen equilibrios asociados a los puntos de
quiebre, ya que solamente cuando se tiene un cambio de signo en-
tre dos diferencias consecutivas, la del segmento previo y la del que le
sigue, y solamente asi, se afirma la existencia de un equilibrio. Ademas,
podra haber un ntimero infinito de equilibrios asociados a un intervalo
entre dos puntos de quiebre, solamente cuando la diferencia corres-
pondiente sea nula, por lo que no los hubo en este ejemplo.

Ejemplo 3.

(3,9) (4,-1)
4,2) (1,8) —
(—=2,1) (5,0)
3 4 9 -1
A= 4 1 |,B=| 2 8 ninguno.
-2 5 1 0

El ntmero de equilibrios de Nash mencionado aqui corresponde,
como en el ejemplo anterior, a equilibrios utilizando tnicamente es-
trategias puras. Mediante la aplicacién del algoritmo se encontraran
todos los equilibrios, incluyendo aquellos en estrategias mixtas.

(0) Para iniciar, se obtiene la gréfica de F'(y]), que ya se presenté en
la pagina 34, y que se reproduce en la figura 4.
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Ejemplo 3

54

44

A1

04 02 0 02 04 06

Figura 4:

Hay dos puntos de quiebre, por lo que ¢ = 2, y los indices de los
renglones de A son i; = 3, is = 1, i3 = 2. Se va al paso (1).

(1) En y; = 0 se tiene (B3 — B3) = (1 — 0) > 0, por lo que no hay
equilibrio asociado a este punto; se establece k = 1y se va al paso (2).

(2) Analizando el siguiente punto de quiebre (y;);, se ve que se
satisface la condicién (Bi — B3)(Bf — B?) = (1 —0)(9 — (—1)) > 0,
es decir, no se tiene un cambio de signo en las diferencias asociadas a
los segmentos que se cruzan en (y7);, por lo que tampoco estd asociado
a un equilibrio. Se incrementa el valor de k£ en 1, por lo que se tiene
k =2,y se repite el paso (2).

(2) Analizando el siguiente punto de quiebre (y}), se ve que se
satisface la condicién (B} — B?)(Bi — B2) = (9 — (=1))(2 — 8) < 0;
ahora si hay un cambio de signo, y ya se tiene un equilibrio (z*, y*) con:

(B2 — B3) 8—2 3

x*: 2 2 — -

' (Bl -B}+B}-B)) 9-(-1)+8-2 8’
3 5

ry=1—-=— 23=0

8 8
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Ejemplo 1 Signos

84

A1

A2

34

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 5:

y obteniendo la abscisa del punto de quiebre, y* = (%, %) Se incre-

menta el valor de k en 1, por lo que se tiene k = 3, y como ya es mayor
que ¢, en lugar de repetir el paso (2) se va al paso (3).

(3) Para el ultimo valor, yj = 1, se observa que se satisface la
condicién (By — B3) = (2 — 8) < 0, por lo que este punto tampoco
corresponde a un equilibrio. Terminar.

Es de gran interés darse cuenta que, como se aprecia en estos ejem-
plos, no se hace necesario determinar las coordenadas para todos los
puntos de quiebre de manera explicita, ya que solamente algunos
de ellos, quiza ninguno, corresponden a equilibrios de Nash. Ademas,
sera de gran utilidad anadir a la grafica de F'(y;) una indicacién, sobre
el eje de las abscisas, acerca del signo de las diferencias (Bllk — Bfk), k=
1,...,q + 1, es decir, para cada uno de los segmentos correspondientes,
ya que ahi mismo se podran visualizar todos los puntos asociados a los
equilibrios buscados. Ilustrando con los ejemplos dados:

El algoritmo EquiNash podria reinterpretarse, de manera condensa-
da, en la gréafica representada en la figura 5: dado que el primer signo es
- hay un equilibrio asociado a yj = 0, luego, en el punto de quiebre
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Ejemplo 3 Signos

5¢

A2
46

Al

Figura 6:

se tiene un cambio de signo, por lo que también ahi le corresponde otro
equilibrio, y finalmente, como el ultimo signo es 4, entonces existe otro
equilibrio mas asociado a yj = 1.

Para el otro ejemplo, la gréfica de la figura 6, a la cual se han
anadido los signos mencionados, se presenta también.

Como el primer signo es + no hay un equilibrio asociado a yj = 0,
luego, en el primer punto de quiebre no se tiene un cambio de signo,
por lo que tampoco ahi le corresponde equilibrio, pero en el segundo
punto de quiebre si se tiene un cambio de signo, lo que indica la
existencia del equilibrio correspondiente, y finalmente, como el ultimo
signo es -, entonces tampoco existe equilibrio asociado a yj = 1.

5. Meétodo EquiNash condensado y
Teoremas

Como ha quedado ilustrado con los ejemplos anteriores, el algoritmo
EquiNash se puede presentar de manera condensada utilizando la grafi-
ca de la funcién F(y;), a la que se anaden los signos asociados a ca-
da uno de los segmentos implicitamente definidos por los puntos de
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quiebre, e inscritos sobre el eje de las abscisas. Asimismo, esta version
condensada permitird una demostraciéon muy directa y casi trivial de
los dos teoremas que se presentaran en este articulo.
Algoritmo EquiNash Condensado
(0) Dadas las matrices A y B para un juego bimatricial, se obtiene
la grafica de la funcion
F(y) = méx [(A; — Ay + A]]

=1,...,

en el intervalo [0,1]. Denotando (y3)1, (¥7)2, - - -, (y7), las abscisas de los
q puntos de quiebre de la grafica, y definiendo (y{)o = 0, (¥7)4+1 = 1,
se denota por 7, al indice del renglén de la matriz A que corresponde
al segmento de la gréfica que se encuentra entre (yi)r_1 v (y])r para
todo valor de k desde 1 hasta g + 1. Ir al paso (1).

(1) Para cada intervalo ((y})x—1, (¥7)r) se anota, bajo el eje de las
abscisas, el signo que corresponda a la diferencia (lek — Bfk) para todo
valor de k desde 1 hasta ¢+ 1. Ir al paso (2).

(2) Si el primer signo no es - ir directamente al paso (3); en caso
contrario, ya se tiene un equilibrio (z*,y*) donde z}, =1, 27 =0, j #
i1, junto con y* = (0, 1); continuar al paso (3).

(3) Para cada valor (y}), donde ocurre un cambio de signo se
obtiene un equilibrio (z*,y*) donde y* = ((y})x, 1 — (7)) y las coor-
denadas de x* son

.T* _ (B£+1 - Bé-‘rl)
" (B,i - Bl% + Bl%+1 - Bli+1) ’

m;'kk_H =1- x:ka l’; = 0] 7& ika ikJrl
junto con
1)k = 7Ta1 2 2 1 1
(Aik B Aik + AikJrl o AikJrl)

al terminar ir al paso (4).

(4) Si el ultimo signo no es + ir directamente al paso (5); en caso
contrario, también se tiene un equilibrio (z*,y*) donde zi =1 2=
0, j # ig41, junto con y* = (1,0); continuar al paso (5).

(5) Si para algtn valor de k se tiene (B}, — B} ) = 0, entonces, a cada
valor de y; en el intervalo [(y7)k—1, (y])x] le corresponde un equilibrio
(z*,y*) dado por xj =1, zj =0, j # i) junto con y* = (y;,1 —y;) ,
es decir, una infinidad de equilibrios; Terminar.

Aplicando esta version del algoritmo EquiNash a cualquier juego
bimatricial donde al menos uno de los jugadores dispone tinicamente
de 2 estrategias es muy facil obtener la demostracion de los 2 teoremas
siguientes.

1



42 J. AcusTin CANO GARCES

Teorema 1 Sea (A, B) cualquier juego bimatricial tal que la dimension
de las matrices de pago A y B sea m x 2. Entonces existe un equilibrio
de Nash (z*,y*), al menos uno.

Demostracion: Aplicando los pasos (0) y (1) del algoritmo Equi-
Nash Condensado, se obtiene la grafica con los signos bajo el eje de las
abscisas. Se tienen entonces 4 posibilidades:

a) existe al menos un cambio de signo. Si éste ocurre para (yi)g
entonces aplicando el paso (3) se obtiene el equilibrio (z*,y*) corres-
pondiente.

b) todos los signos son -. Aplicando el paso (2) se obtiene el equili-
brio (x*,y*) correspondiente, en este caso, en estrategias puras.

c) todos los signos son 4. Aplicando el paso (4) se obtiene el equili-
brio (z*,y*) correspondiente, en este caso, también en estralegias puras.

d) al menos una diferencia (B} — B}) es igual a cero, es decir, no
hay signos - ni signos +. De acuerdo al paso (5) existe una infinidad
de equilibrios.

Teorema 2 Sea (A, B) cualquier juego bimatricial tal que la dimension
de las matrices de pago A y B sea m x 2. Entonces el numero de
equilibrios de Nash, si tal numero es finito, es impar.

Demostracion: Aplicando los pasos (0) y (1) del algoritmo Equi-
Nash Condensado, se obtiene la grdfica con los signos bajo el eje de
las abscisas. Denominando s al numero de cambios de signo en la se-
cuencia de los signos de la grdfica, y que corresponden uno a uno con
equilibrios de Nash, al aplicar el paso (3), se tienen 2 posibilidades:

a) s es par. En este caso la secuencia de signos empieza y termina
con el mismo signo; si el signo inicial y final es -, entonces unicamente
se tendrd un equilibrio adicional, al inicio, segin el paso (2), y si este
signo es +, el unico equilibrio adicional estard al final, segun el paso
(4), por lo que el nimero total de equilibrios serd s + 1, es decir, un
numero impar.

b) s es impar. En este caso la secuencia de signos empieza y ter-
mina con signos diferentes; si empieza en - y termina en +, entonces
habrd 2 puntos de equilibrio adicionales, uno al inicio y otro al final,
por lo que el numero total de equilibrios serd s+ 2, es decir, un nimero
impar. 'Y en el caso que la secuencia empiece en 4 y termine en -,
no habrd equilibrios adicionales, por lo que el total sequird siendo s, es
decir, impar.



METODO PARA DETERMINAR EQUILIBRIOS DE NASH ... 43

6. Conclusiones

El algoritmo presentado en este articulo permite calcular todos los equi-
librios de Nash para cualquier juego bimatricial de dimensién m x 2 o
2 X n, es decir, cuando el nimero de columnas 6 de renglones de las
matrices de pago asociadas sea igual a 2.

Se utiliza una grafica, que corresponde en parte a la que se usa para
representar el mejor pago esperado para el jugador I en la solucion de
juegos rectangulares de las mismas dimensiones, anadiendo informacién
respecto a los pagos que recibiria el jugador /1 en cada caso, codificada
mediante signos + y - presentados bajo el eje de las abscisas.

Es esta grafica la que permite visualizar inmediatamente el nimero
y la ubicacién de los puntos de equilibrio asociados al juego, a la vez
que facilita la demostracién de los dos teoremas que se proponen en este
trabajo, el primero de los cuales asegura la existencia de un equilibrio de
Nash, al menos uno, para cualquier juego bimatricial con la dimensién
especificada.

Finalmente, es importante senalar que se trata de un algoritmo que
permite calcular los puntos de equilibrio de manera directa, sin recurrir
a iteraciones ni a aproximaciones, lo que hace innecesario un mayor
conocimiento de la teoria de puntos fijos, la cual sustenta la mayoria
de los métodos utilizados en el caso general [3]. Consecuentemente, es
muy simple utilizar cualquier lenguaje de programaciéon que realice la
parte engorrosa del proceso, dejando al usuario inicamente la tarea de
identificar los segmentos que forman la grafica de F'(y7).
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