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cell@xanum.uam.mx

En memoria del Dr. Ernesto Lacomba

Preguntémosle a un matemático acerca de contribuciones de Henri
Poincaré al estudio de las ecuaciones diferenciales. Con frecuencia, pen-
sará primero en teoremas generales sobre los sistemas dinámicos, o en
la mecánica celeste [5]. El presente art́ıculo quiere ser un homenaje a
importantes trabajos de Poincaré en mecánica de fluidos, relativos a las
interacciones entre vórtices [12].

Se puede mostrar que un fluido plano incompresible sin viscosidad
es, con una buena aproximación, un conjunto de remolinos o vórtices.
En el caso de un vórtice fijo, la trayectoria de cualquier part́ıcula de
fluido es una circunferencia, de centro el vórtice. Su velocidad depende
de su distancia al vórtice, y de una cantidad caracteŕıstica del vórtice,
llamada vorticidad. Si la vorticidad es positiva, la part́ıcula recorre la
circunferencia en el sentido trigonométrico. Si la vorticidad es negativa,
la part́ıcula recorre la circunferencia en el sentido de las manecillas de
un reloj. Denotemos P1(t), . . . , PN(t) las posiciones de N vórtices en el
instante t y Γ1, . . . ,ΓN sus vorticidades, constantes. Se puede mostrar
que el movimiento de los vórtices es una solución de las ecuaciones
diferenciales de Helmholtz:

P ′i = R

(∑
j 6=i

Γj

−−→
PjPi

PjP 2
i

)
,

donde R es la rotación de ángulo 90 grados. El estudio de estas ecuacio-
nes permite entender sistemas tan diversos como un huracán o el helio
superfluido.

Es relativamente fácil resolver las ecuaciones de Helmholtz en el
caso de N = 2 vórtices. Denotemos A la posición del primer vórtice
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y B la posición del segundo vórtice. Si Γ2 = −Γ1, los vórtices tienen
misma velocidad, ya que:

A′ = R

(
Γ2

−→
BA

BA2

)
= R

(
−Γ1

−→
BA

BA2

)
= R

(
Γ1

−→
AB

AB2

)
= B′.

Aśı, el vector
−→
AB es constante. Por lo tanto, las velocidades A′ y B′

también son constantes: los vórtices tienen un movimiento de traslación
con velocidad uniforme.

Ahora, supongamos: Γ2 6= −Γ1. Entonces se puede definir un punto
llamado centro de vorticidad, aqúı denotado Ω, del siguiente modo:

−→
OΩ =

1

Γ1 + Γ2

(Γ1

−→
OA+ Γ2

−−→
OB)·

Es fácil ver que esta ecuación define un único punto Ω, que no depende
del punto O elegido. Además, tenemos:

Ω′ =
Γ1

Γ1 + Γ2

A′ +
Γ2

Γ1 + Γ2

B′

=
Γ1

Γ1 + Γ2

R

(
Γ2

−→
BA

BA2

)
+

Γ2

Γ1 + Γ2

R

(
Γ1

−→
AB

AB2

)
= ~0.

Aśı, el centro de vorticidad no se mueve.
Por otro lado:

(AB2)′ = (
−→
AB ·

−→
AB)′ = 2

−→
AB ·(B′−A′) = 2

−→
AB ·R

(
Γ1

−→
AB

AB2
− Γ2

−→
BA

BA2

)

=
2(Γ1 + Γ2)

−→
AB ·R(

−→
AB)

AB2
= 0,

ya que los vectores
−→
AB y R(

−→
AB) son perpendiculares. Aśı, la distancia

entre los vórtices es constante, y cada vórtice recorre una circunferencia
cuyo centro es el centro de vorticidad.

Ahora, examinemos el caso de N = 3 vórtices. Denotemos A la
posición del primer vórtice, B la posición del segundo vórtice y C la
posición del tercer vórtice. Para simplificar nuestros cálculos, vamos a
estudiar el caso particular con vorticidades iguales Γ1 = Γ2 = Γ3 = 1.
Sin embargo, los argumentos que exponemos son válidos para cualquier
valor de las vorticidades. Definimos las dos siguientes cantidades:

I = AB2 +BC2 + CA2, P = AB ×BC × CA.
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La cantidad I se llama momento de inercia de la configuración. La can-
tidad P se puede interpretar como la exponencial de la enerǵıa cinética
del fluido. Vamos a mostrar que I y P son constantes a lo largo del
movimiento (se dice que son integrales primeras):

I ′ =2(
−→
AB ·

−→
AB′ +

−−→
BC ·

−−→
BC ′ +

−→
CA ·

−→
CA′)

=2

(
−→
AB ·R

( −→
AB

AB2
+

−−→
CB

CB2
−
−→
BA

BA2
−
−→
CA

CA2

)

+
−−→
BC ·R

( −→
AC

AC2
+

−−→
BC

BC2
−
−→
AB

AB2
−
−−→
CB

CB2

)

+
−→
CA ·R

( −→
BA

BA2
+

−→
CA

CA2
−
−→
AC

AC2
−
−−→
BC

BC2

))
.

Como −→
AB ·R(

−→
AB) =

−−→
BC ·R(

−−→
BC) =

−→
CA ·R(

−→
CA) = 0,

tenemos:

I ′ = 2

(
−→
AB ·R

( −−→
CB

CB2
−
−→
CA

CA2

)
+
−−→
BC ·R

( −→
AC

AC2
−
−→
AB

AB2

)

+
−→
CA ·R

( −→
BA

BA2
−
−−→
BC

BC2

))
= 0.

Por otro lado:

(log(P 2))′ =(log(AB2))′ + (log(BC2))′ + (log(CA2))′

=2

(−→
AB · (B′ − A′)

AB2
+

−−→
BC · (C ′ −B′)

BC2
+

−→
CA · (A′ − C ′)

CA2

)

=2

(( −→
BA

BA2
+

−→
CA

CA2

)
· A′ +

( −→
AB

AB2
+

−−→
CB

CB2

)
·B′+( −−→

BC

BC2
+

−→
AC

AC2

)
· C ′
)

=2(R−1(A′) · A′ +R−1(B′) ·B′ +R−1(C ′) · C ′) = 0.

De modo general, podemos definir las cantidades I y P para un
número cualquiera N de vórtices, y mostrar que siempre son constantes
a lo largo del movimiento. En el caso particular N = 2, tenemos I =
P 2 = AB2: acabamos de mostrar, de nuevo, que la distancia entre
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los vórtices era constante. Para N = 3, la sola conservación de I y
P nos va a proporcionar el movimiento del triángulo formado por los
vórtices. Cabe mencionar que aqúı, sólo estamos interesados en la forma
de este triángulo, no contemplamos su traslación o rotación. Conocer
esta forma es equivalente a conocer los tres lados AB, BC, AC del
triángulo o, de modo parecido, a conocer los cuadrados AB2, BC2, AC2

de estos lados. Aśı, podemos visualizar el movimiento como una curva
trazada en el espacio (de dimensión 3), donde el eje (Ox) corresponde
al cuadrado AB2, el eje (Oy) corresponde al cuadrado BC2, el eje (Oz)
corresponde al cuadrado AC2. Cada punto de la curva corresponde
al triángulo formado por los vórtices en un instante dado. Sus tres
coordenadas son los cuadrados de las longitudes de los tres lados de este
triángulo. En la gráfica de la izquierda, se pueden observar algunas de
estas trayectorias caracterizadas como intersecciones de una superficie
I = constante y de una superficie P = constante. La elección de las
coordenadas AB2, BC2, AC2 en vez de AB, BC, AC, permite ver la
superficie I = AB2 + BC2 + CA2 = constante como un plano. Las
trayectorias trazadas corresponden al mismo valor de I (por eso están
en el mismo plano), pero parece claro que encontraŕıamos el mismo tipo
de curvas en otro plano de ecuación I = constante. En la gráfica de la
derecha, se aplicó una rotación a estas trayectorias (y a otras del mismo
plano), para que se puedan visualizar con más facilidad.
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Podemos trazar estas curvas aplicando el siguiente teorema que será,
sobre todo, el pretexto de un bonito razonamiento geométrico:

Teorema. Todas las curvas {I = I0 = constante, P = P0 = constante}
son cerradas y tienen el punto (I/3, I/3, I/3) en su interior.

Demostración. Para demostrar este teorema, tenemos que ver, primero,
que ninguna de estas curvas puede ((ir al infinito)). En efecto, si esto
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pasara, la constante I seŕıa infinita. Además, ninguna curva se puede
detener en uno de los planos de ecuación:AB2 = 0,BC2 = 0 oAC2 = 0.
Si esto se pudiera, como la curva no puede ((ir al infinito)), tendŕıamos:
P = constante = 0. Aśı, en cada instante, uno de los lados del triángulo
valdŕıa 0: a lo largo del movimiento, dos vórtices tendŕıan la misma
posición, lo que es imposible. Por lo tanto, cada curva es cerrada, o sus
puntos extremos son puntos cŕıticos de la función P (AB2, BC2, AC2)
en el plano de ecuación: I(AB2, BC2, AC2) = constante.

Estos posibles puntos cŕıticos, donde las derivadas parciales se anu-
lan, corresponden a movimientos de equilibrio relativo: las distancias
entre los vórtices seŕıan constantes. Los puntos cŕıticos se calculan me-
diante la técnica de los multiplicadores de Lagrange: en estos puntos,
los gradientes de las funciones I y P tienen que ser colineales. Es fácil
checar que:

∇I =

 1
1
1

 , ∇P =
1

2P

 BC2AC2

AB2AC2

AB2BC2

 ·
Estos vectores sólo pueden ser colineales cuando AB2 = BC2 = AC2 =
I/3, es decir cuando el triángulo de los vórtices es equilátero. Aśı, sólo
hay un punto cŕıtico. Por lo tanto, aunque la curva tenga puntos cŕıticos
en sus extremidades, es cerrada ya que estos puntos cŕıticos coinciden.

En el plano de ecuación: I = constante, sea D̄ el conjunto formado
por una curva cerrada γ de ecuación: P = constante y por el interior D
de esta curva. En el conjunto cerrado y acotado D̄, la función continua
P tiene un máximo y un mı́nimo. Como, en γ, la función P es constante,
no puede alcanzar a la vez su máximo y su mı́nimo en esta curva. Su-
pongamos, por ejemplo, que la función P alcance su máximo en un
punto de D. Entonces este punto es un punto cŕıtico de P . Aśı, sólo
se puede tratar del punto (I/3, I/3, I/3): acabamos de mostrar que el
punto (I/3, I/3, I/3) está en el interior de la curva γ. El teorema queda
demostrado.

De hecho, los argumentos de esta demostración implican que no
se pueden encontrar dos trayectorias cerradas con un punto de inter-
sección. En particular, ninguna trayectoria puede tener la forma de
un ((ocho)). En efecto, el punto de intersección seŕıa un punto cŕıti-
co. Pero vimos que sólo pod́ıa haber un punto cŕıtico, de coordenadas
(I/3, I/3, I/3), que se encontraba en el interior de las trayectorias.

Entre todas las trayectorias en el espacio de los (AB2, BC2, AC2),
tenemos que quitar las curvas formadas por ((triángulos imposibles))
como, por ejemplo, el ((triángulo)) de lados AB = 1, BC = 2, AC = 4,
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para el cual: AB+BC < AC. Esto equivale a examinar sólo el dominio
delimitado por la curva de los ((triángulos)) colineales, de área 0. Por la
fórmula de Herón, estos triángulos se caracterizan por la ecuación:

1

4

√
(AB2 +BC2 + AC2)2 − 2(AB4 +BC4 + AC4)

=
1

4

√
I2 − 2(AB4 +BC4 + AC4) = 0,

equivalente a:

(AB2)2 + (BC2)2 + (AC2)2 = constante.

¡La curva que forman es la intersección de una esfera y de un plano,
es decir una circunferencia! Cabe mencionar que las trayectorias que
tocan esta circunferencia se recorren en ambos sentidos: corresponden
a movimientos periódicos de ida y vuelta entre dos configuraciones co-
lineales.

Aśı, se pueden conocer todos los movimientos de un sistema de tres
vórtices. De hecho, estos movimientos se podŕıan expresar mediante
fórmulas: se dice que el problema de tres vórtices es integrable. Tal como
un sistema de dos o tres vórtices, un sistema de dos (y sólo dos) planetas
o un resorte son ejemplos de sistemas integrables. Pero esta situación
es muy particular: con argumentos geométricos, Poincaré mostró que
la mayor parte de los sistemas diferenciales no era integrable.

En su estudio del problema de tres vórtices, Poincaré no hizo exacta-
mente el razonamiento anterior. Pero fue uno de los primeros (también
cabe destacar los importantes trabajos de Walter Gröbli) que lograron
entender por qué era integrable. Esta integrabilidad se puede explicar
mediante consideraciones sobre las simetŕıas y las integrales primeras.
Como las ecuaciones de Helmholtz son invariantes bajo las traslaciones,
podemos cambiarlas por ecuaciones ((reducidas)), cuyas incógnitas son
configuraciones de tres vórtices módulo traslaciones. Se puede ver una
configuración módulo traslaciones como una configuración en la cual se
fijó la posición de un punto (por ejemplo la integral primera del centro
de vorticidad). Luego, y de modo análogo, cambiamos las nuevas ecua-
ciones por ecuaciones reducidas por las rotaciones. Una configuración
de tres vórtices módulo traslaciones y rotaciones se describe mediante
las longitudes de los tres lados del triángulo que forman. Aśı, logramos
cambiar nuestro problema inicial por un problema con tres parámetros.
Es integrable, gracias a dos últimas integrales primeras: el momento de
inercia I y la exponencial de la enerǵıa P , invariantes bajo las trasla-
ciones y las rotaciones.
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Temas conexos

El problema que se resolvió aqúı es la intersección privilegiada de varias
áreas de las matemáticas que, muchas veces, regalan problemas elemen-
tales y accesibles a todos: estudiantes, investigadores, amateurs. Este
art́ıculo también quisiera ser una invitación a (re)descubrir estas áreas.

La geometŕıa

Los argumentos de la demostración del teorema anterior permiten tra-
zar las curvas de nivel de otras funciones, clásicas en geometŕıa, tales
como el producto de las distancias a los vértices de un triángulo, o
su suma. Esta última función aparece en el problema histórico de los
puntos de Fermat-Torricelli [4].

El problema de N vórtices

Para saber más acerca de este problema, se puede consultar el libro [9],
que describe los resultados y las técnicas más importantes. El art́ıculo
[1] presenta los problemas más recientes. En [2], se demuestran resulta-
dos acerca de los equilibrios relativos (movimientos donde las distancias
entre los vórtices son constantes a lo largo del tiempo). Un problema
parecido al de tres vórtices consiste en estudiar las interacciones de dos
poĺıgonos regulares concéntricos, con el mismo número de vórtices, y
vorticidades uniformes en cada poĺıgono. En efecto, las simetŕıas e inte-
grales primeras observadas para tres vórtices también permiten integrar
este problema. ¡Los sistemas formados de dos poĺıgonos de vórtices pro-
porcionan una descripción del ojo de un huracán! En [6], se estudian
sus equilibrios relativos. Los sistemas de vórtices son un ejemplo de
modelo usado en mecánica de fluidos, para el caso plano, incompresible
y sin viscosidad. Pero el movimiento de un fluido general es solución
de las ecuaciones diferenciales parciales de Navier-Stokes, mucho más
complejas que las ecuaciones de Helmholtz [13].

Las ecuaciones diferenciales

Existen muchas analoǵıas entre el problema de N vórtices en mecánica
de fluidos y el problema de N cuerpos en mecánica celeste, relacionado
con las ecuaciones diferenciales de Newton:

P ′′i =
∑
j 6=i

mj

−−→
PiPj

PiP 3
j

·
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Sus soluciones son posibles movimientos de planetas en interacción gra-
vitacional [5, 7, 11]. Aqúı, P1, . . . , PN son las posiciones de los planetas,
m1, . . . ,mN son sus masas. Sistemas de ecuaciones semejantes aparecen
en electrostática, qúımica, relatividad. Todos pertenecen a una clase de
sistemas diferenciales llamados los sistemas hamiltonianos. Para cada
sistema hamiltoniano, se puede definir una ((enerǵıa)), que es una inte-
gral primera del movimiento. Además, existe una correspondencia entre
las simetŕıas y las integrales primeras. En el caso del problema de tres
vórtices estudiado aqúı, la enerǵıa es el logaritmo de la integral primera
P . La ordenada del centro de vorticidad (o de su análogo vectorial si
la suma de las vorticidades es cero) es la integral primera asociada a
las traslaciones horizontales. La abscisa del centro de vorticidad es la
integral primera asociada a las traslaciones verticales. El momento de
inercia I es la integral primera asociada a las rotaciones. El libro [3]
puede ser una buena introducción a estos problemas.

La geometŕıa diferencial

En nuestra resolución del problema de tres vórtices, no demostramos
que una ((trayectoria)) (definida aqúı por un sistema de dos ecuacio-
nes en el espacio de dimensión 3) sin punto cŕıtico era un segmento
o una recta ((deformados)) (con dos extremidades) o una circunferen-
cia ((deformada)), sin punto doble. Aunque visualmente este resultado
parezca natural, su prueba es dif́ıcil. Primero, habŕıa que mostrar que
una trayectoria sin punto cŕıtico es localmente un segmento deforma-
do (sin punto doble). Los objetos que tienen esta propiedad se llaman
variedades de dimensión 1 (las variedades de dimensión 2 son las su-
perficies, etc). Luego, se trataŕıa de mostrar que todas las variedades
conexas de dimensión 1 son globalmente segmentos, rectas o circunfe-
rencias ((deformados)). Estos dos teoremas, que se estudian al fin de la
licenciatura o en posgrado, son los pilares de la geometŕıa diferencial.

El análisis complejo

Aunque no fue necesario aqúı para resolver el problema de tres vórtices,
se puede notar que el campo de velocidades generado por N vórtices es
el conjugado de un campo holomorfo:

v(z) = i
N∑
j=1

Γj
z − Pj

|z − Pj|2
= i

N∑
j=1

Γj

z̄ − P̄j

·

Teoremas que se enseñan en los cursos de análisis complejo de licencia-
tura (como la fórmula integral de Cauchy) permiten caracterizar este
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campo de velocidades como el único que cumple con las siguientes con-
diciones:

Se anula cuando |z| es infinito.

Su divergencia vale cero en todo C (lo que incluye los vórtices).
Esta condición expresa que el fluido es incompresible.

Su rotacional es una ((función)) (el término técnico es ((distribu-
ción))) que vale cero en todo C, excepto en los vórtices, pero cuya
integral en C vale. . . ¡la suma de las vorticidades! La referencia
[10] propone una introducción a las propiedades muy peculiares
de las distribuciones.

En [8], se estudian varios aspectos de la holomorf́ıa de las ecuaciones
de Helmholtz.
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