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1. Introduccién

Con el Dr. Federico O’Reilly trabajeé en dos proyectos diferentes: uno
de ellos fue el uso de distribuciones fiduciales para construir intervalos
de confianza en distribuciones discretas, particularmente en distribu-
ciones de la Familia de Series de Potencias este trabajo lo realizamos
con el Dr. Edilberto Najera y el otro tema fue el uso de muestras con-
dicionalmente independientes o look alike para bondad de ajuste en
modelos lineales generalizados, este trabajo lo realizamos con la Dra.
Lizbeth Naranjo. Describiré brevemente ambas ideas.

2. Distribuciones fiduciales en la familia de series
de potencias

Se considera un problema de inferencia en el que para el parametro
¢ € O (O un intervalo) la estadistica T" es suficiente minimal y G(¢; 0) su
distribucién. La distribucién fiducial para 6 (habiendo observado T' = t)
se define como H(0;t) = 1 — G(t;0), distribucién también conocida
como confidencial o de significancia, Fisher(1930). La construccién de
intervalos de confianza puede hacerse con H aun si esta posee una masa
en un extremo.

La familia de series de potencias considerada es la definida en John-
son et al. (1992), en donde la binomial (Bernoulli), binomial negati-
va(geométrica) y Poisson son casos particulares.

Para esta familia, en donde la variable aleatoria toma valores en los
enteros no negativos y el pardmetro 6 > 0, la estadistica suficiente
minimal es la suma de n observaciones independientes idénticamente
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distribuidas. En estas distribuciones la estadistica suficiente resulta ser
miembro de la familia exponencial dada por

g(t,m) = a(n)b(t) exp(tn),

con n € [n,7). Si la familia es regular el intervalo del espacio parametral
es abierto. Si utilizamos esta distribucién para generar un intervalo de
confianza, de tamano 2« tenemos que encontrar los valores de t tal que

o = G(tlan) y l-—a= G(t2,77)

2.1 T discreta y 1 continua

Consideremos primero el caso en donde 7 el parametro canénico de
la distribucién exponencial es continuo y la estadistica suficiente T" es
discreta, si pensamos en el problema de la prueba de hipotesis Hy : n =
Mo vs Hy : m > 1y, entonces habiendo observado ¢ pareceria arbitrario
elegir como nivel de significancia o valor-p la probabilidad del evento
[T > t] o la del evento [T" > t]. Si T tiene una distribucién continua
ambas definiciones coinciden y la definicién de distribucién fiducial es
Unica,

Si la distribucion de T es discreta podriamos definir dos distribucio-
nes fiduciales, la que utiliza G(t;7), es decir la funcién de distribucién
de T evaluada en t o la version continua por la izquierda que llamaremos
G~ (t,n), las distribuciones fiduciales siendo estas cantidades restadas
de uno. Las dos versiones de la distribucion fiducial satisfacen todas las
condiciones que establecié Fisher acerca de monotocidad y propiedades
limite, Fisher(1930).

Dadas estas propiedades, lo que se propone en el articulo es defi-
nir una distribucién fiducial mezclando las dos distribuciones fiduciales
anteriormente definidas, es decir definimos la fiducial como

Hy(n;t) =1 = G(t5m) + (1 =71 =G (tn) ~v<[0,1].
Esta expresion induce una familia de distribuciones fiduciales, donde
cada una tendrd como limites cero cuando n — n y uno cuando n — 7.

2.2 Familia de series de potencias

La definicion de la familia de series de potencias tiene una densidad de
la forma

f(:0) = fTZ)

donde el pardmetro # > 0 y la variable aleatoria X toma valores en el
conjunto de enteros no negativos y

A(B) =) B.b".
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Esta familia de distribuciones es miembro de la familia exponencial
natural con pardmetro 7 = log(#). Dada una muestra de tamano n, la
estadistica suficiente minimal es 7= >, X.

2.2.1. Caso acotado

Un caso especial es cuando el espacio de posibles valores de la variable
X esta acotado, es decir toma valores en el conjunto {0,1,..., K}y en
ese caso la estadistica V = nK — T también tiene una distribucién que
pertenece a la familia natural exponencial con pardmetro 6~ 1.

Lo mas importante de este resultado es que la inferencia que se obtie-
ne sobre 6 utilizando T' = t, es la misma que la que se obtiene utilizando
V =nK — T, es decir habiendo observado v.

Mas ain se puede demostrar que si

B,
t,0) = —
gT(v ) A(e)a
entonces
o B
W= )

donde 6* = %,ij = Bur—o v (M) A*(0%) = A(0).

Teniendo todo la anterior en cuenta y considerando ademads que
Gr(t,0) es decreciente, excepto cuando ¢ = nkK con limites 1 cuan-
do § — 0y 0 cuando # — 6, con 6 el limite superior de los posibles
valores de 0 (puede ser 0o). La fiducial propuesta, que ademds resulta
ser unica esta dada por

1 — Gr(t;0) sit=0,
H(0;t) = 3(1—=Gr(t:0) +3(1 -G ¢(t;0) sit=1,...,nK —1,
1 —G r(t;0) sit=nk.

Es posible ver que si utilizamos la funciéon de distribucion para v
y obtenemos la fiducial para 6* y después la transformamos para 6
obtendremos la misma fiducial obtenida anteriormente.

Por 1ltimo, en cuanto a este tema, en el articulo se obtienen explici-
tamente las fiduciales para el caso Binomial (Bernoulli) y Uniforme dis-
creta. En el caso Binomial, se hace un estudio para comprar la longitud
esperada de los intervalos de confianza y cobertura para los intervalos
de Clopper-Pearson, Fiducial y Jeffreys.
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2.2.2. Caso no acotado

En el caso de que la estadistica suficiente T' pertence a la familia de
potencias pero toma valores en los enteros no negativos, se tiene que

B et@
gt<t7 6)) - At(e)

con A(0) = >, Bjel’

Definimos a la distribucion fiducial como el limite cuando M — oo de
las fiduciales corregidas que se obtienen al limitar el rango al conjunto
de valores {0,1,..., M}. En el articulo se demuestra que la distribucién
fiducial propuesta queda dada por:

H(0:1) 1 Gr(t; 0) 1 . S‘It—o,
;(1=Gp(t;0) + (1 =G p(t:0)) sit=1,2,...,

En el articulo se trabaja la distribucion Poisson, y se demuestra tam-
bién que la misma fiducial se obtiene como el limite de la distribucién
fiducial de la estadistica suficiente de la binomial. También se estudia el
caso de la binomial negativa, se deja ver que en el caso de la Binomial
Negativa existe la posibilidad de renombrar los éxitos y fracasos, sin

embargo no estariamos en la misma situacién que en el caso Binomial,
por lo que existe trabajo por hacer.

3. Muestras condicionalmente independientes para
bondad de ajuste en modelos lineales
generalizados

La idea es aplicar la construccion de muestras condicionalmente inde-
pendientes en el contexto de Modelos Lineales Generalizados y obtener
la distribucién exacta para la devianza y la X? de Pearson, estadisticas
de Bondad de Ajuste.

3.1 Modelos lineales generalizados

Los modelos lineales generalizados (MLG) propuestos por Nelder y
Wedderburn (1972) estén especificados por tres componentes:

e El componente aleatorio, observaciones independientes con distri-
bucién.
f(yi; 0:) = exp|(yi0i — b(6:))/ai(d) + c(ys)] (1)

e El componente sistemdtico o predictor lineal

n(-) = Xp (2)
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e La funcion liga, funcién monotona y diferenciable que describe la
relacion entre la media de la i-ésima observacion y su predictor
lineal

p
ni:g<ﬂi):Zﬁinj 1=1,...,n (3)
=1

donde p; = E(y;).

La funcién liga canoénica se da cuando se cumple que # = 1 y en
este caso los parametros desconocidos de la estructura lineal tienen
estadisticas suficientes, dadas por:

t, = (Z Yis leiyia cee Zl’kzyz) :
i—1 =1 i—1

3.2 Bondad de ajuste

Uno de los criterios de bondad de ajuste mas usados al ajustar un MLG
es la devianza, dada por:

Z 2wi{yi(0; — 6;) — b(0;) + b(6:)}¢ = D(y; ) (4)

donde 6 representa el valor del parametro que se obtiene en el modelo
saturado.

Otra medida de discrepancia, que se usa es la X? de Pearson gene-
ralizada

2 (yz - lzz)2
X =2 ) )

la distribucién asintética de ambas estadisticas es una x? con n-p gra-
dos de libertad. Las distribuciones condicionales de la devianza y la X?

dadas las estadisticas suficientes, son asintéticamente normales (McCu-
llagh, 1989).

3.3 Generacion de muestras look-alike

Sea z1,s,...,T, una muestra aleatoria de la distribucién F'(z;0), 0
un vector de parametros desconocidos, que asumiremos de dimensién k
y T, una estadistica suficiente minimal para 6. Sea S una estadistica,
entonces la distribucién condicional de la estadistica G(s|t,), no de-
pendera del valor verdadero de 6. O’Reilly y Gracia-Medrano (2004),
sugieren generar muestras tales que 7,, = t,,, que ellos llaman look-alike,
para estimar G(s|t,).
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Lockhart, O'Reilly, y Stephens(1986) proponen el uso del estimador
Rao Blackwell y el muestreador de Gibbs para generar estas muestras,
en Naranjo et al.(2016) solo utilizamos la estimacién Rao-Blackwell.

El concepto de la doble transitividad (ver O’Reilly y Quesenberry,
1973) puede usarse para generar muestras look-alike, que cuando se
cumple nos dice que si t,, y x,, son conocidas, podemos encontrar t,,_1

sin conocer explicitamente los valores de x1,xs, ..., Ty 1.
Hacemos una transformacion de la muestra x1,zo,...,x, vy t, a un
nuevo conjunto de n variables, Xy1, Xgio, ..., Xpn, Doty Thoy - oo Thk, ¥

se trabaja con la densidad conjunta.

f(xk—‘rl?xk—‘r%'"7xn7tn17tn2a"'7tnk)- (6)
na muestra look-alike (x5, {, %5, o, ..., %)) estard generada a partir
U tra look-alike (v, 7} o,...,2}) est d t
de esta densidad conjunta en el orden de x},,x,_,..., 7}, y cuando
estos valores sean conocidos, se encontraran z7j, 5, ...,z resolviendo
las k ecuaciones para t,1,t,, ..., ta.

3.4 Estimacién Rao-Blackwell de F(z;0)

La estimacién de Rao-Blackwell de F(x;0), basada en t,, es F,(z|t,) =
P(X; < z|t,), donde z; es un miembro de una muestra dada.

Sea t) = t,, se genera el primer elemento de la muestra look-alike .
El segundo elemento de la muestra look-alike, =} _,, se genera a partir
de la distribucién P(X,_; < z|t},z}). Usando la doble transitividad,
se puede calcular ¢ _,.

Como z7 es independiente de xy,29,..., 2,1, v & 1, P(X,—1 <
z|th,z¥) = P(X,_1 < z|t* ) es igual a F,_(z[t*_|). Asi z*_, se
genera a partir de F,_;(z|t*_,). Este proceso continta hasta que se
tenga xj_ ;; entonces se calcula z7, 3, ..., z} a partir de las ecuaciones

tni,tna, ..., ty para completar la muestra.

3.5 Muestras look alike para modelos lineales generalizados

Dado que las estadisticas suficientes de los modelos lineales generali-
zados cumplen con la doble transitividad, para variables explicativas
categoricas, vamos a suponer que tenemos una variable categérica con
k + 1 categorias, es posible utilizar el estimador Rao Blackwell para
obtener una muestra look alike. Esto se hace reescribiendo la variable
categorica como k variables indicadoras. Notando que la distribucién
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exponencial se puede reescribir como
fy(yi; i, B, 9)
exp {[yiti — b(0:)] /a(¢) + c(yi, ¢)}
= exp{[y@iB8 — b(w;B)] /a(¢) + c(yi, 9)}
exp {[(Br + Bo) yi — b(Br + Bo)] Ja(@) + c(yi, @)} si la categoria

h=1,.. . .k
 Jexp {[Boys — b(Bo)] Ja(p) + c(vi, )} si la categoria
h=k+1

= exp{[Byyi — b(By)] /a(9) + c(vi, &)},

donde 5} = By + Bo para h =1,...,k, y ) = o para h =k + 1.
Si definimos

. Tih Hl;ﬁh( xil) lfh: 1,...,]{3,
PR, (1= 2a) sih=k+1

Estas variables permiten identificar la categoria de y;, es decir, si y;
esta en la categoria h entonces z;, =1y z; =0 para l # h; y si

n

=Dz,

i=1
En este caso ¢, .., 5, 7 ;. corresponden a las estadisticas suficiente
para las ;. El super indice es para enfatizar que tZ, depende de las
variables z;;,’s mientras que t,;, depende de las variables x;;,’s.

Es facil ver que t7 es funcién de ¢, ya que

z tnh Sihzl,...,k',
nh toar — St sith=k+1,
V thkt1 = Zf:l Z, por lo tanto t7 = (tfﬂ, U ti,kﬂ) es también

es una estadistica suficiente (mlnlmal).
Més atun, las estadisticas t7,’s tienen una distribuciéon que pertence
a la familia exponencial de dispersion, con liga candnica Or= = [},
pardmetro de dispersién ¢r: = ¢, funcién cumulante br= (07: ) =
n . _ z
Zizl zinb(0), y funciones GT;h(¢T;h) =a(p) y Crz, (e ¢T;h)-
La tabla 1 resume las propiedades de estas familia de dispersion ex-
ponencial.

3.6 Método Rao-Blackwell en modelos lineales generalizados

Para generar las muestras look-alike y7, ...,y es necesario calcular la
distribucién condicional F} i(y) = F; i(y|t;). La distribucién estd dada
por Fj(y|t] = fAy fy;(w|T7 = t;)dw, que corresponde a la integral de
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NEF-QVF Iy, (w|TjZ =)

= exp {ch(w,qﬁ) + 1z -y; (tjn —w, d) — crz, (]h7¢)}
-~ 1 o2 021 zin

Normal w ~ Normal ( ST O zm+1>
o? conocida

Gamma w/t;n, ~ Beta ()\ A ZZ 1 zzh) A conocida

Poisson w ~ Binomial <t]h s m)

Binomial w ~ Hipergeometrica (Zf;ll Zipmi +my , tiy mj>
my,...,m; ﬁJa

Binomial Negativa w ~ Beta-Binomial ()\ )\ZZ | Zih s tjh>

A conocida

Cuadro 1. Distribuciones para usar el estimador Rao Blackwell en las mues-
tras de los MLG.

Lebesgue evaluada in A, = {w e Y :w <y}, donde Y es el soporte
de la distribucion de Y}, la distribucion condicional de Y; dado 77 esta
dada por

k+1

fr, ([T} = t;) = Z exp {Cyj (w, P) + T, -; (tin — w, P) (7)
h=1

—crz, (Ljn, Qb)} X Lfcategorta h (Yj)-

La tabla 1 muestra las distribuciones para cinco distribuciones perte-
necientes a la familia de dispersion exponencial.

Sin pérdida de generalidad, y con la intencién de ser claros, supone-
mos que las categorias de respuesta de las primeras k+ 1 observaciones,
Y1,Y2, - - -5 Yk, Ykt1, corresponden a las h =1,2,...,k, k+ 1, respectiva-
mente. _

El primer paso es, y;: se genera de F, !, ¥ tr_, se calcula de t, y y;.

En el siguiente paso, y:_; se genera de F 1, es decir de
Sru (W|T_y =1,_4)
= exp {CYn J(w, o) Fer: v (o —w, ) —ers (t;szl,hﬂb)}'

y tr_5 se calcula de ¢¥_; and y_;.
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De esta manera se continua hasta que ¥y, , se genera de F) +11,

fYV+1(w|T5+1 = ti+1)
= ©€Xp {CYu+1 <w’ (b) + €Tz ) Yot (tlt+17h —w, (b) —Corz,, (t:iJrl,h7 ¢)}

y t; se calcula de t;_ | y y; ..

Finalmente, los v = k + 1 términos restantes 7, ..., y; se obtiene de
la solucién tunica al resolver T7(y1, ..., yn) = TZ(y5, ..., y).

Para su uso en bondad de ajuste lo que se hace es repetir este proce-
dimiento M veces y en cada muestra calcular la estadistica de Bondad
de ajuste para la que se desea obtener su distribucion exacta, utilizamos
esta distribucién empirica y localizamos el punto en el que se encuentra
el valor de la estadistica calculado con la muestra original, es decir el
p—uvalor estard dado por el nimero de valores de la estadistica mayores
al valor de la muestra original entre M.

En Naranjo et al. (2006) se presentan varios ejemplos con datos simu-
lados para diferentes distribuciones y diferentes combinaciones de n y k
y una aplicacién con datos reales. Finalmente cuando las variables ex-
plicativas son continuas se podria utilizar el muestreador de Gibbs para
encontrar las muestras look alike, este también es un trabajo pendiente.
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