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El pro.blerrza de la tnecdniéa celeste consiste en estudiar el 
movimiento de cüerpos pesados bajo la influencia de sus atraccio
nes gravitacionales mutua};; Excepto en casos particulares simples, 
dicho·problema está rnu)'lejosde.ser resuelto en forma satisfacto
ria. 

·Supongamos 'que tenemos m partículas en R 3
, el espacio euclidia~ 

no real de dimertsión tres. Para conocer la posición del sistema en un 
momento dado necesitaremos dar tres números reales -las coordenadas~ 
para cáda una de fas· partíCulas. Esto· nos sugiere el substituir las m 
partícu:tas·por una sola.en R 3 m, las 3m coordenadas, en función 
del tiempo nos dan ·ia' evdludón de la configuración del conjunto 
de partículas. Sin embargo) no basta el conocimiehto de la posición 
inicial del sistema para determinar la evolución del mismo; además 

. de las posiciones> necesitarnos saber las· veloeidades iniciales de las 
partfoulas que lo. }ntegran. Co~o que se necesitan tres coordenadas 
más por · .. · partícula para conocer dicha ·velocidad, · esto nos 

da Un'total de 6m .números reales necesarios para coriocer el· "estado" 
de nuestro sistema en. un tiempo.dado; Así pues, en R6 m, tenemos que 
a cada purito corresponde una única trayet~toria· u órbita que ;describe el 
movimiento dé las partículas en füncíól1 del tiempo. A este espacio se Je 
llama "espacio· fase'' y al conjünto:de· las trayectorias ·en él, se le llama 
el ''retrato fase''. de nuestro sistertÜL De aquí en adelante tomaremos 
3m = n y denotaremos a este número, que es el númerd 'de coordenadas 
necesarias para fijar la posición de/nuestro sistema, como el "número de 

· grados de libertad" del ~ismo: · · 

Hay ·dos. mai1eras de abordar el estudio de las trayectorias· de un· 
sistema dinámico como el. que nos ocupa. Una es el tratar de 
encontrar ··en forma explícita los válores de x(t} (aquí x(t) es un 
punto en R 2

n para cada t) para unacondicióniniCialdada (x(O), 
por <ejemplo). Este es el método cuantitativo y, a excepción de 

··.'' 
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ciertos sistemas muy sencillos, no se han podido ·obtener re·sul~ 
tados explícitos. 

Sin embargo, él usó de calculadoras··analógicas o digitales, perrpite 
el computar la órbita, para una condición inicial" dada, con tanta aproxi
mación como se requiera .. Este método e·s el que se usa, por ejemplo, 
para calcular las trayector~as de los. satélites artificfales. Por medio del 
cálculo numérico se puede también encontrar base para investigaciones en 
elsegundo tipo de estudiomencionado anteriormente: el estudio cua}ita
tivo del retrato fase. 

El problema cualitativo, consiste en encontrar ciertos invariantes 
de. tipo topológico en nuestro retrato fase; es decir, como se ''ve'' 
el conjunto de trayectorias en el espacio fase que. nos concierne .. 
Los problema~ cualitativos 1son los de a.cotainiento de órbitas, de· 
estabilid~d, de existencia de ciertas variedades invariantes con · 
propiedades separatrices .interesantes, la caracterización· de con
juntos límites, etc. 

El objetivo sería llegar a una .clasificación "topológica" de todos 
los posibles retratos fase: se considerarán dos sistemas equivalentes si 
existe un difeomorfismo entre ellos, que mand.e trayectorias en trayec·· 
torias. El programa es muy ambicioso y sólo se han podido atacar .. 
aspectos parciales del problema. Se conoce, p~r e]emplo, cómo son 
esencialment~ Jos sistemas llamados ''integrables" y ·algunas de las pro
piedades cualitativas de.aquellos sistemas que difieren poco de éstos. 

El movimiento de .nuestros planetas está descrito por ecuaciones 
diferenciales que son un caso partjcular de lo que se llama un sistema 
hamilto:niano clásico, o sea,·unsi.stema.de laformá · 

• ·-an . aH 
p =~--, q =--· ' · aq " .ap (1) 

donde p == (p 1 , ... , Pn), q _ (q1 , ~. ~' qn) soplos n~yectores que nos 
fijan un .punto en el. espacio fase,H es "una fµnción derivable de los 2n . 
parámetros p, q y p, q deriotan las deriyadas de p y q cop; respecto al 
parámetro t, eltiempd. · · · · · 

]~n el cas9 que in~eres,~ a lf mecán.foa · ce~este, H, el hamiltoniano, 
representaala energía totaldel.~stema.~sumade energías potenciales y 
Cinéticas, y e.s tina función ctnalítica de p y q, al menos si se eliminan . del · 
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inedihi~·. Mh, a.ltra~sj;l)otta~flQs puntos de M0 a lo ·largó delás trayecto. 
rias que·.· pasan·.·por ella&·.pcrr·J1a t.i~JJ1po· t, ·se .. obtiene un.nuevo conjunte> 

·medible, Mt, con Ja 1 mJ.sp1a:meQ.idade· M0 : .. Aquí1a medida.de que 
J1ablamos es· ra de. Lebesgiie:en ]?} n •· .. ·Este ·resultado·· se . sigue inmediata· 
mente de que la.qivetg,e.~~ia.;delyector(ÍJ/ q}es nll'la, corno se puede vex 
a partir de (1) : 

·Oq ···aq·· 
a 

+-. ap 
an __ .'o 
ap 

Aquí· suponemos• qÜe;.Jldadmite al menos ·dos derivadas continuas, y aª 
. ·. . . . " ·.· ... 1 :.-· . • • . . • . • .. . . . . .. . p 

a . . . . . .....•.. ·.. . .· .. · .... 
aq denotan al vector obtenido derf van do con respecto a cadá una de 

las componentes .. depy 'de Q; . . 

. ·El·héchn .. de q~~.elhamiltorüanoli••sea ·.una ·.primera intégral. del 
. sistema,, es decir; ·inV'áFi~nt·e .• a·Jodai'go de tas trayectorias, se sig.ue de (1) 

.b., . taro ien: 

.... ··~·· .. :· ~~>+:;~ ·(- ~~}-o 
Nótese e!ltonces gm\ en general, H ....;. constante define una hiper-

superficie invarfapte de dimensión·zn .·-'-' 1.. ' 
. Hay que decjr que en vez de R 2 n se puede consi.derar todo esto 

en una variedad diferentia.ble M2 n dotada de una estructurn canénica y 
dando en ella. una l~form~ <cerrada, dH: 

Como ejemplo dé· uil sistema hamiltoniano con un~solo grado de 
libertad, daremos el que se origina· de la consideración del péndulo 

. simple: 

··+ .2 .. · .. o q·. w senq .. •··, 

dende q represent~ef ángulo qué dicho péndulo forma con la vertical. . 
Enfoona de sistem.atenehiós i: 
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}f .. 

q =p, p =- w2 senq, · 

que es de la forma ( 1) con' -

H = .!.. p 2 
- w 2 cos q . 2 . 

Siendo H = constante invariante y de dimensión. 1, las órbitas nos 
quedan entonces determinadas, y el retrato· fase es el .que se sugiere en 
la figura 1. 

Nótese que, a excepción hecha de los puntos críticos (puntos en 
que p =O, q = O}y de las trayectorias que tienden a ellas, .et conjunto de 
punjos correspondientes a una trayectoria es o S 1 (una imagen topoló
gica de· la circunferencia) .o R 1 (una imagen topológica de la recta), 
según que la órbita sea acotada o no. Este fenómeno es general para· 
sistemas "integrables". Liouville demostró que si en un sistema con n 
grados de libertad se conocen n primeras integ:r;ales. independientes en 
involución, entonces el sistema es enteramente integrable por cuadratu
ras. A esto le llamamos un sistema "integrable". 
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Se dice que las n primerasintegralesH=F1, F 2 , .. . , Fn (funcio
nes de (p, q) invariantes a lo largo de las trayectorias), están en involu
ción si los paréntesis de Poisson entre cualquier par de ellas se anulan: 
(Fi, fij) =O. Aquí 

(F G) = aF • aG - aF • aG 
' · ap aq aq ap 

Las ecuaciones Ft = Íi (f¡ constantes} determinan en general una 
variedad invaríante del s~tema de dimensión n, sea M una de sus com
ponentes; La independencia de las Fi nos dice que los vectores gradien
tes forman un sistema linealmente independiente. Se prueba entonces, 
que M debe ser un producto de la forma S 1 X S 1 X ... X R 1 X R 1 con . 
n términos. En particular, si M es. acotada (compacta), debe ser de la 
forma S 1 X •.. X S 1 ...:.... yn, un toro de dimensión n. Más aún que esto, 

·en la vecindad de M el espacio de un producto de Bn, un intervalo de 
Rn ~ en que para cada ·punto de Bn se tiene una variedad M irtvarian te. 
En general, exceptuando los puntos en variedades de diinensión 2n:. l o 
menor, la estructura del retrato fase viene dada por las variedades M 
recién mencionadas. Es decir, el espacio nos ha quedado dividido en 
compartimientos abiertos, separados por estas variedades de dimensión 
2n- l o .menor, y én cada una de ellas la estructura es de producto: M X 
Bn. Si ·el compartimiento es acotado, M = yn. En una de estas partes 
acotadas se pueden introducir variables de "acción .. ángulo", (!, i.p), I € 

1 Bn, \C(mod 211) € Tn, tales que la aplicación J, ip-+p, q sea canónica, (es 
l decir, que no se cambie la estructura hamiltoniana del sistema), y que 
'Fi =Fi (!). 

Las ecuaciones quedan ahora en la forma 

I =O, ip=w (!),(vi_!)=~~) 

(Para poder hacer esto se ha pedido en algún momento que 

det 1 ~~ l i= O) 

La acción I se define por l¡(f) = f:lt <flpdq, donde "'li'(f), i == 1, 
.. . ,n son una base de los 1-cidos sobre cada toroMr:F=f 

La segunda de las ecuaciones de nuestro sistema nos dice ahora 
que el flujo en cada toro es casi periódico, y de hecho periódico si las 
componentes de wson ra,cionalmente dependientes (ver figura 2). 
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FIGURA2 

Hemos obtenido así, justificación teórica par::i las observaciones 
hechas con. anterioridad sobre los problemas integrables: que las trayec
torias acotadas de sistemas integrables son casi periódicas: 

Entre los problemas int~grables conocidos; cabe· mencionar el de 
los dos cuerpos, eldelmovimiento de UJ1 .punto librea lo largo de 
una geodésica en la superficie de un "elipsoide triaxial o de un 
cuerpo de revolución, el de uneuerpQJÍgido simétrico pasado fijo 
en un punto de su eje y el de .un sólido asimétrico con su centro 
de gravedad fijo. 

No todos los siste111as son integrables. Esto se ha demostrad() 
exhibiendo casos en que, -claramente, las órbitas ac.otadas no se hallan 
.sobre tqros invariantes. Sin embargo, no es claro aún que problemas, 
entre los aún no inte.grados, son ó·no integrables. Entre este tipo de 
problemas, se encuentra.. el de los. n cuerpos, .inclwyendo el problema . 
plano. resttingido .• de.lostres cuerpos"Tambiénperteriec~n·a :esta catego
ría el movimiento de iln Pl.lJ21.Jo. libte á. lo largq ·Cle las .geodésicas de un. 
con.vex.o y ·el·movimieritogeun.cuerp0 pasado a,simétrico. 
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Se pr~g~ta~ a}J;qt~ : ~ue éslo. que. pasa si.· se altera l1n .. sistema 
hal1liltqíiiano htt~gr$ple e,n una éatiridad veql}eña~ '.J?or ejer!lplo, si se. 
suma. ·a .. H··una•·.cari~tdacl#i .•. de.····valor.-.ab.S"oluto·. petjuéfio•;· Para c6menzar.·e·l.·· 
·análisis se.· pued\e • s~pAfnetf ql1~ el sist~n,1a int~grab1e origiµal esíé dado en.· 
la región ql1e .nos )nteresa {acotada) en términos de variábl:es acción. 
ángulo. . .. _ .. . 

Tomamos pue:s co¡no•nuestro espado fase .Q Rn X Bn y sea.np .·. 
~(p 1 • • • , • Pn ), q > (Q1; . : . , lln)Jmod. '.27í), las coordenadas sobre Bn y 
T1 respectivaineri~e. 

Si se tiene urt hamiltpnianio H = H 0 (p) {caso integrable, véase 
. (2)), nuestro sistema Viene dado por 

. 0 .. · (p)_· (. (p) gHo) p = ' q = Wo - . Wo .. -.. ~ ap ' (3) 

'o'-, - ,• 

y describe un mOvtrniento casiperiódico d_e frecuencias <4p} sobre los 
toros invariap.te$ p : const.a,nte'. · 

Si dWo. 
02

Ho ' *o; entonces las frecl:lenci(J.s varía.u de Uh toro ap ap2 
. al otro. 

Consideremos ahora al_hamiltoniano perturbaüo: 

H JJ0(p) + H 1 (p, q), 

H1 (p, q + 2 n) =H 1 (p, q) < < l. 

El sistema.es ert este caso: 

". 

-..• _ (JH1 • _ _ · óH1 · 
P.~- oq , q -wo(p) + ap . {4) 

Kolmogorov d_emostró. en. 1954 que ·para fa mayor parte de las 
·.condiciones iniciales se cortservan los toros invariantes' con movimientos 
casi periódicos .. Vamos a ser más pr,ecisos: 

. Bupóngg.se qu~ H .es analítico .en una vecindad .compleja [fl] del 
. espacio fase n,_.(Re p, Re q. e·n, [Jm pi <p,11m ql < p), También se 
supone que.el sistema sin perturbar és no degenerado: 

· _- a·w - ·· a2H. 
det 1··.·.· 0 1:-det1 --·· º·I *O. ', ... ···· óp ., ' p2' ' 

Se escoge únvectorfrecuencia inconmensurable, w = w*, (que no 
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satisface una relación (k, w) ={k1 w1 + ... +knWn =O con ki, .. . , kn 
enteros, k =F O). Sea T 0( w*) el toro invariante del sistema sin perturbar 
que tiene por ecuación p = p*, donde w0 (p*) = w*. Las frecuencias 
sobre T0 (w*) son pues w*. 

Se tiene entonces el siguiente 

Teorema. Para cada ó > O existe e > O y una -aplicación p =·p(Q), q = 
q(Q) de un toro. T ={ Q, mod 211'} en n, tales que Q = w* y que lp(Q). 
-p*I < ó, lq(Q) -ql < 81 siempre y cuando en [il] ·. 

IH1 1 < e~e(ó,w*,H0 J2,p) >O. 

Los toros T (w*) forman un conjunto de medidápositiva, y la 
medida del complemento tiende a cero con H 1 . . 

En otras p~labras más intuitivas, lo que se dice es que si 111 es 
suficientemente pequefio, para casi todas las w* existe un toro (T( w*) 
invariante del sistema perturbado, y T(.w*) es muy próximo a T0 (w*). 

La idea de·la demostración se basa en un proceso de aproximacio
nes sucesivas. 

Se busca una transformación canónica p, q -+ p ', q' que-transfor-
mea 

en que H 2 sea de un orden de pequefiez superior a H 1 . 

Al tratar de encontrar dicha transformación nos encontramos con 
- . - . 

el problema de la convergencia dela serie de Fouri~r definidora de la 
función generatriz de la transformación canónica: En el denominador 
de los coeficientes aparecen1qs términos(w,k)quepuedenhacerse arbi~ 
trariamente pequefios (y aún cero sí wno es inconmensurable)· al crecer 
lkl =lk11 +.;. + lknl· Como que wdepende dep', q~ es indudable que 
en todo abierto nos encontraremos con problemas. · 

Para subsanarlo Kolmogorov pensó en escoger w* apropiadamen
te, de hecho de manera que l(w~k}I ;?: K¡¡q-.n-~ para cierta K, lo cual se 
realiza para casi todas las· w. Una vez escogida w* se tiene T 0( w*) y se 
puede encontrar el toro T1(w*) invariante bajo el flujo definido por 
medio de H 0 (p'), y que sé encuentra en la vecindad de T0 (w*). Se 
puede .ahora buscar una segunda transformación canónica que nos lleve 
el hamiltoniano a la. forma 
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· f1~W:·.~;·".f:si~'',.·q' ), 

orden.~de geq~~~e;itm~yor que H2 • Aquí~ de nuevo se 
·•.···.· <·trªrT2(w*)~#:!a$:.~erpanÍas de T1 (w*), einvariante bajo 

·~1·~~~, . ;~·.ij~finido ~on.1!~·(~}'). . El quid del asunto se encuentra en 
· q~~if;J.~,,.,¿¡,~rilJ, q<nJ}tien~ea.cero cuantlo ri ~y en que los Tn(w*) 
tt~·ii~~~: :a, pn toro T(w*)· i,nv~riarite bajo el sistema . definido por 
H·fjfp}i=&Jf 'fi(p q) y en que fas trayectorias tienen frecuencias w* Lo 

:::;:·:.'<>·._.,:~,::.>·,·~-,~'.!:~:':·.:.>~:·.·.;:'.~:-.:,,<_--.:·: ... :· _,., . '. ·-.· -· -->-->>·.<>}~---\'.~_-:._. --~_··_·- ._.·- -· .. : -. . _.-. - - .· - .- • 
q~~1·ij!~9.~·:p(>sible esta con;v~rgen.c~a.~s quelHnl es del orden.de IHn. 1 1

8
, s 

. > 1~·~·sea que se tiene uhpr()Qeso de aproximación del tipo del que se 
tiene;e;11.el método de apioxi:rnación de Newton. 

. . F>a.r:a demostrar por este metddo que estos toros invariantes llenan 
.· lln co11Jµnto de medida positiva hay que usar las funciones monogénicas 
de Botel. 

El teorema nos da pues Ja siguiente imagen: H =constante es una 
váriédad invariante de !diJ.l!ensióti 2n~l en la que se encuentran encaja
dos toros: de dimensió!l n>e.ntte los cuales puede haber regiones en que 
dithos t()ros no existen(ié@o'.n:esJhuna.das de inestabilidad). Si n = 2 se 
tienen toros de dirnen.sióp.2 é}1>una región de una variedad de dimen
sión 3, Como que éstOs sépáia11lseJ''llede concluir el acotamiento de las 
órbi(as que pasan porlos puntos de la región, pues quedan emparedados 
entre toros. 

Sin embargo, paran > 2 no se puede concluir nada semejante, 
pues, por ejemplo sin. ·.· J $e tienen T3 encajados en una región de R 5 

, 

la cual no separan, y las órbitas 'que no pertenecen a los toros invarian~ 
tes no tienen por qué perll;lanecer -acotadas. De h~cho se puedeñ dar " 
ejemplos explícitos en que estas órbitas pueden alejarse tanto como se 

· quiera. En IOs ejemplos,, esté:'escape se logra con la ayuda de interseccio~ 
nes transversales de las variedades estables e inestables correspondientes 
a ciertos toros de tip() ·hiperbólico. 

Este teoremaperrhite concluir la estabilidad del movimien
to de un planetoide. ell' él' problema. circular plano restringido de 
los tres cuerpos (n ·~ 2}, también la estabilidad de las rotaciones 
rápidas de un··cuerpo rígido pesado asimétrico, o bien se puede 
aplicar al .problema de las geodésicas sobre superficies cercanas a 
elipsoides o a superficies de revolución. 

El teorema ha sido generalizado por Arnold. a otros casos, 
llamados degenerados, en que la condición ( 5) no se cumple. De 
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y:.~·~~,:~1·.rr~:· ..... · . :~::.' .. ::.t} . .. . . . 
aquí se sabe que la mayoría de rla~{ trayectorias de un sistema 
planetario con un sol central mucho más pesado que los planetas 
que le dan vueltas en órbitas casi circulares y .casi coplanares son 
casi periódicas y se encuentran sobre toros ·invariantes. O sea que, 
en la mayoría de los casos no habrá alejamientos al infinito ni 
chogues entre los cuerpos del sistema. 

El rrlismo Arnold ha usado ~u método para demostrar la existen
cia de toros de dimensión n invari(l)ltes y llenando un conjunto de 
medida positiva; en la vecindad.de traye.ctorias cerradas y posiciones de 
equilibrio en casos elípticos generales, {Este mismo m~tod9 ha permitiw 
do demostrar el teorema de Kolmogorov sin la maquinaria. delas funcio
nes monogénicas de Borel). Con ~ste resultado se obtiene para n ~ 2 la 
estabilidad de órbitas cerradas d~ tipo ~líptico general. Es así como 
Leontovich, ha demostrado la.estabilidad de las soluciones periódicas de 
Lagrange ~n el problema plano· y circular restringido de los tres cuerpos, 
Moser ha logrado reducir la demanda· de analiticidad de H a la d.e. Ja 
existencia'.de un número suficientemente· grande de derivadas. 

N átese que hasta ahora todo ·ha sido hecho en ~as variedades H = 
Ti . constante, o sea que cuando hemos concluido _estabilidad ésta ha 
sido adiabática, es decir, sin cambios de H (energía). Se puede dar otra 
forma al teorema útilizandoJa construceión de superficies-ele s,ecci(?n de 
Poincaté-Birkhoff, .que permite condiíir estapilidad independientemen
te de que el proceso sea adiabá.tfo6. 

FIGU~A3 
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La condición ( 6) garantiza Í~ presencia <de to;ros 1nvaru:mu~s 
cada nivel de energía) y esto trae consigo la estabiligad~para n =2'. 

Por otro lado, en las aplicaciones ambas condiciones se ve:rifican: 
l . .. 
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