‘mvas de establlldad
-, mecamc ;‘celeste ‘ ; -

- 'Carl‘os,P‘ere‘llé*

- El problema de la mecanzca celeste conszste en estudiar el
movzmzento de cuerpos pesados ba]o la mﬂuencza de sus atraccio-
nes gravzz‘aczonales mutua" ','Excepto en ¢asos partzculares simples,
~dicho problema estd muy Zejos de ser resuelz‘o en forma satzsfacto-

rig. o

’Supongamos que tenemos m partmulas en R3, el espac10 euchd1a«
no real de dlmensmn tre's\' Para conocer la posicién del sistema en un
‘momento dado nebesmremesdar tres numeros reales —las coordenadas—
para cada una de Jas pamculas Esto nos sug1ere el substituir las m
partlculas por una’ sola en R, las 3m coordenadas, en funcién
del tiempo nos dan la evolucmn de la conﬁguracmn del conjunto
- de partwulas Sin embargo no basta el con001m1ento de la’ posicidon
inicial del sistema para determmar la. evolucmn del mismo; ademds
‘de las posmones necesxtamos saber las” veIoc:1dades 1mC1a1es de las
partlculas que 105 nt_gran { jf ﬂ,o que se neces1tan tres coordenadas
‘mds por - pamcula ‘para conocer dlcha ‘velocidad, esto nos
da un total de 6m ‘nuameros reales necesarios para conocer el “estado”
de nuestro sisterna en un t1empo dado. Asi pues, en R6m tenemos que
a cada punto corresponde una Unica trayectoria u- Orbita que describe el
movimiento dé las partlculas en funcmn del tiempo. A este espacio se le
llama ‘espacio fase 'y al con ”fide‘ las trayectonas en €1, se le llama
I ‘retrato fase’ de nuestro 's1st ma. De aqm en adelante tomaremos
- 3m=ny denotaremos a este numero,  que es el nimero'de coordenadas
‘necesarias para fijar la p051c10n de nuestro smtema como el “numero de
i grados de l1bertad” del mlsmO e

‘Hay ‘dos: maneras de abordar el estudio de las tfayectonas de un’
S ,-s1stema dindmico conio el que nos ocupa. Una es el tratar de
~encontrar ‘en f’orma explicita los valores de x(2): (aqui x(¢) es-un
- punto en R2% “para cada ?) para una condicién inicial dada (x(0),
‘por e]cmplo) Este es el metodo cuant1tat1vo y, a excepcmn de

o "'C?“m’ de vlfﬁi/és‘t‘i‘g-a’c:ifén&fy'%de ; Esmdi‘os”Avanzados del IPN.
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ciertos sistemas muy sencﬂlos no se han pOdldO obtener res'\:,___
tados explicitos. :

~ Sin embargo, é1 uso de calculadoras analégicas o digitales, permite
el computar la érbita, para una condicién inicial dada, con tanta aproxi- -
macién como se requiera. Este método es el que se usa, por ejemplo,
para calcular las trayectorias de los, satélites artlflmales Por medio del
cdlculo numérico se puede también encontrar base para investigaciones en
el segundo tipo de estudw mencwnado antenormente el estudlo cuahta-
tivo del retrato fase. '

El probl;ema cualitativo, consiste en encontrar ciertos invariantes
_de.tipo topolégico en nuestro retrato fase; es decir, como se “ve”
-el-conjunto de trayectorias en el espac1o fase. que nos concierne.
‘Los problemas cuahtatlvos son los de acotamiento de Grbitas, de .
- estabilidad, de existencia de ciertas. vanedades mvanantes con -

propiedades separatnces mteresantes la caractenzacmn de con-

Jjuntos lnmtes ete. ' '

El objetlvo seria Ilegar a una clasﬁ”lcacmn topologlca” de todos
los posxbles retratos fase: se considerarin dos 31stemas equivalentes si
existe un difeomorfismo entre ellos ‘que mande trayectonas en trayec-
torias. El programa es muy amblcmso y sblo se han podldo atacar ,
aspectos parciales del problema, Se conoce, por—e]emplo, c6mo. son‘
esencialmente los sistemas llamados ¢ mtegrables” y algunas de las pro-
pledades cuahtatlvas de aquellos sistemas que difieren poco de éstos.

El m@vmnento de nuestros planetas estd descnto por ecuaciones
chferenmales que son. un caso particular ¢ de lo que se llama un s1stema

(ﬁ‘l)

domie p (pl, S pn) q (ql, 5 qn) son los n-vectores que nos

¢   ‘:y q, al, menos si s ehmman del

ﬁ}an un punto en el espacm fase H es:una funcmn denvable de los 2n



‘*' _,fwf“}‘medlble M, con la’
~hablamos es la"‘df




C.I :p)p. == w2 sen q.,'

que es de la forma (1) con -
H=2p* —w? cosgq.

Siendo H = constante invariante y de dimension 1, las orbitas nos
quedan entonces determmadas y ¢l retrato fase €s el que se sugiere en
la figura 1.

Nétese que, a excepcién: hecha de los puntos criticos (puntos en
que p =0, g =0)y de las trayectorias que tienden a ellas, el.conjunto de
puntos correspondientes a una trayectoria es o S ' (una imagen topol6-
gica de la circunferencia) o R (una imagen topolégica de la recta),
segun que la 6rbita sea acotada o no. Este fenémeno es general para’
sistemas “‘integrables”. Liouville demostrd que si en un sistema con n
grados de libertad se conocen n primeras integrales independientes en .
involucién, entonces el sistema es enteramente integrable por cuadratu-
ras. A esto le llamamos un sistema mtegrable




Se dlce que 1as n prlmeras mtegralesH =F,, F,, ..., F, (funcio- V.
nes de (@, q) mvanantes alo largo de las trayectonas) estan en involu-

cién si los parente51s de Pmsson entre cualqu1er par de ellas se anulan:
(F;, F;) =0. Aqui

i . 0G - oF | oG
ol G) | ap dg 9q op

Las ecuac1ones F f, (f, constantes) determinan en general una
varledad mvarlante del. Shstema de dimensién 7, sea M una de sus com-
ponentes La 1ndependenc1a de Ias F; nos dice que los vectores gradien-
tes forman un sistema hnealmente mdependlente Se prueba entonces,
que M debe ser un producto delaformaS!X S'X... XR'XR'con
n términos. En partlcular si M es-acotada (compacta) debe ser de la
forma S'X ... X $'= 7", un toro de dimensién »n. M4s atin que esto,
en la vecmdad de M el espacm de un producto de B", un intervalo de
R" . en que para cada punto de B” se tiene una vanedad M invariante.
En Ageneral, exceptuando los puntos en vanedades de dimensioén 2n-10
menor, la estructura del retrato fase viene dada por las variedades M
recién mencmnadas Es decir, el espacio nos ha quedado dividido en
compart1m1entos abiertos, separados por estas variedades de dimensi6n
2n-1 o menor, y én cada una de ellas la estructura es de producto: M X
B™. Siel comparumlento es acotado, M = -7". En una de estas partes
acotadas se pueden introducir vanables de “accién- angulo” I @, 1€
1 B", g(mod 2m) € T" , tales que la aplicacién J, w—>p, q sea candnica, (es.
} decir, que no se camble la estructura harmltomana del sistema), v que

F=F; ().

Las ecuaciones quedan ahora enla forma

I= Oso w(f)(w(l) )

(Para poder hacer esto se ha pechdo en algin momento que

de“t 57,} + 0)

La accién I se define por I(f) =44 (npdq, donde Yi(f), i =1,
,n son-una base de los I-ciclos sobre cada toro M,:F =f.

La segunda de las ecuaciones de nuestro sistema nos dice ahora

que el flujo en gada_toro es casi periédico, y de hecho periédico si las
- componentes de wson racionalmente dependientes (ver figura 2).
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 FIGURA 2

Hemos obtenido asi, justificacion tebrica para las observaciones
hechas con anterioridad sobre los problemas integrables: que las trayec-
tonas acotadas de swtemas 1ntegrables son caS1 penod1cas

Entre los problemas zntegmbles canoczdos cabe mencionar el de

los dos cuerpos, el del movimiento de un punto libre a lo largo de

una geodésica en la superf icie de un. elzpsozde triaxial o de un

cuerpo de revolucion, el de un cuerpo. rzgzdo simétrico pasrdo fijo

en un punto de su eje y el de un solzdo aszmez‘rzco con su centro,
de gravedad f ijo. - e ’

No todos los sistema‘si’ son integrables. Esto se ha demostrado
exhibiendo casos en que,. claramente las orbitas acotadas no se hallan
-sobre toros mvarlantes Sin embargo no es claro atn que problemas
_entre los aun no mtegrados so‘n, ‘tegrables Entre. este tipo de =
‘problemas se encuentra el de los n -cuerpos inclu endo el problema; L
plano restrmgldo de Ios ‘tres cue ; am ién pertenecen a esta catego-f

CONVEXo. y »lf{mo-ylm;
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T” respectlvamen;‘ . -
7 Si se tiene un ham‘ omamo H HO (p) (caso mtegrable véase 3
. (”)) nuestro s1stema v1ene:;dado por '

[E XS0 @e=%0, @

7cas1 perlodlco de frecuenc;las w(p) sobre los

ntonces las frecuencias varfan de un toro

Consﬂeremos ahora: ffhv-mﬂstbniénd pe-rturbatio; |

H Ho(p) +H1 (P 61)
1(!9 él +”7T) "'Hl (p 61)<<1
El s1stema es en este caso

Kolmogero _d § ‘ro en ‘954 que para la mayor parte de las
'.condlclones 1n101ales se co ervan os toros 1nvanantes con movnmentos _
~casi penodlcos Vamos a ser més premsos : ‘
‘Supéngase que H es ana11t1co en-una vecmdad compleja [9;] del
¥ espac1o fase €2, (R 'i*jp, Req €S, m pl < plimql < p) Tamb1en se
" ‘»g_supone que el swte a;sm perturbar es’ no degenerado ' |

~ Seescoge un vector frecuencia inconmensurable, W= ¥, (que no .
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satisface una relacién (k, w) =k +. .. H,w, =0conky, ..., k,
enteros, k # 0). Sea To(w*) el toro invariante del sistema sin perturbar -
que tiene por ecuaciéon p =p*, donde wep*) = w*, Las frecuencias
~sobre To(w*) son pues w*.
Se tiene entonces el siguiente .

Teorema. Para cada 8 > 0 existe € > 0.y una apllcaczon p=p@Q),q =
q(Q) de un toro T = = Q, mod 2w { en § tales que Q w* y que Ip(Q)
— p*| <6, lq(Q) gl < 6 szempre v cuando en [§2] |

|H | < e= 6(60.)*1:10 0) > 0.

Los toros T (w*) forman un conjunto de medida positiva, y la
medida del complemento tiende a cero con H,.

En otras palabras mds intuitivas, lo que se dice es que si Hy es
suficientemente pequefio, para casi todas las w* existe un toro (7(w*)
invariante del sistema ‘perturbado, y T (w*) es muy préximo a T, O(w*)

La idea dela demostracién se basa en un proceso de aproximacio-
nes sucesivas. : : ~

Se busca una transformacmn canénica P, q p q' que. transfor-

- me a

H|=H'O(p) +H,(p, q) en Ho(pl‘f)“-l-Hz Qp', q",

en que H, sea de un orden de pequenez supenor aH,.
Al tratar de encontrar dicha transformacién nos encontramos con .
el problema de la convergencia de la serie de Founer definidora de la

funcién generatriz de la transformacion canénica: En el denominador. =

de los coeficientes aparecen: los términos (w k) que pueden hacerse arbi-
trariamente pequenos (y alin cero si wno es 1nconmensurab1e) al crecer
\kj = |k1| +. .. +1k,l. Como que wdepende dep’ q es mdudable que
-en-todo ablerto nos encontraremos con problemas ; |

 Para subsanarlo Kolmogorov penso en escoger w* apropladamen-
te, de hecho de manera que | (¢, k)ll Z K™ para cierta K, lo cual se
realiza para casi todas las . Una vez escoglda w* se tiene To(W*) y se
puede encontrar el toro T (w*) 1nvanante bajo el flujo definido por
medio de Ho(p'), y que se encuentra en la vecindad de To(w*). Se
puede ahora buscar una. segunda transformacmn canonlca que nos lleve
el hamﬂtomano ala forma ~ | L
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que H2 Aqul de nuevo se
asde T l(w*) e invariante bajo
d‘ del asunto se encuentra en

_f;"bajo el sistema deﬁmdo por
‘;tonas tlenen frecuencms w*. Lo

' de Béfel

\»,2n 1 enla que se encuentran encaja-
los cuales puede haber regiones en que
lamadas de inestabilidad). Sin =2 se
”tlenen toros de dime na region de una variedad de dimen-
sibén 3. Como que éstos se 1 se. puede conclmr el acotamiento de las
orbltas que pasan por los-puntos de la reglon pues quedan emparedados
entre toros - ; : ~ : =
Sin embargo para-n’> 2 no se puede conclulr nada seme;ante
- pues por ejemplo si n = 3 se tienen T3 encajados en una regi6n de R®,
~la cual no separan, y las or "tas ‘que. no pertenecen a los toros invarian-
" tes no tienen “por que p ANec sotac
ejemplos explicitos en que estas orb1tas pueden ale]arse tanto como se
| quiera. En los eJemplos este: escape se logra con la ayuda de interseccio-
nes transversales de las variedades estables e inestables correspondientes
a ciertos toros de tlpo Iuperbohco ' ~

dos t@ros de d1mens1o
dlChOS toros no exis

Este teorema permlte concluir la establhdad del movimien-
to de un planetmde en el problema circular plano restrmgldo de
los tres cuerpos (n = 2), también la estabilidad de las rotaciones

- rapidas de un’ cuerpo r1g1do pesado asimétrico, o bien se puede
~ aplicar al ; lema de las geodeswas sobre superf1c1es cercanas a
“elipsoides o a superficies de revolucién. |
; - Fl teorema ha sido generahzado por Arnold ‘a otros casos,
llamados degenerados, en que la condicion (5) no se cumple. De
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-faqm se sabe que la mayoria de las r !
planetario con un sol central mucho mds pesado que los planetas e

que le dan vueltas en 6rbitas casi circulares y casi coplana,res, s:o,n” S

casi peri6dicas y se encuentran sobre toros invariantes. O sea que,
en la mayoria de los casos no habrd alejamientos al 1nfm1to ni
choques entre los cuerpos. del s1stema | '

Fl mismo Arnold ha usado su metodo para demostrar la ex1sten-» |
cia de toros de dimensién mvanantes y llenando un conjunto de
medida posmva en la vecindad de trayectonas cerradas y posiciones de

~equilibrio en casos ehpucos generales (Este mismo método ha permiti-
do demostrar el teorema de Kolmogorov sin la maquinaria de las funcm-}

nes monogénicas de Borel). Con este- teésultado se obtiene paran = =21a"
estabilidad de 6rbitas cerradas de. tlpo ehptmo general Es asi como

. Leontovrch ‘ha demostrado la establhdad de las solucmnes penodlcas de

Lagrange en el problema plano y cnrcular restnngldo de los tres cuerpos. 8
Moser ha logrado redu01r la demanda de analiticidad de Ha la de la-
ex1stenc1a de un nimero suﬁmentemente grande de derivadas. e
Noétese que. hasta ahora todo ha sido hecho en las variedades H =
h = constante, o sea que cuando hemos concluido estabilidad ésta ha
sido adlabauca es dec1r sin cambios de H (energla) Se. puede dar otra
forma al teorema utlhzando la construccmn de superf101es de’ seccmn de
Poincaré-Birkhoff, que permlte conchnr establhdad 1ndependlentemen- .
te de que el proceso qea adlabatlco;‘ L : , L
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‘1a condicién (6) garantiza la
cada nivel de energia, y esto trae ¢
Por otro lado, en las aplicaciones
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