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1. Introduccidn.

El dltimo Teorema de Fermat encendi6 la imaginacién de generacio-
nes y generaciones de matematicos que sonaron con su demostracion.
Para estas generaciones, el trabajo matematico desarrollado por Fer-
mat queddé oculto tras el brillo legendario del Teorema. Sin embargo, a
lo largo de los anos muchas voces se alzaron para reivindicar también
a Fermat como co-fundador de la Geometria Analitica, como iniciador
junto con Pascal de la Teoria de Probabilidades y como descubridor del
Calculo Diferencial e Integral.

Queremos ahondar en la validez y alcances de esta tultima afirma-
cién: j Es Fermat, junto con Leibniz y Newton, fundador del Calculo? o

“Una versién preliminar de este trabajo fue presentada en las IIT Jornadas de
Historia y Filosofia de las Mateméticas, CIMAT A.C., Guanajuato, septiembre de
2001.
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con mas modestia: ;En qué medida el trabajo de Fermat es antecedente
y precursor del Calculo?

Fermat, y los gedmetras del siglo XVII (el término “matematico”se
emplearfa en el siglo por venir), querfan ser los herederos del saber de
los antiguos. Asi el primer interés de Fermat es abordar los problemas
geométricos de los griegos: cuadraturas, trazado de tangentes, rectifica-
cién de curvas y problemas geométricos de optimizacién, pero se perfila
un cambio en los métodos/técnicas usados. En efecto, el Arte Analitico
de F. Viete proporciona un nuevo significado para el andlisis de los
problemas y Fermat usa las ténicas de Viete para introducir un “méto-
do de coordenadas”que le permite convertir problemas geométricos en
problemas que hoy denominariamos algebraicos.

Senalemos que la notacion que estamos usando estd lejos de ser la
usada por Fermat, la cual era bastante rudimentaria; ademas, él la usa
con mucho descuido. Nuestra notacion es la que se desarrollé a partir
de Leibniz y vale la pena recalcar que en el caso del algebra, la forma es
contenido. Sin embargo, tratamos de estar tan cerca como sea posible
de las ideas de Fermat.

2. La cuadratura de las parabolas.

Arquimedes descubrié, mediante una heuristica muy elaborada ba-
sada en la Ley de la Palanca, que la cuadratura del sector de parabola
ABC es igual a 4/3 del area del respectivo tridngulo, donde B, al que
llamaremos centro del arco, es el punto de la parabola donde la tangente
es paralela a la cuerda AC. Para demostrar formalmente su resultado
usa el método de exhaucion.

A

Figura 1.a: Aproximacién por defecto
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A

Figura 1.b: Aproximacion por exceso

Aproxima, por defecto, el area del sector con la suma de las areas de
la familia de tridngulos que tienen como base una cuerda de la parabola
y como vértice el centro del arco correspondiente (ver figura 1.a)

Para aproximar por exceso, toma la suma de areas de triangulos
determinados por las tangentes a la parabola en los extremos de los
arcos de la familia anterior (ver figura 1.b) Usando las relaciones entre
las areas de los tridangulos de las dos familias obtiene estimaciones que
le permiten usar el método de exhaucién y demostrar su resultado.
Las relaciones antes mencionadas muestran que Arquimedes tenia un
profundo conocimiento de la parabola. Notemos que en esta prueba,
Arquimedes utiliza la suma de una progresiéon geométrica y, segin
Fermat, es el tinico caso en que lo hace. En el resto de problemas que
Arquimedes aborda utiliza la suma de una progresién aritmética.

En contraste, veamos céomo Fermat calcula la cuadratura de la
parabola y? = xP, (con p # ¢) donde lo podemos apreciar como digno
sucesor de Arquimedes encontrando un truco ingenioso ad hoc. Final-
mente termina su argumento empleando el principio de exhaucién. Su-
pongamos que ¢ es un numero natural y p un entero tal que p + ¢ >
0. Consideremos la progresién geométrica xg, xor, Tor?, 2or>, . ... Una
parabola generalizada convierte progresiones geométricas en progresio-
nes geométricas, como se ve al calcular las ordenadas respectivas, las
cuales estan dadas por:

_ /g _ .p/a, p/q _ ..p/q,2p/q _..p/q,3p/q
Yo =Ty Y1 = Tg T/,yg—xo r /,yg—xo r /,....

Aproximando el area entre x = 0 y x = x(, al modo del método de
exhaucién, con r < 1, tenemos una aproximacion por defecto y otra
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XoI? Xor? X T Xo

Figura 2: Pardbola y? = z

por exceso dadas por

Z(xorj —zor’™)y; Z(ajorj — 2or" ™)y 1.

donde las sumas se estan tomando desde 0 hasta co. Operando se ob-
tiene que el area esta comprendida entre

Z(%T’j _ xorﬂl)xg/qrjp/q - :):é“’/q(l —7) er(lﬂz/q)

L—r 1+p/q
1 — r(+p/9)"0

— /4
S (o — gty g nls = LD o
(xor? — xor? ™ )y =gt

que se obtiene en forma analoga.
Notemos que Fermat estd usando la “suma total”de una progresion
geomética de razén r+P/? < 1 (esto puesto que r < 1y 14 p/q > 0).
Nos resta estudiar (1 —r)/1 —r(#7/9 Para simplificar la escritura,
escribimos r'*P/¢ := 5. Entonces
l—r  1—r 1=y I+s+4-- 457!
1 — r(+p/q) 1 —ppte 1 — p(1+p/0) 1474 ... 4 ppte-l

Finalmente, el area del sector esta comprendida entre

S U RO ) IR

1+s+---+sq—1x1+,,/qZAZ !

147+ ppret0 L7 pprat

Usando el método de exhaucion se muestra que el area es:

_ 1 :E(1)+p/ q
1+p/q
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Podemos interpretar también este resultado en términos de limites. En
efecto, tenemos que:

m IL+s4-- 45071 T rf”/q(1+s+---+sq‘1)xl+p/q
r—1- 1474 ppta170 r—1- 1474 ppra-l 70

y ambos son iguales a:
1 xéﬂv/q'
1+p/q

Cuando 1+ p/q < 0, tomamos r > 1 y obtenemos el area del sector
de “pardbola”y? = P entre x e co. Y, por supuesto, para 1 +p/q =0,
ambas sumas, i. e. para r < 1 y para r > 1, divergen.

El resultado que Fermat obtiene es mucho més general que los ob-
tenidos por otros matematicos de la época como Cavalieri. Este ultimo
calcula cuadraturas especificas que requieren de razonamientos cada vez
mas complicadas. Aquellos matematicos e historiadores que quieren ver

en la férmula . )
/ 2% dr = ——aft,
0 o+ 1

(v un racional mayor que -1) un precursor del teorema fundamental del
calculo, olvidan que Fermat no tenia una definiciéon de derivada.

3. Determinacion de maximos/minimos.

El método que utiliza Fermat, originalmete pensado para polinomios
pero luego aplicado a funciones algebraicas mas generales, se basa en
la observacion siguiente: Si Z es el valor mdzximo o minimo de una
cantidad A entonces la ecuacion Z = A tiene una unica raiz. Pero en los
problemas gedémetricos que aborda, para cualquier valor de A distinto
del méximo o del minimo la ecuacién algebraica tiene dos raices. |
Qué pasa entonces con la otra raiz en el maximo o minimo? La respuesta
es que en el méximo (o minimo) las dos coinciden , es decir, se trata
de una raiz doble y el problema se transforma en encotrar la x que
satisfaga esta condicién algebraica.

Un cambio de notaciéon nos permite replantear la condicion con méas
claridad: Supongamos que la funcién f(z) toma el mismo valor ¢ en
x y en x + h, entonces el problema consiste en encontrar el valor de
x para el cual h = 0 es raiz doble de la ecuaciéon f(x + h) — f(z) =
0, y para este x la funcién f tendra un maximo o minimo, siendo el
contexto el encargado de discriminar entre los dos casos. Ahora bien,
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independientemente de z y de h, la ecuacion en cuestion tiene como
raiz h = 0. Luego, podemos reescribir la expresién de la izquierda como

flz+h)— f(x) = hG(x,h).

y preguntarnos ahora, j, para qué valor de z se tiene G(z,0) = 07 Este
valor de x nos da el extremo buscado.

Para llevar a cabo este andlisis, solo se requiere teoria de ecuaciones
y algebra elemental, y dar los pasos que siguen:

1. manipular algebraicamente la ecuacién f(x+h)— f(x) = 0 hasta
llevarla a la forma

hG(z,h) = 0.
2. despejar de la ecuacién

G(z,0) =0,

el valor x buscado. A continuacién veremos dos ejemplos de Fermat al
respecto.

3.1. Un primer ejemplo.

El primer ejemplo es dividir un segmento dado en dos segmentos
de manera que el drea del rectingulo determinado por ellos tenga drea
maxima.

Utilizando el método de Viete, Fermat escribe AB = b. Entonces
el area del rectangulo determinado por cualquier punto del segmento
estd dada por x(b — x) = bxr — 2 y como la suma de las raices de la
ecuaciéon bx — 22 = 0 es igual a b, cuando se trata de una raiz doble
xo se debe tener xy = b/2. Miremos ahora la resolucién de este mismo
problema utilizando la “regla de los dos pasos”:

f(x+h)— f(z)=blxr+h) — (x+h)> —br + 2> = h(b— 2z — h),

es decir G(x,h) = b—2x — h y la solucién de G(x,0) = 0 es, en efecto,
xo = b/2. Este es un ejemplo muy sencillo donde pueden apreciarse la
afirmacién de Fermat. En efecto, la cantidad bz — 22 = ¢ tiene, para c
menor que el méximo, dos soluciones, excepto para x = b/2.

Su método le permitié resolver problemas mucho mas complicados
como la proposicion 6 del Libro VII de la “Coleccién Matematica” de
Pappus que, en traduccién de Fermat, dice:
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Dada la linea BDEF en la cual los puntos B, D, E, F' estds dados.
Se busca el punto N entre D y E de manera que la razon entre el
rectingulos BNF y DNE sea la menor posible.

B D E F
| |
T

Figura 3: Proposicién VII.6 de Pappus

3.2. Segundo ejemplo: La ley de Snell.

Desde la antigiiedad se habia observado que un rayo de luz cambia
su direccion o se “quiebra”, cuando pasa de un medio éptico a otro.
Tolomeo dié una ley que, para angulos de incidencia pequenos, funciona
aceptablemente. En 1621, el cientifico holandés Willebrod Snell (1591-
1626) enuncid, sin proporcionar ninguna argumentacién a su favor, la
ley que lleva su nombre:

sen® j

sen® r A\ M,

Figura 4: La ley de Snell

donde 6; es el angulo de incidencia, 6, el angulo de refraccién y k una
constante que solo depende de los medios épticos en cuestion.

Fermat enuncia su principio de “minimo tiempo” que afirma: la luz
al viajar de un punto a otro, atravesando uno o mas medios 6pticos,
sigue la trayectoria que utiliza en su recorrido el menor tiempo posible.
A partir de este principio prueba la Ley de Snell, planteando para ello
un problema de minimos al que aplica su método.

Esta es una de las pocas incursiones, si no la tnica, de Fermat en
la fisica matematica y provoco la conocida controversia con Descartes.
A continuacién exponemos la solucion al problema dada por Fermat.
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Pensemos que el plano esta constituido por dos medios épticos de-
limitados por el eje de las x, que en el semi-plano superior la luz viaja
a velocidad vy y en el inferion a velocidad ve. Encontrar la trayectoria
de menor tiempo (siguiendo los requisitos anteriores) para ir del punto
(0,a) (con a > 0) al punto (b, c), donde ¢ < 0, equivale a encontrar en
qué punto (z,0) nuestra trayectoria debe cruzar del eje de las abscisas
(ver Figura 4). Si ¢; es el tiempo empleado en ir de (0,a) a (x,0), y 3
el tiempo que toma ir desde (z,0) a (b, ¢), claramente puede verse que:

Va2 +a? (b—x)2+ 2

lhh=—"— 1Yy ta=
(%1 (%
a A
q
9;
N >
Oy
(b, ©)
Figura 5:

Luego debemos encontrar las condiciones que deben satisfacerse pa-
ra que la cantidad

d

B \/x2+a2+\/(b—x)2+02

U1 V2

sea minima. Esto sucede cuando la expresién

<\/(:v+h)2+a2 N \/(b—(:c—l—h))z—i—c?) B (\/:C2+a2 N \/(b—x)z—i-c?)

U1 V2 U1 V2

tiene, en h=0, una raiz doble.

Para dar el primer paso del método, “racionalizamosc¢ada una de las
fracciones y obtenemos,

(V(x+h)?2+a®>— Va2 +a®) (Va2 +a® + /(z + h)? +a2)+
vi(Va? + a2+ /(z + h)? + a?)

0=
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(\/(b Sy ey 3 e BN (g P c2) (\/(b B Dy B/ (g ey ) 02)
v(Vb -2+ + /- (@ +h)+)

La expresion queda entonces

_ (@ ra)-@+ra’) (G- @rh)P+e) (b2t
n(VaZ+ a2 +\/(z+h)2+a?) v/ (b—2)2+2+/(b—(x+h)Z+c2)

y simplificando

h< 2z +h _ 2b—x—h ):O
(V2 + a2+ \/(z+h)2+a?) va(y/(b—2)2+2+/(b— (z+h)?+?) 7

con lo que queda concluido el primer paso. Para dar el siguiente paso,
en el segundo factor hacemos h = 0 y obtenemos

2z 2(b—x)

v (Va2 + a2 + Va2 + a?) vg(\/(b—x)2—|—02+ \/(b—x)2+02) -

O sea

x B (b—x)

v(Ve2+a?)  v(y/(b—x)? + ?)

Es decir
senf);  senf,

)

U1 (%)
que claramente es equivalente a la ley de Snell. Notemos que el argu-

mento nos dice que k es el cociente de las velocidades vy y vy, lo que
nos da un significado preciso de esta constante.

Para terminar con este ejemplo, apuntamos que este problema de
optimizacién no pertenece a la tradicion griega y fue resuelto por prime-
ra vez por Fermat usando su método. Posteriormente Fermat di6 una
prueba geométrica de este resultado, que no tiene ninguna virtud, ya
que ademads de engorrosa no aporta ninguna luz al problema.

4. 'Trazado de tangentes.

4.1. La parabola.

Dice Fermat (ver [Ir]): “si, por ejemplo, consideramos la parabo-
la BDN de vértice D, de diametro DC, dado B un punto sobre ella,
por el cual queremos trazar la recta BE tangente a la parabola y que
encuentra el diametro en F, entonces cuando tomamos sobre la rec-
ta BE un punto cualquiera O, se tendra que CD/CI > BC?*/OI?,
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Figura 6: Pardbola

puesto que O es exterior a la parabola. Por otra parte, por semejanza
de tridngulos, se tiene que: BC?/OI* = CE?/IE?. Por consiguiente,
CD/CI > CE?*/IE?* Como el punto b es dado, asf dados también estdn
C'y el segmento C'D. Llamamos CD =dy CE = a, C'I = e. Se tiene
entonces que

d/(d—e) > a®/(a* + e* — 2ae).

De donde d(a*+e? —2ae) > (d—e)a?. Luego, adigualando, y cancelando
términos semejantes obtenemos

de? —2ade Ad. —ed?,
0, lo que es lo mismo,
de* +ea® Ad. 2ade,
y dividiendo todos los términos por e,
de+a* Ad. 2ad.

Se suprime de; queda a?> = 2ad, o bien a = 2d, lo es conforme a la
realidad.

Fermat afirma que su método es general, pero Descartes dice que
Fermat esta utilizando un método que da un resultado verdadero en
el tnico caso en que ello sucede. Y es que Descartes no quiere ver
en la desigualdad CD/CI > BC?/OI? que Fermat estd usando las
propiedades de la parabola y que cuando se cambie de curva habra que
cambiar la relacién. Sélo tiempo después, a raiz del éxito de Fermat en
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resolver los retos que le propone y con el juicio de Desargues !, Descartes
acepta la calidad de su oponente. Descartes creyendo entonces que su
método era general y que Fermat no tenia método alguno, lo reta a
encontrar la tangente a la curva que tiene por ecuacién z® + y3 = pxy.
Esta curva, cuya trayectoria no dibujan ni Fermat ni Descartes (es
dibujada por Roberval quien la llama “lazo real”), es conocida como el
“folio de Descartes”.

5. Conclusiones.

5.1. ;Qué es el calculo diferencial e integral.

En una primera aproximacion podriamos decir que el Célculo es
el método que usa cantidades infinitamente pequenas o ideas similares
en Geometria. Sin embargo, no podemos discutir los antecedentes del
Céalculo sin antes aclarar con mas detalle qué entendemos por éste.

Pareceria que en ello no hay problema, pero la idea que se tiene del
Célculo ha ido alterada con el desarrollo de las Mateméticas. Esto ha
traido como consecuencia serios cambios, no siempre para bien, en los
programas de estudio y en los textos de la materia, introduciendo en
forma estrictamente rigurosa y formal, ideas y conceptos cuyo estudio
matematico y formalizacion es posterior al Célculo en casi un siglo.
Ejemplos de ello son los conceptos de limite, continuidad, integral de
Riemann o convergencia de series y sucesiones, asi como la idea misma
de funcion.

Por supuesto, no negamos la relevancia de ellos, pero en los anos
del nacimiento del Calculo se manejaron en forma implicita e intuitiva,
y, hasta cierto punto, con inocencia y dando por hecho que tenian el
mejor de los comportamientos. Pero son estas caracteristicas las que
le permiten tener el éxito que tuvo en el tratamiento y solucion de los
problemas que atacd, lo que también le dio, no sélo, confianza en sus
métodos sino también familiaridad en su uso, punto importante sobre
todo porque el Célculo se desarrolla y crea a la par de sus aplicaciones,
unas veces precediendo a la teoria y otras inmediatamente después de
ésta.

Los problemas de determinacion de tangentes y de cuadraturas cam-
bian radicalmente con las nociones de derivada e integral y el Teorema

!Descartes pide a Desargues que funja como juez de la controversia y, después de
estudiar los argumentos, éste concluye que “M. Descartes tiene razén, M. Fermat
no esta equivocado”, ver [M].
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Fundamental del Calculo, que pone de manifiesto que se trata de pro-
blemas inversos. Consecuencia de ello es que para calcular un area ya
no tenemos que recurrir al método de exhaucion, al principio de Cava-
lieri, o ideas similares, sino que ahora el problema queda resuelto, y de
manera radicalmente diferente, con el calculo de una antiderivada.

En esta problematica, la idea central es la de derivada, la cual tiene
caracteristicas novedosas pues ésta como todos sabemos estd defini-
da como el limite del cociente de dos cantidades que tienden a cero,
dandonos asi la razén de cambio puntual. Esta razon de cambio pue-
de significar la velocidad (instantdnea), densidad y muchas otras cosas
mas con fuerte contenido fisico, que es lo que le da su versatilidad en
las aplicaciones. Pero el que esté definida como el limite de un cociente
de dos cantidades que tienden a cero causo polémica desde el primer
momento, lo cual no impidié que momento a momento se usase mas y
mas. Es a través de la nocién de derivada que los problemas de la nue-
va fisica se reducen a relaciones entre estas funciones “derivadas” y la
funcién original dando lugar a una ecuacién diferencial o sencillamente
a una antiderivada o, mas simple ain, a la evaluaciéon de la derivada
en un punto dado. La derivada permite aglutinar y aclarar una buena
cantidad de métodos diversos para resolver distintos problemas: traza-
do de tangentes, calculos de maximos y minimos, calculo de longitudes,
areas y volumenes asi como la determinaciéon de centros de gravedad.
En el caso del calculo de longitudes, areas y volimenes ya no es nece-
sario recurrir a las aproximaciones ad hoc, reduciéndose al célculo de
una antiderivada, método realmente revolucionario.

5.2. Precursor jen qué sentido?

Fermat se interesa en resolver estos problemas y los aborda usan-
do las técnicas introducidas por F. Viete en el Arte Analitico y, po-
siblemente es, en este sentido, el primer “analista”, y un iniciador del
camino analitico dentro de las Matematicas. Su influencia entre sus con-
temporaneos es suficientemente amplia como para que Newton hubiese
dicho que algunas de sus primeras ideas sobre el trazado de tangentes
a curvas y el estudio de maximos y minimos provenian directamente de
Fermat [Si].

Como matematico interesado principalmente en resolver problemas,
Fermat no esta dispuesto a perder un método que se justifica por su
eficiencia. Esto no quiere decir que ignore o menosprecie la teoria y
él mismo afirma que “sus métodos son tan certeros como la primera
proposicién de los Elementos (de Euclides)” [M], pero no es su princi-
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pal interés. Fermat hace teoria porque la confrontacién con los otros
matematicos de su época asi se lo exige. Y, sin lugar a dudas, en esta
confrontacion, Fermat aprende mucho mas que Descartes. Con la lectu-
ra de la Geometria, y sus reflexiones, el método se refina y se enriquece.

El fenémemo de presentismo (i.e. interpretar el conocimiento de
una época con los ojos, ideas, métodos y teoria del presente) aunado
a la tendencia natural de interpretar la lectura de textos ajenos con lo
que nosotros ya sabemos, con gran frecuencia lleva a ver en Fermat un
precursor del Calculo y sus ideas, por ejemplo, encontrando pasos al
limite o cocientes diferenciales donde no los hay. Este es un fenémeno
que con Fermat se repite desde su época (ver Huygens). Si queremos
ver a Fermat como un precursor del Calculo nos tenemos que restringir
por un lado, a la problematica que aborda y que comparte con muchos
otros, y por el otro a la utilizaciéon del método de Viete, el cual lleva
aparejado la introduccion de la geometria analitica. Esta es un requisito
para el desarrollo del Calculo pero que no puede confundirse con éste.
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