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gráficas

Lorena Armas-Sanabria
lorenaarmas089@gmail.com

Mika Olsen
Universidad Autónoma Metropolitana, Unidad Cuajimalpa
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Resumen

Es interesante ver cómo dos ramas de las matemáticas, la
Teoŕıa de Gráficas y la Topoloǵıa, aparentemente ajenas, se
combinan de tal manera que surge una nueva teoŕıa, la llamada
Teoŕıa Topológica de Gráficas, en la cual se consideran proble-
mas muy interesantes. Aqúı abordamos parte de los resultados
conocidos en esta teoŕıa respecto al problema de encajamiento
de gráficas en superficies cerradas, orientables o no, y cómo esto
da cabida al problema de encontrar un conjunto completo, fini-
to y minimal de menores prohibidos para tales encajes. En par-
ticular, consideramos las gráficas Snarks y enlistamos algunos

Palabras clave: Problema de los cuatro colores, gráficas Snarks, Superficies ce-
rradas, Menores prohibidos.



90 L. Armas-S., M. Olsen y P. Valencia-S.

resultados conocidos sobre su género orientable y no orientable.
También consideramos el concepto de encaje de una gráfica en
un libro.

1. Introducción

El objetivo del presente art́ıculo es ilustrar como dos teoŕıas aparente-
mente ajenas se conjugan para formar una nueva: la Teoŕıa Topológica
de Gráficas.

Un problema muy antiguo, el Teorema de los Cuatro Colores, surge
al considerar un mapa sobre la esfera, donde cada páıs tiene una curva
cerrada como frontera y demostrar que este mapa se puede colorear
con a lo más 4 colores, de tal forma que cualesquiera dos páıses que
comparten una frontera tengan distinto color.

Este problema lo podemos traducir a un problema de gráficas. Cons-
truimos una gráfica del mapa dado tomando un vértice por cada páıs
y una arista entre dos vértices si los páıses correspondientes comparten
una frontera. La gráfica obtenida es plana. Entonces la pregunta es:
¿Dada cualquier gráfica plana, será posible dar una coloración de los
vértices, utilizando 4 colores únicamente, de manera que no haya dos
vértices adyacentes con el mismo color? Pasaron muchos años para que
este problema se resolviera y fueron los matemáticos Haken y Appel,
quienes en 1976, dieron una prueba afirmativa y correcta [1, 2].

En el problema de los cuatro colores se consideran gráficas que se
pueden dibujar sobre la esfera. Un problema en la Teoŕıa Topológica de
Gráficas surge al considerar una superficie cerrada, conexa y orientable
(o no orientable) y una gráfica G, y preguntarnos si la gráfica G se
puede dibujar en la superficie dada sin que sus aristas se intersequen
excepto en los vértices. El problema anterior aunque es fácil de enunciar
resulta ser dif́ıcil de solucionar.

En el presente trabajo revisamos algunos resultados conocidos re-
ferentes a estos problemas, es decir, el problema de encajamiento de
gráficas en superficies orientables o no orientables. En la Sección 2, da-
mos algunas de las definiciones y resultados conocidos sobre este tema.
En la Sección 3, describimos cómo estos problemas se relacionan con
los menores prohibidos minimales. En la Sección 4, describimos a las
gráficas Snarks y damos algunos resultados sobre el problema de encaje
para ellas. En la Sección 5, enunciamos el problema de encaje de una
gráfica en un libro aśı como los resultados que hay para ciertas clases
de gráficas y finalmente terminamos con un breve comentario.
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2. Definiciones y resultados conocidos

Una gráfica G consiste de un conjunto de vértices V (G) o simplemente
V y un conjunto (tal vez vaćıo) de aristas E(G) o simplemente E, donde
cada arista es un subconjunto de dos elementos del conjunto de vértices.
Denotaremos la gráfica por G = (V,E) (ver Fig. 1). Dos vértices u, v ∈
V (G) son adyacentes, vecinos o están unidos si uv ∈ E(G). El grado
del vértice u es el número de vértices en G que son adyacentes a u.
Un lazo es una arista que une un vértice consigo mismo. Las gráficas
que consideramos no tienen lazos por la manera en que definimos las
aristas.

Dos gráficas G1, G2 son isomorfas, G1
∼= G2, si existe una función

biyectiva que manda los vértices de una en los vértices de la otra de tal
forma que dos vértices son adyacentes si y sólo si las imágenes de esos
vértices bajo la función también son adyacentes.ALGUNOS ASPECTOS DE LA TEORÍA TOPOLÓGICA DE GRÁFICAS 3

v6

v1

v2

v3

v4

v5

b

b

b

b

b

b

Figura 1. Una gráfica con 6 vértices y 6 aristas.

ii) Sustituir una arista por una trayectoria.
Sea (u, w, v) una trayectoria en G, tal que el número de aristas incidentes en
w es 2 y d(w) = 2. Se elimina el vértice w aśı como las aristas uw,wv y se
añade la arista uv.
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Figura 2. Subdivisión y Composición de Aristas.

Por otro lado, una superficie S cerrada (compacta y sin frontera), conexa, orientable o
no, es una 2-variedad topológica de Hausdorff, es decir, un espacio topológico conexo
en el que cada punto tiene una vecindad homeomorfa a un disco abierto y además
dados dos puntos cualesquiera éstos tienen vecindades disjuntas.

Decimos que S es la suma conexa de dos superficies S1 y S2 si S se puede obtener de
las superficies S1 y S2 quitándoles un disco pequeño abierto a cada una e identificando
las fronteras de estos discos (que son dos circunferencias) en las superficies. Como
ejemplos de superficies cerradas, conexas y orientables tenemos a la esfera, el toro, el
doble toro, y en general la suma conexa de g toros. También podemos representar a
la superficie cerrada, conexa y orientable como la identificación de un disco con otro
disco con 2g bandas (identificando las fronteras de los discos) como se muestra en la
Fig. ??.

Otro concepto referente a las superficies es su género. El género de la esfera es cero,
del toro es uno y en general, el género de la suma conexa de g toros es g. Podemos
representar a la superficie cerrada y orientable de género g como una esfera con g
asas (ver Fig. ??).

Ejemplos de superficies cerradas, conexas no orientables son el plano proyectivo (ver
Fig. ??) que es de género no orientable uno, la botella de Klein (ver Fig. ??) de

Figura 1: Una gráfica con 6 vértices y 6 aristas.

Dos gráficas G1 y G2 son homeomorfas si G1 puede ser transformada
en una gráfica isomorfa a G2 aplicando un número finito de veces (ver
Fig. 2) las siguientes operaciones:

i) Subdivisión de arista.
Sea uv ∈ E(G). Se elimina la arista uv, se añade el vértice w
aśı como las aristas uw,wv.

ii) Sustituir una arista por una trayectoria.
Sea (u,w, v) una trayectoria en G, tal que el número de aristas
incidentes en w es 2 y d(w) = 2. Se elimina el vértice w aśı como
las aristas uw,wv y se añade la arista uv.

Por otro lado, una superficie S cerrada (compacta y sin frontera),
conexa, orientable o no, es una 2-variedad topológica de Hausdorff, es
decir, un espacio topológico conexo en el que cada punto tiene una
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Por otro lado, una superficie S cerrada (compacta y sin frontera), conexa, orientable o
no, es una 2-variedad topológica de Hausdorff, es decir, un espacio topológico conexo
en el que cada punto tiene una vecindad homeomorfa a un disco abierto y además
dados dos puntos cualesquiera éstos tienen vecindades disjuntas.

Decimos que S es la suma conexa de dos superficies S1 y S2 si S se puede obtener de
las superficies S1 y S2 quitándoles un disco pequeño abierto a cada una e identificando
las fronteras de estos discos (que son dos circunferencias) en las superficies. Como
ejemplos de superficies cerradas, conexas y orientables tenemos a la esfera, el toro, el
doble toro, y en general la suma conexa de g toros. También podemos representar a
la superficie cerrada, conexa y orientable como la identificación de un disco con otro
disco con 2g bandas (identificando las fronteras de los discos) como se muestra en la
Fig. ??.

Otro concepto referente a las superficies es su género. El género de la esfera es cero,
del toro es uno y en general, el género de la suma conexa de g toros es g. Podemos
representar a la superficie cerrada y orientable de género g como una esfera con g
asas (ver Fig. ??).

Ejemplos de superficies cerradas, conexas no orientables son el plano proyectivo (ver
Fig. ??) que es de género no orientable uno, la botella de Klein (ver Fig. ??) de

Figura 2: Subdivisión y composición de aristas.

vecindad homeomorfa a un disco abierto y además dados dos puntos
cualesquiera éstos tienen vecindades disjuntas.

Decimos que S es la suma conexa de dos superficies S1 y S2 si S se
puede obtener de las superficies S1 y S2 quitándoles un disco pequeño
abierto a cada una e identificando las fronteras de estos discos (que
son dos circunferencias) en las superficies. Como ejemplos de superficies
cerradas, conexas y orientables tenemos a la esfera, el toro, el doble toro,
y en general la suma conexa de g toros. También podemos representar
a la superficie cerrada, conexa y orientable como la identificación de un
disco con otro disco con 2g bandas (identificando las fronteras de los
discos) como se muestra en la Fig. 4.

Otro concepto referente a las superficies es su género. El género de
la esfera es cero, del toro es uno y en general, el género de la suma
conexa de g toros es g. Podemos representar a la superficie cerrada y
orientable de género g como una esfera con g asas (ver Fig. 3).

Figura 3: Superfice orientable cerrada de género 3.

U

Figura 4: Superficie orientable de género 3 vista como un disco unión
otro disco con 6 bandas.
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Ejemplos de superficies cerradas, conexas no orientables son el plano
proyectivo (ver Fig. 5) que es de género no orientable uno, la botella de
Klein (ver Fig. 6) de género no orientable dos y la suma conexa de r
planos proyectivos que es de género no orientable r, el cual representa
el número de bandas de Möbius que tiene la superficie no orientable.
Similarmente, podemos representar a la superficie cerrada, conexa y no
orientable como la superficie no orientable obtenida al considerar un
disco con otro disco con r bandas torcidas e identificar las fronteras de
ambos discos, las cuales son circunferencias (ver Fig. 7).

Dada una superficie podemos considerar su caracteŕıstica de Euler,
para calcularla consideramos una triangulación de la superficie S que
consta de V vértices, E aristas y C caras, entonces la caracteŕıstica de
Euler de S se define como χ(S) = V − E + C.

U

Figura 5: Plano proyectivo.

U

Figura 6: Botella de Klein

Por el teorema de clasificación de superficies cerradas [29] tenemos
que éstas son todas las posibilidades, ya que si sumamos un plano pro-
yectivo con un toro lo que resulta es la suma de un plano proyectivo y
una botella de Klein.

Dada una gráfica G y una superficie S, decimos que G puede en-
cajarse en S si la gráfica G se puede dibujar sobre la superficie de tal
forma que las aristas no se intersequen excepto en los vértices. En la
Fig. 8 vemos la gráfica de Petersen encajada en un plano proyectivo
menos un disco.



94 L. Armas-S., M. Olsen y P. Valencia-S.

U

Figura 7: Superficie no orientable de género r vista como la unión de
un disco con otro disco con r bandas torcidas, obtenida identificando
las fronteras.

Figura 8: La gráfica de Petersen encajada en un plano proyectivo menos
un disco.

Sea G una gráfica encajada en una superficie S. A las componentes
conexas de S−G las llamamos caras; nótese que cada cara es una región
abierta de S. Decimos que un encaje de una gráfica en una superficie es
2-celular, si todas las caras son discos. En la Fig. 9 tenemos un encaje
que es 2-celular.

Dada una gráfica G(V,E), construimos su gráfica dual G∗(V ′, E ′)
tomando un vértice v′ por cada región de la gráfica G y una arista
e′ entre dos vértices v′i, v

′
j si las regiones tienen una arista en común.

Los encajes poliedrales son encajes tales que al considerar la gráfica
dual G∗ ésta no tiene lazos ni aristas múltiples. En las Figuras 9 y 10
podemos ver estos dos tipos de encajes. La Fig. 9 ilustra un encaje 2-
celular que no es poliedral, donde la parte de arriba muestra el encaje
en un toro estándar en R3 y la parte de abajo muestra un encaje en
un toro formado a partir de un cuadrado al identificar lados opuestos.
De la misma manera, la Fig. 10 muestra dos ilustraciones de un encaje
poliedral.

Dada una gráfica G nos preguntamos por el género de la superficie
cerrada, conexa y orientable más pequeña en la cual podemos encajarla.



Algunos aspectos de la teoŕıa . . . 95

Figura 9: Encaje 2-celular y su dual.

Figura 10: Encaje poliedral y su dual.

Esto se define como el género orientable γ(G) de la gráfica. De igual
forma se puede considerar el problema anterior pero ahora tomando
una superficie cerrada, conexa y no orientable y en este caso tendremos
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el género no orientable γno(G).
Ahora damos un método para encontrar una superficie donde se

encaja una gráfica dada G. Por cada vértice de grado n, tomamos un
n-ágono, y por cada arista tomamos un rectángulo. Si una arista es
incidente a un vértice, entonces pegamos uno de los lados cortos del
rectángulo correspondiente con uno de los lados del poĺıgono. El resul-
tado al hacer todas las identificaciones es una superficie con frontera,
la cual consiste de varias curvas simples cerradas. Para obtener una
superficie cerrada, pegamos discos a lo largo de las componentes de la
frontera. Si queremos que el resultado sea una superficie orientable, con-
sideramos que cada uno de los rectángulos y poĺıgonos tiene dos lados,
digamos uno positivo y otro negativo, y hacemos las identificaciones de
modo que los lados positivos coincidan. Si queremos una superficie no
orientable, pegamos todas las aristas como antes, excepto una, que sea
parte de un ciclo, la cual pegamos de manera torcida. Esto prueba que
cualquier gráfica se puede encajar en una superficie orientable y una no
orientable de modo que las regiones complementarias son discos (excep-
to si la gráfica es un árbol). Damos un ejemplo de esta construcción en
la Fig. 11 para la gráfica K5. Al pegar los poĺıgonos con los rectángulos
nos queda una superficie con cinco componentes en la frontera, en la
figura ya se taparon cuatro de estos con discos y falta pegar un disco
más. El resultado es un encaje 2-celular de K5 en el toro.

Figura 11: Construyendo la superficie de encajamiento a partir de la
gráfica. La figura muestra un disco con 2 asas, para obtener un toro
sólo falta pegar otro disco identificando las fronteras.

O sea, dada G, obtenemos una superficie con frontera N(G), diga-
mos que tiene N componentes en la frontera, y al tapar estos ćırculos
con discos obtenemos una superficie cerrada S. Si G tiene V vértices y
E aristas, recordemos que la caracteŕıstica de Euler está definida como
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χ(S) = V − E + N , y ya que en el caso orientable χ(S) = 2 − 2g de
aqúı podemos calcular el género orientable de S.

Nótese que la superficie obtenida por el método descrito, no necesa-
riamente realiza el género orientable o no orientable de la gráfica, pues
la superficie obtenida depende de la representación geométrica de G.
Una superficie aśı obtenida depende de un sistema de rotación en cada
vértice, es decir, de una numeración dada a las aristas incidentes a ca-
da vértice, y hay muchas formas de asignar esta numeración [32]. Esto
ilustra la dificultad de calcular γ(G) y γno(G) para una gráfica dada.

Los problemas anteriores aunque son fáciles de enunciar resultan ser
dif́ıciles de solucionar y sólo se han encontrado soluciones para ciertas
familias de gráficas, como por ejemplo las gráficas completas [38].

Si una gráfica G se encaja en una superficie S que realiza γ(G)
o γno(G), entonces las regiones complementarias del encaje son discos
abiertos, ya que si una de esas regiones no es un disco, al cortarla por
esa región y tapar cada frontera con un disco obtenemos un encaje en
una superficie de género menor. Si una gráfica G se puede encajar en
una superficie S, entonces también se puede encajar en una superficie
de género mayor, pero pudiera ser que las regiones complementarias
del encaje, o sea las caras, no sean discos abiertos. Al máximo género
de una superficie donde la gráfica G se puede encajar de modo que las
caras son discos se le llama el género máximo de G, y se denota por
γM(G). Se tiene que γ(G) ≤ γM(G). De igual manera se puede definir
el género máximo no orientable, denotado por γnoM . Entonces tenemos
las siguientes desigualdades [38].

Teorema 2.1. Sea G una gráfica con V vértices y E aristas. Entonces

E/6− V/2 + 1 ≤ γ(G) ≤ γM(G) ≤ (E − V + 1)/2,

E/3− V + 2 ≤ γno(G) ≤ γnoM (G) ≤ E − V + 1,

γno(G) ≤ 2γ(G) + 1.

Demostración. Supongamos que la gráfica G está encajada en una su-
perficie orientable S de modo que las regiones complementarias son
discos (el encaje no es necesariamente poliedral). Sea C el número de
caras del encaje (discos complementarios) de G. Como estamos supo-
niendo que G es una gráfica simple, no hay caras de uno o dos lados.
Para cada i ≥ 3, supongamos que el número de caras de i lados es Ci.
Entonces C =

∑
Ci. Al tomar la suma

∑
iCi, contamos dos veces cada

arista, pues cada arista está en la frontera de dos caras (si el encaje
no es poliedral podŕıa haber una arista e tal que la gráfica dual G∗
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tenga un lazo α que la interseque en un solo punto. En este caso al con-
tar el número de lados de la cara que contiene a la arista e, contamos
dos veces a dicha arista). Esto implica que

∑
iCi = 2E. Esta última

igualdad la podemos escribir como
∑

3Ci +
∑

(i − 3)Ci = 2E, luego
3C +

∑
(i− 3)Ci = 2E. Como

∑
(i− 3)Ci ≥ 0 tenemos que 3C ≤ 2E,

o sea C ≤ 2E/3.
Por otro lado, hay al menos una cara, o sea C ≥ 1. Como la carac-

teŕıstica de Euler de S es χ(S) = V − E + C, tenemos

V − E + 1 ≤ χ(S) ≤ V − E +
2E

3
.

Sabemos que χ(S) = 2 − 2g [38], donde g = g(S) es el género de S o
sea

V − E + 1 ≤ 2− 2g ≤ V − E +
2E

3
.

De V − E + 1 ≤ 2− 2g, obtenemos

g ≤ 1− V + E

2
,

y de 2− 2g ≤ V − E
3

, obtenemos

6− 3V + E

6
≤ g.

Como esto es válido para cualquier encaje de G donde las caras son
discos, obtenemos que

E/6− V/2 + 1 ≤ γ(G) ≤ γM(G) ≤ (E − V + 1)/2.

Análogamente, para S no orientable tenemos

V − E + 1 ≤ 2− gno ≤ V − E +
2E

3
,

de donde deducimos

E/3− V + 2 ≤ γno ≤ γnoM ≤ E − V + 1.

Finalmente, argumentaremos que si G se encaja en una superficie
orientable de género g, entonces se encaja en una superficie no orienta-
ble de género no orientable 2g+ 1. Para ver esto removemos el interior
de un disco de la superficie que interseca a una sola arista en un arco,
produciendo una superficie con una sola frontera. Ahora identificamos
puntos opuestos del ćırculo frontera. Lo que resulta es una superficie
no orientable de género no orientable 2g + 1 en la que se encaja G. De
aqúı se sigue que γno(G) ≤ 2γ(G) + 1.
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Cuando en la última relación del Teorema 2.1 se tiene la igualdad,
es decir, γno(G) = 2γ(G) + 1 se dice que la gráfica es orientablemente
simple. Esta clase de gráficas también es interesante de estudiar. En [3]
se menciona que se conoce poco acerca de las gráficas orientablemente
simples.

El teorema anterior se puede generalizar. Definimos el cuello de una
gráfica G como la longitud del ciclo más corto en G. Entonces tenemos
las siguientes desigualdades [3]. La prueba se hace de manera análoga.

Teorema 2.2. Sea G una gráfica con V vértices, E aristas y cuello c.
Entonces

(c− 2)E/(2c)− V/2 + 1 ≤ γ(G) ≤ γM(G) ≤ (E − V + 1)/2,

(c− 2)E/c− V + 2 ≤ γno ≤ γnoM = E − V + 1.

Los resultados anteriores nos dan criterios para determinar si una
gráfica G se puede encajar en una superficie dada S y cotas para el
género de gráficas. Sin embargo, cuando queremos calcular el género
para casos particulares resulta que estas cotas son grandes y no nos
determinan el género de manera precisa.

Podemos pensar la gráfica G compuesta en partes, digamos como la
“suma”de gráficas más pequeñas y preguntarnos qué relación hay entre
el género de las partes y el género de G. Es decir, si G es una “suma”de
dos gráficas G1 y G2 y si conocemos el género orientable (no orientable)
de G1 y G2 entonces ¿será cierto que

γ(G) = γ(G1) + γ(G2)?

Para responder lo anterior definamos lo que entendemos por “suma”.
Una gráfica G es un k-amalgamamiento de dos gráficas G1 y G2 si

G = G1 ∪ G2 y G1 ∩ G2 es un conjunto de k vértices. Denotamos por
G1 ∪1 G2 al 1-amalgamamiento de G1 y G2, donde G1 ∩ G2 consta de
un solo vértice. En [6] se prueba que

γ(G1 ∪1 G2) = γ(G1) + γ(G2)

En [40] se prueba que

γno(G1 ∪1 G2) = γno(G1) + γno(G2),

salvo cuando G1 ∪1 G2 es no plana y orientablemente simple, en cuyo
caso se tiene

γno(G1 ∪1 G2) = γno(G1) + γno(G2)− 1.
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En general, en [4] se construyen 3-amalgamamientos Gn = Hn ∪ Hn

tales que γ(Gn) = 5n y γ(Hn) = 3n. Por lo tanto γ(G1 ∪ G2) puede
ser diferente de γ(G1) + γ(G2) por un número arbitrariamente grande,
para amalgamamientos sobre 3 o más vértices. En el caso no orientable
en [5] se prueba que

2− 2k ≤ γno(G1) + γno(G2)− γno(G1 ∪k G2) ≤ k2 − 2.

3. Relación con los menores de gráficas

La contracción de aristas es una operación en la que, en una gráfica,
una arista y sus dos vértices son eliminados y sustituidos por un nuevo
vértice que se hace adyacente a todos los vecinos de los vértices de la
arista original; dicho de manera topológica, se elimina una arista y sus
vértices extremos se identifican.
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Figura 12. Contracción de aristas

Decimos que una gráfica H es menor de una gráfica G, si se obtiene a partir de G
aplicando una sucesión de las operaciones siguientes:

i) contracción de aristas,
ii) eliminación de aristas,
iii) eliminación de vértices aislados (de grado cero).

El orden de aplicación es irrelevante. En la Fig. ??, se muestra una gráfica G que
tiene como menor a la gráfica H obtenida de contraer la arista discontinua, eliminar
las aristas gruesas y el vértice común a ellas, que queda aislado.

La gráfica G es menor de śı misma. Un menor de G distinto de G, se llama menor
propio de la gráfica. Una familia de gráficas, F , es cerrada por menores si para cada
gráfica G en F todos sus menores también pertenecen a F . Una gráfica H es un
menor prohibido minimal de F si H no está en F pero todo menor propio de H
śı pertenece a F .

Robertson y Seymour [?] probaron que cualquier familia de gráficas cerrada por me-
nores tiene un conjunto finito, M, de menores prohibidos minimales que es completo,
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Decimos que una gráfica H es menor de una gráfica G, si se obtiene
a partir de G aplicando una sucesión de las operaciones siguientes:

i) contracción de aristas,

ii) eliminación de aristas,

iii) eliminación de vértices aislados (de grado cero).

El orden de aplicación es irrelevante. En la Fig. 13, se muestra una
gráfica G que tiene como menor a la gráfica H obtenida de contraer
la arista discontinua, eliminar las aristas gruesas y el vértice común a
ellas, que queda aislado.

La gráfica G es menor de śı misma. Un menor de G distinto de G, se
llama menor propio de la gráfica. Una familia de gráficas, F , es cerrada
por menores si para cada gráfica G en F todos sus menores también
pertenecen a F . Una gráfica H es un menor prohibido minimal de F
si H no está en F pero todo menor propio de H śı pertenece a F .
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Figura 13. H es menor de G

esto es, para cada gráfica G que no está en F , existe una gráfica H en M que es
menor propio de G.

Entonces, en una familia de gráficas cerrada por menores, identificar al conjunto
de sus menores prohibidos minimales resulta muy atractivo pues aśı se obtiene la
caracterización de sus elementos.
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Figura 14. K3,3 y K5.

Las gráficas planas son ejemplo de una familia de gráficas cerrada por menores. El
Teorema de Kuratowski proporciona el conjunto completo de sus menores prohibidos
minimales.

Teorema 3.1 (Kuratowski). Una gráfica G es plana si y sólo si G no tiene a K3,3

ni a K5 como menores.

Como las gráficas planas son aquellas que pueden encajarse en la esfera, un problema
interesante es el de describir el conjunto de menores prohibidos minimales para alguna
superficie S conexa, cerrada y orientable. Esto es, dar un conjunto de gráficas que
no se puedan encajar en S, pero que sus menores propios śı se encajan. La misma
pregunta se puede hacer para el caso de superficies no orientables. La clase de gráficas
que tienen un encaje en una superficie dada es cerrada bajo menores.
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Robertson y Seymour [35] probaron que cualquier familia de gráficas
cerrada por menores tiene un conjunto finito,M, de menores prohibidos
minimales que es completo, esto es, para cada gráfica G que no está en
F , existe una gráfica H en M que es menor propio de G.

Entonces, en una familia de gráficas cerrada por menores, identificar
al conjunto de sus menores prohibidos minimales resulta muy atractivo
pues aśı se obtiene la caracterización de sus elementos.
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Figura 14: K3,3 y K5.

Las gráficas planas son ejemplo de una familia de gráficas cerra-
da por menores. El Teorema de Kuratowski proporciona el conjunto
completo de sus menores prohibidos minimales.

Teorema 3.1 (Kuratowski). Una gráfica G es plana si y sólo si G no
tiene a K3,3 ni a K5 como menores.

Como las gráficas planas son aquellas que pueden encajarse en la
esfera, un problema interesante es el de describir el conjunto de menores
prohibidos minimales para alguna superficie S conexa, cerrada y orien-
table. Esto es, dar un conjunto de gráficas que no se puedan encajar
en S, pero que sus menores propios śı se encajan. La misma pregunta
se puede hacer para el caso de superficies no orientables. La clase de
gráficas que tienen un encaje en una superficie dada es cerrada bajo
menores.
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Figura 15. K3,3 y K5 no son planas.

4. Snarks

El ı́ndice cromático de una gráfica G, χ′(G), es el mı́nimo número de colores ne-
cesarios para colorear las aristas de G de modo que dos aristas que inciden en un
mismo vértice tienen color diferente. El Teorema de Vizing acota los valores posibles
de χ′(G) en términos de su grado máximo, ∆(G):

∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1

Una gráfica es cúbica (o 3-regular) si todos sus vértices tienen grado 3. Entonces si
G es cúbica, por el Teorema de Vizing, χ′(G) sólo puede ser 3 o 4. Sin embargo,
determinar el valor exacto de χ′ para una gráfica cúbica arbitraria es un problema
NP-completo [?].

Un snark es una gráfica cúbica, de ı́ndice cromático cuatro y sin puentes (aristas
que al eliminarse desconectan a la gráfica). Fue Peter G. Tait quien, buscando una
prueba para el Teorema de los Cuatro Colores, (TCC), inició el estudio de los snarks
en 1880. Este teorema, como mencionamos anteriormente, en términos de la Teoŕıa
de Gráficas establece: Si G es una gráfica plana, entonces sus vértices se pueden
colorear con a lo más cuatro colores de manera que vértices adyacentes no son del
mismo color.

Otra manera de decirlo es que toda gráfica plana es 4-coloreable por caras, pues una
gráfica plana bien dibujada en el plano o la esfera (es decir, sin cruces de aristas)
delimita caras con sus ciclos (una cara no acotada en caso de no haberlos). De
la misma forma en que construimos una gráfica partiendo de un mapa, se puede
construir la gráfica dual de G plana: un vértice por cada cara y una arista entre dos
vértices que representen en G caras que comparten una arista.

Figura 15: K3,3 y K5 no son planas.

4. Snarks

El ı́ndice cromático de una gráfica G, χ′(G), es el mı́nimo número de
colores necesarios para colorear las aristas de G de modo que dos aristas
que inciden en un mismo vértice tienen color diferente. El Teorema de
Vizing acota los valores posibles de χ′(G) en términos de su grado
máximo, ∆(G):

∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1

Una gráfica es cúbica (o 3-regular) si todos sus vértices tienen grado
3. Entonces si G es cúbica, por el Teorema de Vizing, χ′(G) sólo puede
ser 3 o 4. Sin embargo, determinar el valor exacto de χ′ para una gráfica
cúbica arbitraria es un problema NP-completo [24].

Un snark es una gráfica cúbica, de ı́ndice cromático cuatro y sin
puentes (aristas que al eliminarse desconectan a la gráfica). Fue Peter
G. Tait quien, buscando una prueba para el Teorema de los Cuatro
Colores, (TCC), inició el estudio de los snarks en 1880. Este teorema,
como mencionamos anteriormente, en términos de la Teoŕıa de Gráficas
establece: Si G es una gráfica plana, entonces sus vértices se pueden
colorear con a lo más cuatro colores de manera que vértices adyacentes
no son del mismo color.

Otra manera de decirlo es que toda gráfica plana es 4-coloreable por
caras, pues una gráfica plana bien dibujada en el plano o la esfera (es
decir, sin cruces de aristas) delimita caras con sus ciclos (una cara no
acotada en caso de no haberlos). De la misma forma en que construimos
una gráfica partiendo de un mapa, se puede construir la gráfica dual de
G plana: un vértice por cada cara y una arista entre dos vértices que
representen en G caras que comparten una arista.

Usando la gráfica dual Tait, transformó el problema de coloración de
mapas en uno de coloración de aristas de gráficas cúbicas y demostró,
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en [42], el siguiente teorema:
Teorema de Tait [10] Una gráfica G, plana, es 4-coloreable por

caras si y sólo si toda gráfica cúbica y sin puentes es 3-coloreable por
aristas.

Con este resultado demostraremos la equivalencia entre el TCC y
el hecho de que ningún snark es plano,

Teorema 4.1. El Teorema de los Cuatro Colores es equivalente a que
ningún snark es plano.

Demostración. Sea G un snark y supongamos que es plano. Entonces,
por el TCC se tiene que G es 4-coloreable por caras y del Teorema de
Tait G es 3-coloreable por aristas, contradiciendo que su ı́ndice cromáti-
co es 4.

Supongamos ahora que ningún snark es plano y sea H una gráfica
plana. Agregamos aristas entre vértices no adyacentes en H sin generar
cruces hasta que no sea posible agregar ninguna arista más. Cada cara
de H será un triángulo y su número cromático no es menor que el de
la gráfica inicial. Sea G la gráfica dual de H, notemos que es cúbica,
sin puentes y plana por lo que, de la hipótesis, no puede ser un snark.
Entonces su ı́ndice cromático es 3 y, nuevamente del Teorema de Tait,
tendremos que es 4-coloreable por caras, cumpliendo aśı el Teorema de
los Cuatro Colores.

En 1891 Julius Petersen, [37], encontró un contraejemplo a la prue-
ba de Tait: la gráfica de Petersen, P (Fig. 16), una gráfica cúbica, sin
puentes y que no es plana (tiene como menor a K5). Esta gráfica es el
primer ejemplo conocido de snark.

La Fig. 16 muestra una 4-coloración de las aristas de P sin que
haya dos incidentes del mismo color de donde χ′(P ) ≤ 4. En [15, 44]
se demuestra en cualquier coloración de las aristas de P con menos de
cuatro colores hay aristas incidentes del mismo color, es decir χ′(P ) ≥ 4,
y por tanto χ′(P ) = 4.

Este es el snark más pequeño que existe, con su aparición la demos-
tración del TCC quedó frustrada y entonces la meta fue demostrar que
ningún snark es plano.

Después de la gráfica de Petersen, el siguiente snark fue localizado
55 años después por Blanus̆a, [9], en 1946. La dificultad para encontrar
un snark llevó a pensar que eran gráficas muy raras y escasas, y por
eso Martin Gardner en 1976 los llamó de esta manera, [20], haciendo
referencia al poema de Lewis Carrol The hunting of the snark, que
considera a los snarks como seres mı́ticos y muy dif́ıciles de hallar.
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Figura 16. La gráfica de Petersen y una 4-coloración de sus aristas.

No obstante, en 1975, R. Isaacs, [?], construyó dos familias infinitas de snarks: los
snarks de flor y la familia BDS (Blanus̆a, Descartes, Szekeres). Hasta ese momento
se conoćıan sólo cuatro de estas gráficas.

En su art́ıculo, Isaacs resume:

“La más antigua gráfica 3-regular no 3-coloreable por aristas es la gráfica de Petersen,
que data de 1891 y es la más pequeña que existe. Desde entonces y hasta el presente
art́ıculo, según sé, sólo otras tres de estas gráficas han sido encontradas. He aqúı sus
datos:

Descubridor Fecha Orden Ref.

Danilo Blanus̆a 1946 18 [?]

Blanche Descartes 1948 210 [?]

George Szekeres 1973 50 [?]

“...las gráficas cúbicas que no son 3-coloreables por aristas son extremadamente raras.
En su búsqueda encuentro un fascinante pasatiempo para varios meses. Yo lo reco-
miendo como placentera diversión para cualquier matemático, quedará impresionado
con la inmensa dificultad de encontrar una de estas gráficas”.

William T. Tutte conjeturó que todo snark tiene a la gráfica de Petersen como
menor (reportado en [?]). En 2001 Robertson, Sanders, Seymour y Thomas dieron
la demostración, [?].

Teorema del Snark Todo snark tiene a la gráfica de Petersen como menor.

Figura 16: La gráfica de Petersen y una 4-coloración de sus aristas.

No obstante, en 1975, R. Isaacs, [25], construyó dos familias infinitas
de snarks: los snarks de flor y la familia BDS (Blanus̆a, Descartes,
Szekeres). Hasta ese momento se conoćıan sólo cuatro de estas gráficas.

En su art́ıculo, Isaacs resume:
“La más antigua gráfica 3-regular no 3-coloreable por aristas es la

gráfica de Petersen, que data de 1891 y es la más pequeña que existe.
Desde entonces y hasta el presente art́ıculo, según sé, sólo otras tres de
estas gráficas han sido encontradas. He aqúı sus datos:

Descubridor Fecha Orden Ref.

Danilo Blanus̆a 1946 18 [9]

Blanche Descartes 1948 210 [16]

George Szekeres 1973 50 [41]

“...las gráficas cúbicas que no son 3-coloreables por aristas son extre-
madamente raras. En su búsqueda encuentro un fascinante pasatiempo
para varios meses. Yo lo recomiendo como placentera diversión para
cualquier matemático, quedará impresionado con la inmensa dificultad
de encontrar una de estas gráficas”.

William T. Tutte conjeturó que todo snark tiene a la gráfica de
Petersen como menor (reportado en [15]). En 2001 Robertson, Sanders,
Seymour y Thomas dieron la demostración, [36].

Teorema del Snark Todo snark tiene a la gráfica de Petersen
como menor.

Los snarks han motivado gran cantidad de investigaciones desde
diversas perspectivas. Aún no se conocen todas sus propiedades ni se
ha caracterizado la familia completa. Hay trabajos encaminados a dar
una construcción canónica de estas gráficas, como los de Cameron,
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Chetwynd y Watkins [13] que introducen el concepto de snark pri-
mo; Nedela y Skoviera [34] que estudian la descomposición y reducción
de snarks en otros más pequeños o el de Brinkmann y Steffen, [11],
que contaron los snarks de orden menor que treinta, obteniendo las
siguientes cifras:

Orden 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
# Snarks 1 0 0 0 2 7 22 40 290 2976

La Conjetura de la Doble Cobertura Ćıclica, establece que cual-
quier gráfica sin puentes tiene un conjunto de ciclos que pasa por cada
arista exactamente dos veces. Propuesta por Szekerez [41] e indepen-
dientemente por Seymour [39] en los años 70, se considera uno de los
problemas abiertos más importantes de la Teoŕıa de Gráficas. Jaeger
demostró que cualquier contraejemplo mı́nimo a esta conjetura debe
ser un snark [26].

En un sentido más topológico, sabiendo que los snarks no son planos,
se ha buscado obtener su género –orientable y no orientable– Tinsley y
Watkins, [18], demostraron que hay snarks de género orientable arbi-
trariamente grande dando el encaje de los snarks de flor en la superficie
correspondiente. Para otra familia infinita, los snarks de Goldberg, (de-
finidos en [21]), se conoce una cota inferior de su género orientable. En
el trabajo realizado por Belcastro y Kaminski [7], se construyen fami-
lias infinitas de snarks de género orientable uno y dos y se afirma que
Kaminski calculó el género orientable de los snarks, aunque no se han
publicado estos resultados.

No siempre los encajes de snarks resultaron ser poliedrales, de he-
cho, en 1969 Grunbaum, estableció su famosa Conjetura que dice que
los snarks no tienen encajes poliedrales, [22]. Durante años el deba-
te a favor o en contra de su veracidad generó gran proliferación de
resultados. Fue hasta 2009 que Kochol [27] dio respuesta negativa a
la conjetura construyendo para cada superficie orientable de género
mayor que cinco, una familia infinita de snarks que pueden encajar-
se poliedralmente en esa superficie. Con esta misma visión, Szekeres
[41] demostró que ningún snark de flor tiene un encaje poliedral sobre
ninguna superficie orientable o no orientable. Mohar y Vodopivec [33]
probaron que ningún snark de Goldberg tiene un encaje poliedral sobre
ninguna superficie orientable, pero śı tiene un encaje poliedral sobre
cierta superficie no orientable y proporcionaron su género. Adicional-
mente, en [30], estudiaron las relaciones entre coloraciones y encajes de
snarks.
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Recientemente se han estudiado los encajes de snarks en espacios
topológicos que no son superficies: los libros, que en la siguiente sección
presentamos.

Una reseña mucho más detallada de la historia y evolución del es-
tudio de los snarks puede encontrarse en [15] y [44].

5. Encaje en libro de una gráfica

Supongamos que una aeroĺınea desea organizar sus rutas entre los aero-
puertos de ciertas ciudades del páıs. Hay una forma natural de modelar
la situación con una gráfica: representando cada aeropuerto con un pun-
to y colocando una arista entre dos puntos si existe una ruta directa
entre los dos aeropuertos que representan.

Este es un modelo muy simplificado de un problema que en realidad
es mucho más complejo. La aeroĺınea debe tomar en cuenta una gran
diversidad de aspectos para organizar sus salidas: la distancia a reco-
rrer, la altura a la que es posible hacerlo, el consumo de combustible,
las condiciones climáticas, el equipo aéreo con que cuenta, las rutas de
vuelo permitidas, etc. Una consideración obvia es la de evitar cruces
entre pares de rutas que puedan usarse en el mismo momento. Asimis-
mo, aviones que vuelen simultáneamente deben estar suficientemente
separados para que las turbulencias generadas por uno no estorben el
trayecto del otro. Suponemos entonces que el espacio aéreo está dividi-
do en niveles de altura conveniente: la diferencia de alturas garantiza
que se evite la posibilidad de una colisión en rutas que se crucen y un
avión volando no afectaŕıa a los aviones que estén en niveles distintos
al suyo.

Lo que se pretende es asignar a cada ruta un nivel. Una forma de
hacerlo es poniendo cada ruta en un nivel distinto pero manejar dema-
siados niveles puede resultar innecesariamente costoso, por ejemplo las
rutas cortas debeŕıan acomodarse en niveles bajos para gastar menos
combustible y además la altura máxima en la que puede viajar un avión
está acotada. Una solución óptima debe minimizar el número de niveles
a usar.

Se puede dibujar la gráfica de las rutas colocando sobre un ćırculo
los vértices que representen a los aeropuertos y entonces una arista
entre dos de ellos será una cuerda del ćırculo. La restricción de que no
haya aviones que tengan la posibilidad de interferirse requiere que no
haya dos rutas que se crucen en el mismo nivel. Si asociamos colores
a las aristas de modo que todas las aristas de rutas en un nivel dado
tengan el mismo color lo que queremos es que no haya aristas del mismo
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color que se crucen, es decir, no debe haber cruces monocromáticos. La
necesidad de usar el mı́nimo número de niveles se interpreta como un
problema de minimización de colores: buscamos el mı́nimo número k
de colores a usar en las aristas de esta gráfica para lograr que no haya
cruces monocromáticos.
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Figura 17. Representación de dos niveles de rutas aéreas

En la Fig. ?? podemos ver un ejemplo de una asignación de rutas en dos niveles
distintos, notemos que en cada nivel las aristas no se cruzan.

Este planteamiento es equivalente al problema de encaje en libro de una gráfica.

Un k-libro, o libro de k páginas, consiste en una ĺınea L llamada lomo y k semiplanos
distintos, llamados hojas o páginas, que tienen a L como su frontera común.
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El encaje en un k-libro de una gráfica es un mapeo de cada vértice al lomo y cada
arista al interior de a lo más una página de manera que aristas en la misma hoja
no se crucen. Una gráfica dibujada de modo que todos sus vértices están sobre un
ćırculo puede facilmente encajarse en un libro: “abriendo” el ćırculo por enmedio de
dos vértices hasta formar una ĺınea tendremos el lomo del libro. Si además las aristas
han sido coloreadas sin que haya cruces monocromáticos, colocando en una hoja las
aristas del mismo color no habrá cruces en la hoja. Entonces estas dos formas de
representar una gráfica son equivalentes.
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una gráfica.
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L como su frontera común.

ALGUNOS ASPECTOS DE LA TEORÍA TOPOLÓGICA DE GRÁFICAS 19

mı́nimo número k de colores a usar en las aristas de esta gráfica para lograr que no
haya cruces monocromáticos.
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arista al interior de a lo más una página de manera que aristas en la misma hoja
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El encaje en un k-libro de una gráfica es un mapeo de cada vértice
al lomo y cada arista al interior de a lo más una página de manera que
aristas en la misma hoja no se crucen. Una gráfica dibujada de modo
que todos sus vértices están sobre un ćırculo puede fácilmente encajarse
en un libro: “abriendo” el ćırculo por en medio de dos vértices hasta
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formar una ĺınea tendremos el lomo del libro. Si además las aristas han
sido coloreadas sin que haya cruces monocromáticos, colocando en una
hoja las aristas del mismo color no habrá cruces en la hoja. Entonces
estas dos formas de representar una gráfica son equivalentes.

En la Fig. 19 vemos la transformación del dibujo circular al de encaje
en libro cuando abrimos entre los vértices 5 y 6.
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En la Fig. 20 podemos ver a C4, el ciclo de cuatro vértices, y sus
únicos dos encajes en libro. El primero usa dos páginas mientras que el
segundo es el óptimo, realiza el grosor de libro de C4 que es uno.
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Fueron Frank Bernhart y Paul Kainen quienes en 1979 [8], introdu-
jeron el concepto de grosor de libro y caracterizaron las gráficas cuyo
grosor de libro es a lo más dos. Una gráfica tiene grosor 1 si y sólo si
G es una gráfica exteriormente plana, es decir, G tiene un encaje en
el plano sin cruces y de forma que todos sus vértices aparecen en la
frontera de la cara exterior. Una gráfica tiene grosor 2 si y sólo si G es
subgráfica de una gráfica plana hamiltoniana (que tiene un ciclo que
pasa por todos los vértices). En el mismo trabajo ellos demuestraron
que toda gráfica se puede encajar en algún libro y conjeturaron que el
grosor crece arbitrariamente en las gráficas planas. Poco después esta
afirmación fue refutada por Buss y Shor [12], quienes demostraron que
toda gráfica plana cabe en a lo más nueve páginas; poco después, Heath
[23] describió un algoritmo para dibujar cualquier gráfica plana en siete
páginas y finalmente Yannakakis en [45], demuestró que el grosor de
libro de cualquier gráfica plana es a lo más cuatro.

En su art́ıculo Bernhart y Kainen también relacionaron el grosor de
libro con otros invariantes conocidos como el género, el número cróma-
tico y el grosor clásico (definido en términos de una factorización en
subgráficas planas de la gráfica). Ellos calcularon el grosor de libro de
las gráficas completas y dieron este valor para algunos casos particula-
res de gráficas bipartitas completas. Se sabe también que si una gráfica
G tiene grosor 3, entonces su género puede ser arbitrariamente grande,
pero si una gráfica G tiene género γ, entonces el grosor de G está aco-
tado por una función de γ [28].

6. Comentario.

Esperamos que este breve panorama acerca de la Teoŕıa Topológica de
Gráficas sirva como motivación para que haya más interesados en tra-
bajar en esta área de las matemáticas que ha sido poco explorada en el
páıs. Como se puede ver, es un área joven en la cual hay muchos pro-
blemas abiertos, tanto en la parte de encajes de gráficas en superficies,
cálculo de menores, gráficas orientablemente simples y presentación de
gráficas en libro. Hemos incluido una amplia cantidad de referencias
(aunque la lista no es exhaustiva), para que los lectores interesados la
retomen y puedan adentrarse en las técnicas usadas en la solución de
problemas en esta área.
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