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Introducción

Un semigrupo numérico es un subconjunto de los números naturales que
contiene al cero, es cerrado bajo la suma y su complemento es finito. Es-
ta noción tan sencilla tiene una sorprendente cantidad de aplicaciones
en diversas áreas de las matemáticas tales como el álgebra conmutativa,
la geometŕıa algebraica o la teoŕıa de números. De la enorme variedad
de conceptos que existen en la teoŕıa de semigrupos numéricos, en este
art́ıculo estamos interesados en explorar uno en particular: la multipli-
cidad.

La multiplicidad de un semigrupo numérico es simplemente el ele-
mento distinto de cero más pequeño del semigrupo. Esta noción está
directamente relacionada con el concepto homónimo en el álgebra con-
mutativa o la geometŕıa algebraica. En estas áreas la multiplicidad es
también un número e indica ciertas propiedades de un anillo o de un
punto de una variedad algebraica. Sin embargo, contrario a la defini-
ción en semigrupos numéricos, en dichas áreas la definición es much́ısi-
mo más elaborada. Nuestro primer objetivo es presentar este concepto
álgebro-geométrico en un contexto sencillo, lo que de paso nos per-
mitirá mostrar la relación existente entre estas diferentes nociones de
multiplicidad.

Nuestro tratamiento está inspirado en el texto [4]. Algunos de los
resultados que mostraremos en este art́ıculo son un caso particular de
teoremas generales presentados ah́ı. Debido a su generalidad, dichos
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teoremas requieren la introducción de una cantidad considerable de
conceptos y resultados de topoloǵıa, análisis, álgebra conmutativa, geo-
metŕıa algebraica y combinatoria. No obstante, el caso particular que
presentamos aqúı es tratado únicamente con herramientas básicas de
álgebra lineal y aritmética elemental.

Ahora bien, nuestra exposición es suficientemente constructiva como
para responder otra cuestión al mismo tiempo. La multiplicidad es un
concepto relacionado con el comportamiento asintótico de cierta fun-
ción numérica. En el contexto que vamos a considerar, la multiplicidad
es un valor en el que dicha función numérica se estabiliza. Aśı, una pre-
gunta natural que se presenta es estimar el número a partir del cual la
función se estabiliza. Tal valor es llamado el ı́ndice de regularidad. El
siguiente objetivo de este art́ıculo es dar una cota para este número. Es
importante mencionar que este resultado también se puede encontrar
en varias fuentes, en diferentes contextos y con diferentes niveles de
generalidad. Algunas referencias son [5, 2, 3, 6, 10].

Finalmente, queremos mencionar que no es nuestra intención dar un
panorama general de la teoŕıa de semigrupos numéricos. De hecho, a
partir únicamente de dos definiciones básicas de la teoŕıa construimos
los resultados mencionados en esta introducción. Recomendamos am-
pliamente la referencia [7] al lector interesado, donde puede encontrar
un tratamiento extenso del tema.

1. Semigrupos numéricos y álgebras monomiales

En esta sección introducimos las nociones básicas que usaremos en este
art́ıculo.

Notación 1.1. La notación que se describe a continuación será usada
constantemente a lo largo de este texto.

• A := {a1, a2, . . . , ar} ⊂ N, donde 1 < a1 < · · · < ar y MCD(A) =
1.
• S := 〈A〉 = {

∑
i λiai|λi ∈ N}. El conjunto S es un semigrupo

numérico y es llamado semigrupo numérico generado por A. Por
definición, S es cerrado bajo la suma y contiene al cero. Además,
la hipótesis MCD(A) = 1 garantiza que N \S es un conjunto finito.
• Asumimos que A es el conjunto generador minimal de S, es decir,

ningún subconjunto propio de A genera a S.
• K[ta1 , . . . , tar ] denota al conjunto de expresiones polinomiales en

los monomios ta1 , . . . , tar con coeficientes en un campo K. Este
conjunto es un subanillo del anillo de polinomios K[t] y es llamado
álgebra monomial inducida por A.
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• m := 〈ta1 , . . . , tar〉 ⊂ K[ta1 , . . . , tar ], es decir, m es el ideal genera-
do por ta1 , . . . , tar en K[ta1 , . . . , tar ].

El siguiente ejemplo ilustra estos conceptos.

Ejemplo 1.1. Sea A = {5, 7}. El semigrupo numérico generado por A
es el conjunto de las combinaciones lineales de 5 y 7 con coeficientes en
N, esto es, S = 〈5, 7〉 = {0, 5, 7, 10, 12, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22, n ≥ 24}.
Asimismo,

K[t5, t7] =
{∑

finita

λa,b(t
5)a(t7)b|λa,b ∈ K

}
=
{∑

finita

λst
s|s ∈ S, λs ∈ K

}
,

m = 〈t5, t7〉 = {ft5 + gt7|f, g ∈ K[t5, t7]}.

Nuestro primer objetivo es definir la multiplicidad del ideal m. Para
esto, procedemos como sigue. Para n ≥ 1, definimos el ideal potencia mn

como el ideal generado en K[ta1 , . . . , tar ] por el conjunto de monomios:

{(ta1)k1 · · · (tar)kr |ki ∈ N, k1 + · · ·+ kr = n}.
Por ser ideal en K[ta1 , . . . , tar ], mn es también un K-espacio vectorial
para cada n ≥ 1. Con esta estructura, mn está generado por

{(ta1)k1 · · · (tar)kr |ki ∈ N, k1 + · · ·+ kr ≥ n}.
Además se tiene que m ⊃ m2 ⊃ m3 ⊃ · · · . Entonces tiene sentido con-
siderar los espacios vectoriales cociente mn/mn+1. La noción de multi-
plicidad está relacionada con la dimensión de estos espacios vectoriales.
Antes de dar la definición formal consideremos el siguiente ejemplo que
servirá de motivación para la discusión que viene después.

Ejemplo 1.2. Sean A = {5, 7} y m = 〈t5, t7〉 ⊂ K[t5, t7]. Por defini-
ción,

mn = 〈t(5,7)·α | α ∈ N2, |α| = n〉,
donde (5, 7) · α denota al producto punto usual. Vamos a ilustrar cómo
calcular una base de mn/mn+1 en el caso n = 1. Consideremos el con-
junto

B1 := {t5 + m2, t7 + m2} ⊂ m/m2.

Supongamos que a1(t5 +m2)+a2(t7 +m2) = m2 para algunos a1, a2 ∈ K.
Entonces a1t

5 + a2t
7 ∈ m2, lo que implica a1t

5 + a2t
7 =

∑
|β|≥2 bβt

(5,7)·β

con bβ ∈ K. Como (5, 7)·β 6= 5 y (5, 7)·β 6= 7 si |β| ≥ 2, concluimos que
a1 = a2 = bβ = 0 para todo β. Aśı, B1 es linealmente independiente.
Ahora tomemos (

∑
|α|≥1 aαt

(5,7)·α) + m2 ∈ m/m2 con aα ∈ K. Como∑
|α|≥1

aαt
(5,7)·α + m2 =

∑
|α|=1

aαt
(5,7)·α + m2 +

∑
|α|≥2

aαt
(5,7)·α + m2

= a1t
5 + a2t

7 + m2,
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concluimos que B1 es un conjunto generador. En particular,
dimK m/m2 = 2. De manera completamente análoga se puede demostrar
que dimK m2/m3 = 3 y dimKm3/m4 = 4. Uno podŕıa verse tentado a
conjeturar que la dimensión de mn/mn+1 es n+1 para cada n. Contra lo
esperado, las mismas ideas del caso n = 1 (¡muchos cálculos mediante!)
pueden demostrar que dimK mn/mn+1 = 5 para toda n ≥ 4. En efecto,
el lector puede verificar que

Bn := {t5(n−j)+7j + mn+1|j ∈ {0, 1, 2, 3, 4}}
es una base de mn/mn+1 para cada n ≥ 4.

El ejemplo anterior ilustra tres puntos importantes:

• Aunque la cantidad de generadores de mn como ideal va crecien-
do conforme n crece, la dimensión como espacio vectorial de los
cocientes consecutivos se estabiliza.
• El valor en el que se estabiliza coincide con el elemento más pe-

queño de A.
• La dimensión de dichos espacios se estabiliza a partir de n = 4,

que es uno menos que el elemento más pequeño de A en el ejemplo.

Los primeros dos puntos son resultados conocidos que enunciamos a
continuación.

Teorema 1.1. Existe N ∈ N tal que dimK mn/mn+1 = mı́n(A) para
toda n > N . El número mı́n(A) es llamado la multiplicidad del ideal
m.

Observación 1.1. Como mencionamos en la introducción, este resul-
tado es un caso particular de resultados más generales. Por citar un
ejemplo, en [4, cap. 5, teo. 3.14] se demuestra que la multiplicidad en
el origen de una variedad tórica tiene una descripción combinatoria
en términos del semigrupo af́ın asociado. El caso particular de curvas
tóricas es precisamente el teorema 1.1.

Observación 1.2. La multiplicidad es un concepto fundamental en
el álgebra conmutativa y la geometŕıa algebraica. Entre sus numerosas
aplicaciones, podemos mencionar que este número detecta la suavidad
de una variedad algebraica en un punto. De manera general, la mul-
tiplicidad de un punto de una variedad algebraica es el numerador del
coeficiente del término ĺıder del polinomio de Hilbert del punto. Además
de los textos clásicos de álgebra conmutativa, recomendamos al lector
la referencia [9], donde puede encontrar una detallada y accesible in-
troducción a este importante concepto.

Ahora bien, una pregunta natural que surge a partir del teorema 1.1
es: ¿a partir de cuál n ∈ N la función dimKmn/mn+1 alcanza el valor
mı́n(A)?
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Definición 1.1. Sea

reg(m) := mı́n{k ∈ N | dimK mn/mn+1 = a1 para toda n ≥ k}.

El número reg(m) es llamado ı́ndice de regularidad de m en K[ta1 , . . . , tar ].

El ejemplo 1.2 muestra que reg(m) = 4 en ese caso, que es uno
menos que mı́n(A). Uno podŕıa verse tentado a pensar que, en general,
reg(m) = mı́n(A) − 1. Curiosamente, esto es cierto para semigrupos
numéricos generados por dos elementos. Sin embargo, a partir de tres
generadores, lo anterior no se cumple en general.

Esto nos lleva a preguntarnos si es posible calcular el valor exacto de
reg(m) en términos del conjunto A. Otra opción, probablemente más
razonable, es dar cotas para este número. Este es el objetivo principal
del presente art́ıculo. En la siguiente sección presentamos una demos-
tración elemental del teorema 1.1 y de paso daremos cotas para el ı́ndice
de regularidad de m.

2. Multiplicidad y cotas para el ı́ndice de
regularidad

En esta sección demostramos el teorema 1.1. Además, damos una cota
para su ı́ndice de regularidad que está dada en términos del número de
Frobenius del semigrupo correspondiente y que definimos a continua-
ción. En esta sección continuamos usando la notación 1.1.

Definición 2.1. El número de Frobenius de S, denotado F (S), es el
entero más grande que no pertenece a S.

Ejemplo 2.1. Sea S = 〈5, 7〉. En vista del ejemplo 1.1 tenemos F (S) =
23.

Denotamos a := (a1, . . . , ar) ∈ Nr. Sea n ∈ N, n ≥ 1 y considere el
siguiente conjunto:

S(n) := {0} ∪ {a · α | α ∈ Nr, |α| ≥ n}.

Observación 2.1. Los conjuntos S(n) satisfacen las siguientes propie-
dades:

• Son semigrupos numéricos.
• S = S(1) ⊃ S(2) ⊃ S(3) ⊃ · · · .
• {tγ|γ ∈ S(n)} es una base de mn como K-espacio vectorial.

En los resultados que siguen asumimos que a1 < a2 < F (S). Una
breve discusión de los casos F (S) < a1 y a1 < F (S) < a2 se dará al
final de la sección.



58 DANIEL DUARTE Y ALONDRA RAMÍREZ SANDOVAL

Lema 2.1. Denotemos δ := F (S) − a1 y ε := a2 − a1. Sean q, τ ∈ N
tales que δ = qε + τ , donde 1 ≤ q y 0 ≤ τ < ε. Entonces, para cada
n ≥ q:

F (S(n+1)) = F (S(n)) + a1 < (n+ 1)a2.

Demostración. De entrada, F (S(n)) + a1 + l ∈ S(n+1) para toda l ≥ 1 y
por lo tanto F (S(n+1)) ≤ F (S(n)) + a1 para toda n ≥ 1. Entonces, para
cualquier n,

F (S(n+1)) ≤ F (S(n)) + a1 ≤ F (S(n−1)) + 2a1 ≤ · · · ≤ F (S) + na1.

Sea n ≥ q. De la ecuación δ = qε+ τ se obtiene

F (S) + na1 = q(a2 − a1) + τ + (n+ 1)a1

< q(a2 − a1) + a2 − a1 + (n+ 1)a1

= (q + 1)a2 + (n− q)a1

< (q + 1)a2 + (n− q)a2 = (n+ 1)a2.

Concluimos que F (S(n+1)) ≤ F (S(n)) +a1 < (n+ 1)a2 para toda n ≥ q.
Falta probar que F (S(n+1)) = F (S(n)) + a1 para n ≥ q. Supongamos
que F (S(n)) + a1 = a · α ∈ S(n+1), i.e., |α| = n + 1. Si α1 ≥ 1 entonces
F (S(n)) = a · α − a1 ∈ S(n), lo que es una contradicción. Si α1 = 0
entonces F (S(n)) + a1 =

∑r
i=2 aiαi ≥ (n + 1)a2, contradicción. Aśı,

F (S(n)) + a1 /∈ S(n+1) y F (S(n+1)) = F (S(n)) + a1 para toda n ≥ q.

Proposición 2.1. Denotemos S(n) +a1 := {z+a1|z ∈ S(n)}. Entonces
S(n+1) = S(n) + a1 para cada n ≥ q.

Demostración. Por definición, S(n) + a1 ⊂ S(n+1), para cada n ≥ 1.
Asumamos que n ≥ q y sea s ∈ S(n+1). Supongamos s > F (S(n+1)). Por
el lema 2.1, F (S(n+1)) = F (S(n)) + a1 por lo que s = F (S(n)) + a1 + l =
(F (S(n)) + l) + a1 ∈ S(n) + a1 para alguna l ≥ 1.

Ahora supongamos que s < F (S(n+1)). Sea s = a · α, donde |α| ≥
n + 1. Si α1 ≥ 1 entonces s = (a · α − a1) + a1 ∈ S(n) + a1. Si α1 = 0
entonces s =

∑r
i=2 aiαi ≥ (n + 1)a2. Por otro lado, por el lema 2.1,

s < F (S(n+1)) < (n + 1)a2, lo que es una contradicción. Concluimos
que S(n+1) ⊂ S(n) + a1.

Estamos listos para demostrar el teorema principal.

Teorema 2.1. Sea δ = F (S) − a1, ε = a2 − a1 y δ = qε + τ , donde
1 ≤ q y 0 ≤ τ < ε. Entonces dimKmn/mn+1 = a1 para cada n ≥ q. En
particular, reg(m) ≤ q.

Demostración. Sea m = 〈ta1 , . . . , tar〉 ⊂ K[ta1 , . . . , tar ]. Por la obser-
vación 2.1, una base para mn/mn+1 está dada por {tγ + mn+1 | γ ∈
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S(n)\S(n+1)}. Afirmamos que |S(n)\S(n+1)| = a1 para cada n ≥ q. No-
temos que esta afirmación demuestra el teorema.

Considere los siguientes conjuntos:

C := {s ∈ S(n) | 0 < s < (n+ 1)a1},
D := {h+ ka1 | na1 < h < (n+ 1)a1, h /∈ S(n) y

k := mı́n{l | h+ la1 ∈ S(n)}}.

La siguiente figura ilustra un punto del conjunto D.

Figura 1. Los ćırculos vaćıos representan puntos que no están en S(n).

Mostramos que S(n)\S(n+1) = C ∪ D, para n ≥ q. Esto muestra la
afirmación pues |C ∪D| = a1.

Sea s ∈ C ∪ D. Si s ∈ C, entonces s ∈ S(n) y s < (n + 1)a1. Aśı,
s ∈ S(n)\S(n+1). Si s ∈ D, entonces s = h+ka1, donde h < (n+1)a1, h /∈
S(n) y k = mı́n{l | h + la1 ∈ S(n)}. Supongamos que s ∈ S(n+1). Por
la proposición 2.1 se tiene que h + ka1 = t + a1, para algún t ∈ S(n).
Entonces h + (k − 1)a1 = t, lo que contradice la minimalidad de k.
Concluimos que s ∈ S(n)\S(n+1).

Ahora sea s ∈ S(n)\S(n+1). Si s < (n + 1)a1 entonces s ∈ C. Si
s > (n+ 1)a1, sea s = pa1 + t, donde 0 ≤ t < a1 y n+ 1 ≤ p. Notemos
que t = 0 implica s = pa1 ∈ S(p) ⊂ S(n+1), contradicción. Por lo tanto,
0 < t < a1. Afirmamos que t+na1 /∈ S(n). Suponga que t+na1 = a ·α ∈
S(n), i.e., |α| ≥ n. Entonces s+na1 = pa1 + t+na1 = pa1 +a ·α. Puesto
que p− n ≥ 1, tenemos s = a · α + (p− n)a1 ∈ S(n+1), contradiciendo
nuevamente que s ∈ S(n)\S(n+1). Esto prueba la afirmación.

Sea h := t+na1 y k := p−n. Entonces s = h+ka1. Supongamos que
j < k es tal que h+ ja1 ∈ S(n), i.e., h+ ja1 = a · β, donde |β| ≥ n. Sea
k = j+ l para algún l ≥ 1. Entonces s = h+ (j+ l)a1 = h+ ja1 + la1 =
a ·β+ la1 ∈ S(n+1), contradicción. Por lo tanto k es el mı́nimo elemento
tal que h+ ka1 ∈ S(n) lo que implica que s ∈ D.

En el siguiente ejemplo mostramos que la cota para el ı́ndice de re-
gularidad dada en el teorema 2.1 efectivamente se alcanza.

Ejemplo 2.2. Sea a1 ≥ 3 y S = 〈a1, 2a1 +1, 2a1 +2, . . . , 2a1 +(a1−2)〉.
En este ejemplo, F (S) = 4a1 − 1 y q = 2. Como el conjunto generador
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de S tiene cardinalidad a1 − 1, tenemos dimm/m2 = a1 − 1. Por lo
tanto, reg(m) = 2 = q.

La cota del teorema 2.1 está dada en términos del número de Fro-
benius del semigrupo. Desafortunadamente, es bien sabido que este
número no puede ser calculado expĺıcitamente en general. Sin embar-
go, puede ser acotado.

Corolario 2.1. Con la notación del teorema 2.1,

reg(m) ≤ 1

a2 − a1

(
a1ar − 2a1 − ar − τ

)
.

Demostración. Se sigue del teorema y del hecho F (S) ≤ a1ar − a1− ar
(véase [1]).

En los resultados anteriores se consideró el caso a1 < a2 < F (S).
Enseguida presentamos una breve discusión sobre los casos restantes.

Observación 2.2. Supongamos que F (S) < a1 o a1 < F (S) < a2.
Usando las mismas ideas de los resultados anteriores es posible mostrar
que dimmn/mn+1 = a1 para toda n ≥ 1, i.e., reg(m) = 1.

Concluimos con un comentario sobre el caso de semigrupos mı́nima-
mente generados por dos elementos.

Observación 2.3. Sea A = {a1, a2} como antes. En este caso se pue-
de calcular expĺıcitamente que dimmn/mn+1 < a1 si n < a1 − 1 y
dimmn/mn+1 = a1 si n ≥ a1 − 1. En particular, reg(m) = a1 − 1. La
demostración detallada de estas afirmaciones se puede consultar en [8].
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