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1. Introduccién

En un primer curso de dlgebra lineal es comun establecer la regla de
que las bases de los espacios vectoriales estudiados sean conjuntos fini-
tos. Esta convencién permite hablar de las nuevas ideas que se quieren
presentar (dimension, transformaciones lineales, productos interiores,
etcétera), sin la necesidad de detenerse en tecnicismos que se resuelven
a menudo con las herramientas de la teoria de conjuntos que los estu-
diantes de licenciatura no conocen en ese punto de sus vidas académicas.

Sin embargo, para los interesados en el dlgebra lineal que no saben
en dénde conseguir mas informacién, aparece la interrogante de qué
sucede si la dimension del espacio vectorial no es finita y las respuestas
llegan mucho mas adelante en su formacion matematica.

Es por eso que, cuando comencé el quinto semestre en la Facultad
de Ciencias de la UNAM, esperaba encontrar en el mapa curricular
un curso de <<Algebra Lineal III» que abordara la siguiente pregunta:
icuales de los resultados que son ciertos para espacios de dimensién
finita lo siguen siendo cuando se deja la finitud a un lado?

En este articulo expondré, desde un enfoque conjuntista, varios as-
pectos de esta pregunta con la intencion de motivar a alguno que otro
lector para que se adentre mas en el mundo de los espacios vectoriales
de dimension infinita y, con un poco de suerte, ayudar a los alumnos
atraidos por el area con algunos caminos que pueden seguir para pro-
fundizar en ella.

Palabras clave: espacios vectoriales, bases de Hamel, dimensién infinita, transformaciones
lineales.
Este trabajo fue elaborado con el apoyo econémico del CONACYT (ntm. 814282).
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2. Conceptos preliminares

Cualquier concepto conjuntista que no aparezca definido explicitamente
aqui deberd entenderse como en [3].

Utilizaremos el simbolo w para denotar al conjunto de los niimeros
naturales, es decir, w serd el conjunto {0,1,2,...}.

Un conjunto parcialmente ordenado serd una pareja (X, <) donde
X es un conjunto y < es una relaciéon binaria en X que es reflexiva,
antisimétrica y transitiva. En estas circunstancias, diremos que x € X
es un elemento mazximal de X si no existe y € X distinto de x tal que
r < y. Ademas, si Y C X, x serd llamado una cota superior de Y si
y < x, siempre que y € Y. Finalmente, diremos que Y es una cadena
en X si para cualesquiera y, z € Y se satisface que y < z 0 z <.

El siguiente resultado es conocido como el lema de Kuratowski—Zorn.
En vista de que presentar los detalles estrictamente conjuntistas no es
el objetivo de este trabajo, inicamente nos limitamos a mencionar que
este lema es una de las equivalencias importantes del célebre axioma
de eleccién y recomendamos al lector interesado consultar [3], §8.3].

Lema 2.1. Cualquier conjunto parcialmente ordenado y no vacio en el
cual toda cadena tiene una cota superior, tiene un elemento maximal.

Para lo que expondremos en este texto no es necesario definir con pre-
cision qué es un nimero cardinal. De hecho, basta con tener la siguiente
idea intuitiva: la nociéon de nimero cardinal es una generalizacién del
concepto de niimero natural que permite determinar, en un sentido bien
definido, cuantos elementos tiene un conjunto, independientemente de
si este es finito o no.

Con esta convencién en mente, si X es un conjunto, el nimero car-
dinal de X, denotado por | X|, representard al nimero de elementos de
X. Por ejemplo, es comun utilizar el simbolo N, para denotar al niimero
cardinal |w|.

Una consecuencia del axioma de eleccion es que cualesquiera dos
nimeros cardinales son comparables, es decir, si X y Y son conjuntos,
entonces |X| < |Y], o bien, |Y] < |X|. Ademds, es posible definir
operaciones aritméticas entre nimeros cardinales que generalizan las
operaciones de suma, producto y exponenciacién que realizamos en el
conjunto de los niimeros naturales.

Para fines de este trabajo, los tinicos hechos que necesitaremos acer-
ca de numeros cardinales y aritmética cardinal los presentamos, sin
demostracion, en el siguiente lema.

Lema 2.2. 57 X y Y son conjuntos, entonces los siguientes enunciados
son ciertos.

1. Cuando X CY, |X| <[Y].
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2. |X| =Y, siempre que | X| < |Y| y |Y| < |X].
3. 99 XNY =0, entonces | X UY| = |X]|+|Y].

Aquellos interesados en consultar los detalles de estos resultados, asf
como la definicién precisa de niimero cardinal, se les recomienda revisar
[3, Cap. 7].

3. Espacios vectoriales de dimensién infinita

El libro de élgebra lineal en el que nos vamos a basar es [2]. Todos
los conceptos algebraicos que no sean definidos explicitamente aqui de-
beran entenderse como indica dicho texto.

Comenzaremos por recordar los conceptos basicos de independencia
lineal y base de Hamel para un espacio vectorial. Convengamos en deno-
tar por ' a un campo y por V' a un espacio vectorial sobre F. También,
utilizaremos los stmbolos 0 y 0 para hablar de los neutros aditivos de
V' y F', respectivamente.

Para un subconjunto S de V', el simbolo [S] representara al subespa-
cio vectorial generado por S. Con la notacién del libro [2], los simbolos
[S] y span(.S) son los mismos conjuntos.

Un conjunto S es linealmente dependiente si para algiin n € w existen
colecciones {v; : i <n} C Sy {a;:i<n} C F\{0} de tal manera que
{v; : i < n} estd indizada sin repeticiones y » . jav; = 0. Diremos
que S es linealmente independiente si S no es linealmente dependiente.

Una observacién inmediata es que la propiedad de independencia
lineal es hereditaria, es decir, si S es linealmente independiente y T" es
un subconjunto de S, entonces T es linealmente independiente.

En matematicas existen multiples definiciones de base, por ejemplo,
las bases de Schauder para estudiar espacios vectoriales topoldgicos de
dimensién infinita. Por esta razon, es comun llamarle «base de Hamel» a
las bases con las que se trabajan en los cursos basicos de dlgebra lineal.
Puntualmente, diremos que un subconjunto B de V es una base de
Hamel para V si B es linealmente independiente y satisface la igualdad
(Bl =V.

Una simple observacion revela que %, la coleccion de todos los sub-
conjuntos linealmente independientes de V', equipado con la contencién
directa, es un conjunto parcialmente ordenado que satisface las hipote-
sis del lema[2.1} por ende, una aplicacién de ese resultado nos provee de
un elemento maximal de .%. En resumen, existe un elemento B € %
que satisface la siguiente implicacién: si B’ € % es tal que B C B,
entonces B = B’.

Este comentario es fundamental en vista del siguiente hecho.
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Proposicion 3.1. Las bases de Hamel para V' son, precisamente, los
elementos mazimales de .F .

Demostracion. Comencemos por verificar que las bases de Hamel para
V' son elementos maximales de .#. Sean B una base de Hamel para V'
y B' € % de tal forma que B C B’. Supongamos, en busca de una
contradiccién, que existe v € B'\ B. Podemos emplear que B genera al
espacio V para hallar n € w, {v; :i <n} C By {a;:i <n} C F\{0},
con el conjunto de vectores indizado sin repeticiones, de tal modo que
Y i a;v; = v. De esta manera, BU{v} no es linealmente independiente.
Asi, la contencién B U {v} C B’ nos da la contradiccion B’ ¢ .%. Este
absurdo muestra que B es un elemento maximal de .#.

Para la otra implicacién, supongamos que B es un elemento maximal
de la familia .%. Con el objetivo de ver que B es una base de Hamel para
B, y en virtud de que B es un subconjunto linealmente independiente
de V, inicamente hay que comprobar que [B] = V.

Ahora, en vista de que [B] es un subespacio vectorial de V', basta
con argumentar que todo elemento de V' pertenece a [B]. Supongamos
por el contrario que existe v € V' de modo que v ¢ [B]. Mostraremos
a continuacién que B U {v} € #. Tomemos {v; : i < n} C By
{a; : 1 < n} C F, con el conjunto de vectores indizado sin repeticiones,
tales que Y 1, a;v; = 0. Contemplamos los siguientes dos casos.

Caso 1. v & {v; : i <n}.

En este caso, {v; : ¢ < n} es un subconjunto del conjunto linealmente
independiente B y, por lo tanto, a; = 0 para todo ¢ < n.

Caso 2. v € {v; : i <n}.

Fijemos j < n tal que v = v;. La igualdad Y ", a;v; = 0 implica que
a;v; = — >, av;. Luego, si a; # 0, tenemos que v; = — >, (a;/a;)v;
con {v; : i <nyi+#j} C B, contradiciendo que v ¢ [B]. En conse-
cuencia, a; = 0. Lo anterior implica que la igualdad ) . ,a;v; = 0 se
convierte en . a;v; = 0y, como {v; :i <nyi#j+C B con
B € %, tenemos que a; = 0 para cada i # j. Esto prueba que a; = 0
para toda 7 < n.

Por lo tanto, B U {v} es linealmente independiente, es decir, es un
elemento de .. Finalmente, como v ¢ B, se cumple que B es un
subconjunto propio de B U {v}, lo cual contradice la maximalidad de
B. Esto garantiza que v € [B] y, por ende, que [B] = V., como se
queria. n

En [2) Cor. 1, p. 46] se comprueba que si B es una base de Hamel
para V con n € w vectores, entonces cualquier base de Hamel para V'
tiene, precisamente, n vectores.
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Una cuestion natural que surge cuando profundizamos en el dlgebra
lineal y nos alejamos de las nociones de finitud es si sucede lo mismo
en general, es decir, jsera cierto que cualesquiera dos bases para un
espacio vectorial en arbitrario tienen la misma cardinalidad?

La respuesta para la interrogante anterior es que si; no obstante, como
la demostracién de ese resultado es bastante técnica (un argumento
combinatorio puede encontrarse en [6, Teo. 2.5, p. 23]), omitiremos
incluir los detalles en el presente trabajo, pero dejaremos constancia
escrita de este hecho en el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Si B y B’ son bases de Hamel para V, se tiene que
|B| = |B].

En virtud del resultado anterior no hay riesgo de confusion al esta-
blecer el siguiente concepto: la dimension de un espacio vectorial V',
denotada por dim(V'), se define como la cardinalidad de cualquier base
de Hamel para V.

Es posible comprobar que Ny es el primer nimero cardinal que es
estrictamente mayor que todos los nimeros naturales (véase [3, Teo.
9.59]). De este modo, la frase «V es de dimensién finita» puede reem-
plazarse por el simbolo dim(V') < Ny.

Los textos introductorios al algebra lineal se limitan a trabajar con
espacios vectoriales cuya dimension satisface la desigualdad del parra-
fo previo. En lo que sigue expondremos algunos resultados acerca de
espacios vectoriales sin restricciones en su dimensién. Ademéds, mos-
traremos varios ejemplos particulares de espacios de dimensién infinita
para exhibir que, en ocasiones, la intuicién y la practica que obtenemos
al trabajar con espacios vectoriales de dimension finita puede hacernos
creer que las cosas son de cierta forma, cuando la realidad es que no es
asi.

Comencemos con un par de enunciados auxiliares que utilizaremos
en repetidas ocasiones en las siguientes paginas.

Lema 3.3. 5i S es un subconjunto linealmente independiente de V,

entonces existe B, una base de Hamel para V', que satisface la inclusion
S CB.

Demostracién. Consideremos al conjunto Z={BCV :Be& FySC
B}. En vista de que S es un elemento de £, se puede verificar que
(%, C) es un conjunto parcialmente ordenado y no vacio. Ademds, un
argumento rutinario muestra que (%, C) satisface las hipétesis del le-
ma 2.1} Asi, una aplicacién de este resultado nos provee de un elemento
B de % que es C—maximal; en particular, B es un elemento de .% que
contiene al conjunto S.

Nuestro objetivo ahora, en virtud de la proposicion [3.1, es mostrar
que B es un elemento maximal de .% . Lo anterior es una tarea sencilla ya
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que, si B’ € . verifica la contencién B C B’, entonces automaticamen-
te B’ es un elemento de la coleccién A. De esta manera, la maximalidad
de B con respecto a la familia A garantiza que B = B’. Concluimos
entonces que B es una base de Hamel para V' que extiende a S. O

Corolario 3.4. Si W es un subespacio vectorial de V', entonces
dim(W) < dim(V).

Demostracion. Toda base de Hamel para W es un subconjunto lineal-
mente independiente de V. Asi, si B es una base de Hamel para W,
y empleamos el lema [3.3| para hallar una base de Hamel B’ para V
que verifique la contencion B C B’, entonces esta ultima inclusién se
traduce, gracias al lema [2.2] en las relaciones dim(W) = |B| < |B'| =
dim(V). [

Cuando la dimensién de V es finita se puede fortalecer el corolario (3.4
en el siguiente sentido: si V' es un espacio vectorial con dim(V) <
Ny v W es un subespacio propio de V, entonces dim(W) < dim(V).
Mostraremos que esta desigualdad estricta puede fallar si dim(V') > X,.

Denotemos por R[z] al espacio de todos los polinomios con coeficien-
tes reales en una indeterminada x. En vista de que B = {z" : n € w} es
una base de Hamel de tamano Xy para R[z| (véase [2], p. 43]), tenemos
enseguida que dim(R[z]) = Ry. Por otro lado, si hacemos B’ = {z?" :
n € w}, entonces B’ es un subconjunto linealmente independiente de
B; en especial, B’ es una base de Hamel para [B’] de cardinalidad .
De este modo, a pesar de que [B’] es un subespacio propio de R|z], sus
dimensiones satisfacen las relaciones dim([B’]) = Ny = dim(R[z]).

Se puede utlizar la definicion de von Neumann de niimero natural pa-
ra comprobar que, como conjuntos, estos estan formados por los niime-
ros naturales anteriores a ellos:

0=10
1 = {0}
2 = {0,1}

n=1{0,1,2,...,n—1}

Este hecho permite establecer, para n € w\ {0}, una correspondencia
biyectiva entre R"™ y "R, el conjunto de todas las funciones con dominio
n y contradominio R; simplemente considere la asignacion ¢ : R® — "R
determinada por

(1’0,9517 ce axn—1) — 80($0,$1= . 7%—1)7
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donde la funcién ¢(xg, z1,...,2,-1) : n — R estd definida mediante la
regla

o(xo, 1, ...y Tpo1) (1) = ;.
Asi, desde un punto de vista conjuntista, pensar en los elementos de R"
como coordenadas es equivalente a pensarlos como sucesiones finitas de
nimeros reales.

Un resultado conocido es que si n € w \ {0} y pensamos en R”
como un R-espacio vectorial, entonces dim(R™) = n. Ahora, desde
la perspectiva del algebra lineal, el R-espacio vectorial "R (donde la
suma y el producto por escalares se hacen de la manera natural como
funciones) es practicamente indistinguible de R™, en el sentido de que
la asignacién mencionada arriba es un isomorfismo lineal entre ellos. Lo
previo garantiza que, para cualquier n € w '\ {0}, dim("R) = n.

El siguiente paso natural es preguntarse por el R—espacio vectorial
“RR; esto es, el conjunto de todas las sucesiones de niimeros reales, con
las operaciones de suma y producto por escalares realizadas del modo
usual. Una forma alternativa de pensar en los elementos de “R (que
se usa, por ejemplo, en los cursos de célculo diferencial), es que son
«coordenadas infinitas» donde las operaciones algebraicas se realizan
entrada a entrada.

En estas circunstancias, es tentador pensar que la dimension de
“R preservara el patron que hemos observado hasta ahora. Dicho con
mas precision, una conjetura sensata es que se verifique la igualdad
dim(“R) = W,. El resultado que viene muestra que esta idea es inco-
rrecta.

Antes de comenzar es necesario hacer un par de comentarios. Pri-
mero, en lo que resta del texto denotaremos por ¢ al nimero cardinal
IR|. Segundo, es posible demostrar que [“R| = ¢, sin embargo, como el
argumento que sustenta esta relacién es bastante elaborado (véase el
parrafo posterior a la proposicién 7.38 de [3]), optaremos por asumir
su veracidad y la utilizaremos libremente.

Proposicién 3.5. dim(“R) = .

Demostracion. Lo primero que haremos sera exhibir un subconjunto
de “R que sea linealmente independiente y de tamafio (cardinalidad) c.
Para cada s € R, denotemos por 5: w — R a la funciéon definida como
S(n) = s™ (el simbolo «s™» representa al numero real s elevado a la n-
ésima potencia). Nuestro objetivo es verificar que S = {5: s € R\ {0}}
es linealmente independiente.

Fijemos n € w, {sx : k£ < n} C R\ {0}, con este indizado sin
repeticiones, y {a : k¥ < n} C R de tal manera que Y ,_,axs; = 0
(note que 0 es el neutro aditivo de “R). Consideremos a la matriz M de
tamatio (n+1) x (n+1) definida de modo que M;; = (s;)" (observe que
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la primera columna de M esta formada por los ntimeros de la forma
Mo, con 0 < i < n). Pongamos ahora a = (ag, ay,...,a,) y notemos
que a € R,

Pensar en a como vector columna nos permite trabajar con el pro-
ducto de matrices Ma. Con esta idea presente, notemos que (Ma); =
Sor—oar(sk) = (Oop_o axSx) (1) = 0, donde (Ma); es el i-ésimo renglén
de Ma. Esto nos dice que Ma = 0 € R**!. Consideremos el sistema de
n+ 1 ecuaciones lineales en n+ 1 indeterminadas inducido por Mx = 0.
Lo hecho hasta aqui nos dice que a es una solucién del sistema Mx = 0.
En vista de que 0 es una solucién trivial del sistema, si logramos demos-
trar que este tiene una unica solucion, obtendriamos que a = 6, y esto
a su vez implicaria que, para cualquier £ < n, se satisface la igualdad
a, = 0, como queriamos.

Para probar que el sistema Mz = 0 tiene una tnica solucién, [2, Teo.
3.10, p. 174] indica que es suficiente ver que M es una matriz invertible.
Ahora, para ver que M es invertible, los resultados que aparecen en [2],
p. 223] y [2, Teo. 4.8, p. 224] garantizan que basta con probar que
M?, la transpuesta de M, es invertible. Por 1ltimo, la invertibilidad de
M? se desprende de la inyectividad de la transformacién lineal Ly,
la transformacién lineal correspondiente a la matriz M7, gracias a [2,
Teo. 2.5, p. 71] y a [2, Cor. 2, p. 102]. Verifiquemos entonces esto tltimo
comprobando que el nicleo de Lyt es trivial.

Sea b € R™! de tal modo que Ly (b) = 0. Convengamos en denotar
por by a la k-ésima coordenada de b. Tenemos que 0 = (Ly(b)); =
> n_obi(si)¥, para cada i < n. Esto implica que p(z) = Y _, byz" es
un polinomio de grado, a lo mas, n y satisface p(sx) = 0, siempre que
k < n; esto es, p(x) posee n + 1 raices distintas. Se sigue de [7, 7.(c),
p. 50] que p(z) es el polinomio cero y en consecuencia, by = 0, siempre
que k < n; equivalentemente, b = 0, tal y como se querfa probar.
Esto completa la demostracién de que S es un conjunto linealmente
independiente de “RR.

Lo que sigue es emplear el lema[3.3| para hallar B, una base de Hamel
para “R, que haga cierta la inclusién S C B. Por tltimo, el parrafo pre-
vio a esta proposicion combinado con el lema [2.2] nos dan las relaciones

¢ =18 < |B| < [R| =«
En suma, |B| = ¢y, por ende, dim(“R) = c. O

Nuestro siguiente objetivo es hablar un poco de R-espacios vecto-
riales que estdn acompanados por una funcién especial, a saber, un
producto interior. Con esto en mente recordemos que si V' es un R—
espacio vectorial, entonces un producto interior (definido positivo) es
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una funcién (-,-) : V- x V — R que satisface las siguientes propiedades
para cualesquiera v, w € V:
1. (v,v) > 0;
2. (v,v) = 0 implica que v = 0;
3. (v,w) = (w,v); y
4. la funcién que se obtiene al fijar la segunda entrada, (-,w) : V —
R, es una transformacion lineal.

Sea V un R-espacio vectorial equipado con un producto interior (-, -).
Si Wy Z son un par de subespacios vectoriales de V', diremos que Z
es un complemento ortogonal de W si

LV=W&Z(estoes, V=W+ZyWnZ={0});y
2. (w,z) =0, para cualesquiera w € Wy z € Z.

Una aplicacién del teorema de Gram-Schmidt (véase [2, p. 344]) per-
mite demostrar que si W es un subespacio de dimensién finita de V,
entonces W admite un complemento ortogonal. Cerraremos esta seccién
con un ejemplo de un espacio de dimensién infinita y un subespacio de
este que no tiene complementos ortogonales. Para lo que viene es reco-
mendable tener familiaridad con el material contenido en [7, Caps. 6,
10 y 13].

En lo que resta de la seccién convengamos en denotar por V a
C (]0,1]), el conjunto de todas las funciones continuas del intervalo
[0,1] en R. Argumentos de calculo elemental muestran que V', con las
operaciones de suma y producto por escalares efectuadas de la ma-
nera natural, es un R-espacio vectorial. Ademds, en [2, p. 331] viene
expuesto que al definir (-,-) : V' x V' — R mediante

(f.g) = / f(2)g(e)de,

la funcién (-, -) resulta ser un producto interior en V.

Con el objetivo de hacer un céalculo explicito de la dimension de V/,
concentrémonos en argumentar que {e“* : ¢ € R} es una coleccién de
funciones linealmente independientes, donde €' : [0,1] — R denota a la
funcién exponencial. Notemos que, en este caso, el simbolo 0 representa
a la funcién constante cero de [0, 1] en R.

Supongamos que n € w, y sean {a; : i <n}y {¢ i < n} un par de
colecciones de ntmeros reales, con esta ultima indizada sin repeticiones,
de tal forma que

ape®” + a1 + - - + a,e™* = 0.

Al derivar n-veces y evaluar en x = 1, se obtiene el sistema de ecuacio-
nes:
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ape® + ar1et + -+ ape™ =0

agCoe® + ajcre + -+ 4+ a,c,e™ =0

apcae®™ + a;cie + -+ apcie™ =0

apcye® + ajcie™ + -+ ac e = 0.

Este a su vez se transforma en el sistema matricial:

1 1 ... 1 ape®® 0
co € ... Cp a,et 0
2 c? aye? 0
0o ‘o Gy 2 = : (1)
cg cf cy an e 0

Nuestra meta ahora es denotar por M a la matriz de (n+1) x (n+1)
que aparece en la ecuacion y argumentar que es invertible. Los re-
sultados que vienen en [2 p. 223] y [2, Teo. 4.8, p. 224] aseguran que
es suficiente probar que M?, la transpuesta de M, tiene determinante
distinto de cero. Los lectores experimentados en matrices reconoceran
a M" como una matriz de Vandermonde (véase [2], 22, p. 230]) y recor-
daradn que su determinante esta dado por la férmula

det(M") = [ (¢ —a).
0<i<j<n

Asi, como parte de nuestras hipdtesis es que la coleccién {¢; : i < n}
estd indizada sin repeticiones, tenemos que det(M?') # 0y, por ende,
M es una matriz invertible. De esta manera, si multiplicamos por M !
en ambos lados de la ecuacién (1)), obtenemos la igualdad

agpe®® 0
a et 0
(05} €c2 — O
ane” 0

que se resume diciendo que a;e = 0, siempre que ¢ < n. Por ltimo,
como la exponencial es una funcién positiva, concluimos que a; = 0
para cualquier i < n. Esto completa la prueba de que {e* : ¢ € R} es
un subconjunto linealmente independiente de V.

Resta mencionar que el argumento expuesto en [0, Lema 1.12, p. 12]
puede modificarse ligeramente para mostrar que |V| = c.
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Con estos antecedentes podemos calcular la dimension de V' sin difi-
cultad: si utilizamos el lema [3.3| para hallar B, una base de Hamel para
V' que extienda a {e“ : ¢ € R}, entonces

c=Ne":ceR} <|B|<|V]=g¢

es decir, |B| = ¢y, por lo tanto, dim(V') = ¢.

Ahora consideremos al subespacio W = {f € V : f(0) = 0}.
En este punto del texto, determinar la dimensiéon de W es casi in-
mediato. La relacién dim(WW) < ¢ se desprende del corolario y
el parrafo anterior. Para la desigualdad restante argumentaremos que
{e®* —1:c € R\ {0}} es un subconjunto linealmente independiente de
W:isin€w,y{a;:i<n}y{c:i<n}sonun par de subconjuntos
de ntumeros reales, con los ¢; indizados sin repeticiones y distintos de
cero, de tal modo que

ap (e —1)+ay (e = 1)+ +a, (e —1) =0,
entonces derivando una vez obtenemos que
agCoe®* + ayc1e* + -+ 4+ a,cp,e™t = 0.

Asi, como ya probamos que {e“ : ¢ € R} es linealmente independiente,
y ademds cada ¢; es distinto de cero, deducimos que a; = 0, siempre
que ¢ < n. Por iltimo, un argumento con el lema [3.3| asegura que
dim(W) > ¢y, por ende, que dim(W) = c.

Finalmente, afirmamos que W no posee complementos ortogonales en
V. Supongamos que Z es un subespacio vectorial de V' de forma que,
para cualesquiera f € Wy g € Z, se tiene la igualdad (f,g) = 0. Al
fijar g € Z tenemos enseguida que f : [0,1] — R dada por f(z) = zg(x)
es un elemento de W; por lo tanto,

1 1

0= (g = [ Fdgits = [ alala) s
A partir de que la integral definida de la funcién no negativa z(g(x))?
sea cero, se deduce que esta funcion se anula en el intervalo [0, 1]. De es-
te modo, ¢g* es la funcién constante cero en (0, 1] y, por ende, g también
tiene esta caracteristica. Luego, un razonamiento que emplea continui-
dad asegura la igualdad ¢g(0) = 0; en otras palabras, g coincide con la
funcién 0.

El argumento previo muestra que si Z satisface la condicién (2)) que
define a un complemento ortogonal para W, entonces forzosamente Z =
{6} De este modo, como la funciéon constante 1 es un elemento de la
diferencia V' \ (W + Z), Z no verifica el inciso (1)) de la definicién. En
consecuencia, Z no es un complemento ortogonal para W en V.
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4. Transformaciones lineales

En esta ultima seccién mencionaremos algunos ejemplos para exhibir
cémo afecta a las transformaciones lineales que la dimensién de los
espacios vectoriales sea infinita.

Recordemos que si f : V — W es una transformacién lineal entre
F—espacios vectoriales, entonces el nicleo y la imagen de f son, res-
pectivamente, los conjuntos

Ker(f) = {Uev;f(v)zﬁ} v fV]={f():veV}.

Con estas definiciones auxiliares, el teorema de la dimension (véase [2]
Theo. 2.3, p. 70]) establece que, si dim(V') < Ny, entonces

dim(V) = dim (Ker(f)) 4+ dim (f[V]) . (2)

Una cuestién natural que puede surgir es si la igualdad sigue
siendo valida cuando la dimensién del espacio V' es infinita. Nuestra
siguiente tarea sera argumentar que esta expresion de aritmética car-
dinal se preserva independientemente de la dimensién de los espacios
involucrados.

Teorema 4.1. Si f : V — W es una transformacion lineal entre F—
espacios vectoriales, entonces se satisface la relacion

dim(V') = dim (Ker(f)) + dim (f[V]) .

Demostracion. Comencemos por fijar un par de bases de Hamel, B
y By, para Ker(f) y f[V], respectivamente. Para cada w € By, la
condicién w € f[V] nos permite tomar v(w) € V de tal modo que
f (v(w)) = w.

Afirmacién. B = By U {v(w) : w € By} es una base de Hamel para
V.

Concentrémonos primero en verificar que [B] = V. Como siempre,
en vista de la contenciéon B C V| la inclusién [B] C V es inmediata.
Por otro lado, si v € V, entonces existen m € w y colecciones {b; : j <
m} C F, {w; : j < m} C By, con el conjunto de vectores indizado
sin repeticiones, de manera que f(v) = Zj<m bjw;. Luego, si ponemos
u=73 i, bjv(w;), lalinealidad de f nos asegura que

flo—u)=f() = flu) =D buw; - f (Z ij(wj))

j<m j<m
= bjw; = > bif (v(w;)) =0;
j<m j<m

es decir, v —u pertenece al nticleo de f. Asi, existen n € w y colecciones
{a; 1 < n} C F, {u; : i < n} C By, con el conjunto de vectores
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indizado sin repeticiones, tales que v —u = ), a;u;. Por lo tanto,
obtenemos las relaciones

v = Zaiui +u= Zaiui + Z ij(wj>7

i<n i<n i<m

con este tltimo un elemento de [B].

Veamos ahora que B es un subconjunto linealmente independiente
de V. Sean n y m un par de nimeros naturales, y tomemos colecciones
{ai i <n}p,{bj:7<m}CF {u:i<n}CByy{w;:j<m}C
By, con los conjuntos de vectores indizados sin repeticiones, que hagan

cierta la ecuacion
0= Z a;u; + Z bjv(w,). (3)
i<n j<m
Nuestro objetivo es comprobar que las igualdades a; = 0 = b; son
ciertas para cualesquiera i <ny j < m.
Con esta meta presente, notemos que una combinacién de la inclusién
{u; i <n} CKer(f) y la linealidad de f nos da las relaciones

0= f(0)=f (Z a;u; + Z ij(wj)>

= aif(u)+ ) bif (v(w;))
i<n i<m
= Z bjwj.

De esta forma, como {w; : j < m} esta contenido en el conjunto lineal-
mente independiente B, deducimos que b; = 0, siempre que j < m.
Asi, la ecuacion ‘) se convierte en 0 = > ien ait;. Por lo tanto, pode-
mos usar que {u; : i < n} es un subconjunto del linealmente indepen-
diente B, para garantizar que a; = 0, cuando ¢+ < n. Esto completa el
argumento de que B es una base de Hamel para V.

Para finalizar, notemos que By y {v(w) : w € By} no tienen elementos
en comun. En efecto, si suponemos por el contrario que existen u € By
y w € By tales que u = v(w), entonces, como u € Ker(f), 0 = f(u) =
f(v(w)) = w; en otras palabras, el vector cero es un elemento del
conjunto linealmente independiente By, un absurdo.

Asi, gracias al lema [2.2] se deducen las relaciones

dim(V) = |B| = |Bo U {v(w) : w € B1}|
= |Bo| + | B1| = dim (Ker(f)) + dim (f[V]) .
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Un corolario que suele acompanar al teorema de la dimension en
su version finita es que, si f : V. — W es una transformacion lineal
entre F-espacios vectoriales que satisfacen las relaciones dim(V) =
dim(WW) < Wy, entonces f es inyectiva si y solo si f es suprayectiva.

Este resultado puede fallar cuando prescindimos de la finitud. Tra-
bajaremos una vez mas en nuestro familiar espacio de sucesiones de
nimeros reales “R. Denotemos por ¢y al subconjunto de “R formado
por las sucesiones convergentes a 0. Observemos que las propiedades
aritméticas de limites de sucesiones garantizan que ¢y es un subespacio
vectorial de “R.

Ahora, consideremos a la funcién f : ¢y — ¢ definida mediante la
regla

(80,81,82,83, .. ) —> (0,80731,82, .. )

No es dificil comprobar que f es una transformacién lineal inyectiva;
sin embargo, la sucesién (1,0,0,0,...) es un elemento de la diferencia
co \ flco], lo cual muestra que f no es suprayectiva.

También es posible obtener una funciéon con las propiedades inter-
cambiadas. Por ejemplo, la asignacién de ¢y en ¢y determinada como

(507 51,852,853, .. ) — (817 59,853,854, ... )7

es una transformacion lineal suprayectiva que no es inyectiva.

El hecho de que existan transformaciones lineales con estas carac-
teristicas nos muestran, en virtud del corolario de la versién finita del
teorema de la dimensién, que dim(cg) > Ry. Ademas, el corolario y
la proposicién |3.5| nos dan las relaciones dim(cq) < dim(“R) = ¢; por lo
tanto, Ny < dim(cy) < ¢. No presentaremos el argumento, pero, con el
material expuesto hasta ahora, se puede verificar que esta cota superior
se alcanza, es decir, que dim(cg) = ¢.

Nuestro iltimo ejemplo requiere familiaridad con las nociones rela-
cionadas a los vectores y valores propios. Recordemos que si V' es un
F-espacio vectorial, f : V — V es un operador lineal, v € V '\ {0} y
A € F, entonces v es un vector propio de f correspondiente al valor
propio X si se satisface la relacién f(v) = \w.

Con esto en mente, se puede argumentar que si C denota al campo de
los nimeros complejos, V' es un C-espacio vectorial de dimensién finita
y f:V — V es un operador lineal, entonces f tiene un valor propio
(véase [1], 5.21, p. 145]). A continuacién se mostrard un ejemplo de un
C—espacio vectorial de dimensién infinita que carece de esta propiedad.

Una generalizacion natural de nuestro R—espacio vectorial de dimen-
sion infinita predilecto, “R, es el C—espacio vectorial formado por todas
las sucesiones de niimeros complejos “C, donde las operaciones algebrai-
cas se realizan de forma andloga a su contraparte real.
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Consideremos al operador f : “C — “C dado por
(Zo, 21,29, R3, ... ) — (0, 205 %1y R2, -+ - - )

En vista de que f es una funcién inyectiva, tenemos que Ker(f) = {0}
y, como los vectores propios son distintos de 6, el nimero complejo 0
no puede ser un valor propio de f. Ahora, supongamos que A € C\ {0}
Y (2n)new € “C son tales que

(0, 20, 21, 22, - - - ) = A(20, 21, 22, 23, - - - ).

De la ecuacion previa se desprenden las relaciones A\zg = 0y Az,,11 = 2,
siempre que n € w. Por tdltimo, un argumento inductivo muestra que
(Zn)new €s idéntico a 0; en especial, A no es un valor propio de f.

Resta mencionar que el resultado anterior es una senal de que Ny <
dim(“C). De hecho, se puede demostrar que dim(“C) = ¢, pero, como
en el caso de ¢y, no haremos el argumento formal para sustentar esta
igualdad.

Para concluir este trabajo mencionaremos un par de referencias con
distintas perspectivas, con el objetivo de que el lector interesado en
ahondar mas en estos temas tenga alguna idea de por dénde puede em-
pezar. En [4 Cap. 9] se expone, con un enfoque completamente algebrai-
co, la teoria necesaria para estudiar espacios vectoriales de dimensién
infinita en general. Finalmente, a las personas que estan interesadas en
la interaccion entre el dlgebra lineal y el andlisis matematico se les reco-
mienda consultar [5]; en este texto se estudian los espacios vectoriales
de dimensién infinita desde el punto de vista del andlisis funcional.
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