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Resumen
Factores f́ısicos (temperatura, humedad, etc.) y biológicos
(disponibilidad de recursos, comportamientos gregarios, dis-
tribución de alimentos, etc.) influyen en que la distribución es-
pacial de las poblaciones biológicas sea diferente de un hábitat
a otro. En ecoloǵıa, los estudios de distribución y abundancia
de las poblaciones son un problema fundamental. La incor-
poración de la matemática, especialmente en los primeros, es
relativamente reciente. En este art́ıculo hacemos un resumen
de los diferentes enfoques matemáticos que se han usado para
incorporar las componentes espaciales en la dinámica de las
poblaciones y se usa un modelo continuo tipo ecuaciones de
reacción-difusión, para estudiar la dinámica espacio-temporal
a la que da lugar la interacción mutualista de dos poblaciones:
una de plantas y otra de polinizadores. La interacción entre
éstas, la da una respuesta funcional de Holling tipo IV. A ni-
vel individual, se supone que los polinizadores se mueven al
azar, pero a nivel de grupo, el movimiento es dirigido hacia
donde hay mayor densidad de plantas.
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1. Introducción

La heterogeneidad espacial es una de las caracteŕısticas más eviden-
tes del mundo en el que vivimos. En efecto, dependiendo de la altitud
y de la latitud en las que se esté, los microclimas son diferentes; la
humedad relativa, la temperatura media, la precipitación pluvial, los
vientos dominantes y tantos otros factores f́ısicos, biológicos e incluso
sociales, influyen en forma determinante a que la distribución espacial
de los organismos sobre la Tierra, sea esencialmente diferente de un sitio
a otro. Los factores citados, entre otros, modifican de forma sustancial
las condiciones ambientales para la sobrevivencia de muchas especies
que, en casos extremos, han conducido a su extinción; mientras que
otras, han respondido migrando de unos sitios a otros en búsqueda de
ambientes que les sean favorables. También existen movimientos migra-
torios de poblaciones que pudieramos calificar de “naturales”. Ejemplos
de estos son:

1. La larga traveśıa que año con año realiza la mariposa monarca
que, huyendo del crudo invierno canadiense, viene a los bosques
de la parte central y occidente de nuestro páıs.

2. El recorrido de uno de los mamı́feros más grandes del planeta, la
ballena gris, que viene a las costas de Baja California después de
recorrer 10 mil kilómetros para cumplir con su ciclo reproductivo
y llevar a cabo el nacimiento de sus ballenatos, siendo una de
las migraciones más extraordinarias de las cuales tiene noticia la
ciencia internacional.

3. El viaje que emprenden poblaciones de aves como el pato silvestre,
las que también cambian de hábitat durante las distintas épocas
del año.

Este peregrinar de las poblaciones, normalmente se da en forma de
grupos cuyo movimiento —visto como un todo— no es al azar, sino que
exhibe coherencia espacial la cual se manifiesta a través de regularidades
en dichas agrupaciones a lo largo del viaje.

Otro factor muy importante que influye en que la distribución es-
pacial de las poblaciones en el medio en el que viven sea diferente,
es el comportamiento de éstas. El carácter gregario que algunas es-
pecies tienen, es el origen de que se mantengan en grupos: manadas,
cardúmenes, enjambres, parvadas, etc. Con frecuencia, el agruparse
les permite tener mejores estrategias para defenderse de depredadores,
aparearse o simplemente enfrentar condiciones ambientales adversas u
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hostiles. En la figura 1 se muestra el vertiginoso movimiento de un
cardumen de peces al advertir la presencia de depredadores.

Figura 1: Movimiento de cardúmenes como estrategia de defensa.

El agrupamiento de individuos microscópicos, también es un fenó-
meno que ha sido estudiado experimental y teóricamente. La amiba Dic-
tyostelium discoideum exhibe patrones de agregación en forma de espi-
ral, hacia sitios en los que otras amibas emiten una sustancia atrayente
(monofosfato de adenocina ćıclico, cAMP). Las colonias de la bacteria
Bacillus subtilis adoptan morfoloǵıas muy diferentes —incluida la ra-
mificada de tipo fractal— dependiendo de la concentración del agar y
del alimento disponible en la caja de petri donde se realice el cultivo.

Ahora bien, desentrañar los mecanismos espećıficos de comunicación
entre los individuos a fin de que se produzcan las estructuras coheren-
tes mencionadas, ha sido un reto que ha convocado a muchos investi-
gadores. Hoy d́ıa aún no se conocen del todo.

El contenido de los párrafos anteriores es elocuente: Dada una escala
espacial y un hábitat, las poblaciones que en él viven interaccionan entre
ellas y con el medio, lo cual origina distribuciones espaciales de éstas
que, además de no ser homogéneas, cambian con el tiempo.

Más allá de lo vistoso o del asombro que nos puedan causar los
distintos patrones de distribución espacial de las poblaciones, su ob-
servación nos lleva inevitablemente a preguntarnos por los mecanismos
subyacentes que los hacen posible y esto nos traslada a otro escenario:
uno que se aparta de lo narrativo, de lo descriptivo y se interna en lo
explicativo y es en éste en el que la ciencia de las pautas: la matemática,
puede sernos de mucha utilidad.
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La estructura de lo que resta de este art́ıculo es como sigue. En la
sección 2 hacemos una sucinta presentación de los diferentes enfoques
matemáticos que se han introducido para incorporar las variables espa-
ciales en la dinámica de las poblaciones. En la sección 3, a manera de
ejemplo, presentamos los resultados que hemos obtenido en el análisis
—principalmente de tipo numérico— de un modelo de reacción-difusión
que describe la dinámica espacial y temporal de dos poblaciones mu-
tualistas.

2. La matemática en la dinámica espacial

A pesar de su importancia, la inclusión de las variables espaciales en
los modelos matemáticos para describir la dinámica de las poblaciones,
es relativamente reciente. De hecho, dependiendo de la forma espećıfica
como aquéllas se incorporen, se da lugar a una amplia gama de mode-
los matemáticos. Los hay desde los que usan ecuaciones diferenciales
parciales, ecuaciones integro–diferenciales hasta otros que se formulan
en términos de conceptos y marcos teóricos que apenas datan de unas
cuantas décadas. En esta sección haremos un resumen de los diferen-
tes enfoques que se han reportado en la literatura cient́ıfica sobre estos
temas. El lector interesado en profundizar, puede consultar las referen-
cias que aparecen en la bibliograf́ıa.

Empezamos diciendo que hay dos grandes ĺıneas de pensamiento
no necesariamente excluyentes para explicar la formación de grupos
poblacionales. Una, ve este fenómeno como el resultado de conductas
cooperativas complejas (en las que incluyen formas de comunicación tan
diversas como señas, sonidos, movimientos, etc., a cortas distancias) de
los individuos que forman la población, por lo que la formación de
distintos tipos de agrupación son el resultado de un proceso de auto–
organización en dichas poblaciones. Este enfoque ha arrojado resultados
muy interesantes en particular en estudios sobre comunidades de insec-
tos sociales. En [4] se hace una revisión del tema para poblaciones de
vertebrados. La otra ĺınea, fija su atención en la población de conjunto
y trata de formular leyes dinámicas macroscópicas que den cuenta de
la totalidad y para ello establece razonamientos por analoǵıa que más
adelante revisaremos. Advertimos al lector que será éste el enfoque que
aqúı adoptaremos.
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2.1. Modelos discretos

Los modelos discretos, son modelos matemáticos en los que —de
aparecer expĺıcitamente— las variables independientes que representan
el espacio, toman valores discretos. Como veremos, los hay en los que
la componente espacial es impĺıcita. Los modelos discretos que más se
han estudiado son:

1. Parches, islas, metapoblaciones.

2. Autómatas celulares.

3. Mapeos acoplados.

2.1.1. Parches, islas y metapoblaciones

Un hábitat heterogéneo puede ser subdividido en parches los cuales,
atendiendo a ciertos criterios, puedan considerarse homogéneos y cada
uno con su propia dinámica interna. Los parches están acoplados por el
flujo (considerado proporcional a la respectiva diferencia de densidades
poblacionales entre uno y otro) de individuos entre ellos. Siendo aśı,
Simon Levin propuso un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) que da la dinámica de todas las poblaciones en los parches.

La dimensión espacial no es expĺıcita porque la tasa de dispersión
se refiere a la fracción de individuos que se mueven y no a la distancia
que se movieron (véase [9]). Estos modelos se refieren frecuentemente a
“teoŕıa de metapoblaciones”, los cuales han sido aplicados para regular
la población en la conservación de hábitats fragmentados (véase [16]).

El término metapoblación fue acuñado en 1969 por R. Levins para
describir un modelo que da la dinámica poblacional de una peste de in-
sectos en campos agŕıcolas. A partir de entonces, la idea se ha extendido
y aplicado a especies en hábitats artificiales o naturalmente fragmen-
tados. El ecólogo teórico finlandés Ilkka Hanski ha sido quien más ha
contribúıdo e impulsado la teoŕıa de las metapoblaciones (véanse [6] y
[7]).

Una metapoblación consiste de un grupo de poblaciones de la misma
especie separadas espacialmente las cuales interaccionan entre ellas al
mismo nivel.

La idea original de Levins fue la siguiente. Sean N,O(t) y D(t) el
número (fijo) de parches disponibles, los ocupados y los desocupados al
tiempo t, respectivamente. Luego, O(t) +D(t) = N y se prueba que la
proporción p = O/N satisface la ecuación diferencial

ṗ = βp(1− p)− ep, (1)



80 F. Sánchez G., V. Castellanos V., I. Quilantán O. y...

donde el punto sobre p denota la derivada respecto al tiempo t, β y e
son parámetros con la siguiente interpretación: β es la razón de creci-
miento de la población p, y e es la razón de disminución de los parches
desocupados.

A partir de esta idea muy simple, se han hecho elaboraciones que
reunidas, constituyen un enfoque muy importante para la incorporación
de los aspectos espaciales en dinámica de poblaciones. Además de los
trabajos de Hanski, el lector puede recurrir al art́ıculo de Market [10]
para ver más detalles.

2.1.2. Autómatas celulares

Los autómatas celulares (AC) son sistemas dinámicos que evolu-
cionan a tiempos discretos, cuya presentación en forma sistemática se
debe a Wolfram.

El uso de los AC en ecoloǵıa no incorpora de forma directa el mo-
vimiento de los individuos en el espacio sino que lo hace de forma
indirecta, atendiendo a si la celda está ocupada o no.

Los AC más simples consisten en:

Un arreglo unidimensional con un número finito, de celdas o célu-
las.

Un número pequeño, digamos dos, de estados en los que cada
celda puede estar. Por ejemplo, presencia o ausencia.

Una regla de evolución que establece el criterio mediante el cual,
dado un estado inicial (por ejemplo, un renglón formado de ceros
y unos (blancos y negros respectivamente)), se le asigna a cada
celda, el estado en el que estará a la siguiente unidad de tiem-
po o generación. El criterio puede ser fijo o bien cambiar de una
generación a otra y la forma como lo haga puede ser determinis-
ta o al azar. La regla, permite “actualizar” al autómata de una
generación a la siguiente.

La descripción hecha en los puntos anteriores, tiene su representación
en śımbolos matemáticos. Sea xki el estado de la i-ésima celda en la
k-ésima generación. Si éste depende, tanto del estado de ella como
de sus vecinas inmediatas en la generación anterior, entonces el AC
está definido por el sistema dinámico discreto

x
(k)
i = Fi(x

(k−1)
i−1 , x

(k−1)
i , x

(k−1)
i+1 ), (2)
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donde la regla de correspondencia de la función Fi, hace expĺıcita la
regla de evolución la cual debe reflejar las caracteŕısticas dinámicas
subyacentes al sistema bajo estudio. A los AC definidos como en (2),

se les llama de corto alcance o a primeros vecinos. Mientras que si x
(k)
i

depende además, del estado en el que estén las r celdas tanto a su
izquierda como a su derecha, entonces el AC toma la forma

x
(k)
i = Fi(x

(k−1)
i−r , · · · , x(k−1)

i−1 , x
(k−1)
i , x

(k−1)
i+1 ). (3)

Una vez iniciado el autómata celular, después de un número “suficiente-
mente grande” de generaciones, tendremos una colección de renglones,
los cuales —al ser colocados en columna en orden creciente, según el
número de generación que le corresponda— conforman un “paisaje rec-
tangular” que proviene de la unión de las muchas celdas (blancas y
negras). Las caracteŕısticas del paisaje, son fuertemente dependientes
de: la condición inicial y la regla de evolución. La clasificación de los AC
en los que se tienen únicamente dos estados, se hace atendiendo a los
patrones cualitativamente diferentes que se generan después de muchas
generaciones. Para estos autómatas, son cuatro los tipos de patrón, tres
de los cuales tiene su análogo a los que aparecen en sistemas dinámicos
discretos tipo ecuaciones en diferencias.

Hay muchas referencias sobre AC en ecoloǵıa. Se recomienda el tra-
bajo de Molofski [11].

2.1.3. Mapeos acoplados

Los mapeos acoplados son muy usados en dinámica de poblaciones,
algunas veces como una alternativa para modelos individuales espacial-
mente expĺıcitos. La idea de los mapeos acoplados consiste en subdividir
el hábitat en zonas o parches, cada uno con dinámica interna distin-
ta la cual es representada por una función distinta en cada parche; la
interacción de las poblaciones se da a través del movimiento de los in-
dividuos de un parche a otro y su dinámica va cambiando debido a las
funciones mencionadas. En [3] sus autores usan este tipo de enfoque
para analizar un modelo sobre la reproducción del parásito Varroa en
la miel de abeja.

Uno de los oŕıgenes de estos modelos, viene de la discretización del
operador de Laplace en la parte difusiva de ecuaciones de reacción-
difusión (véase la sección 2.2.2). A fin de exponer un caso simple que
permita dejar una idea de lo que son los mapeos acoplados, considérese
una población que vive en un hábitat finito de dimensión uno, diga-
mos el intervalo [a, b] (con a y b positivos) el cual se discretiza por
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los puntos a = x0, x1, · · · , xn = b, donde xi − xi−1 = (b − a)/n ≡ h.
Supóngase que la razón de crecimiento, f , sólo depende de la densidad
poblacional u. Entonces, una forma de aproximar la segunda derivada
parcial, ∂2u/∂x2, en el punto (xi, t), es

∂2u

∂x2
(xi, t) ≈

u((i+ 1)h, t)− 2u(ih, t) + u((i− 1)h, t)

h2
,

la cual, al simplificar la notación, se escribe como

∂2u

∂x2
(xi, t) ≈

ui+1,t − 2ui,t + ui−1,t

h2
.

En tales condiciones, la ecuación diferencial parcial (EDP)

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ f(u), (4)

toma la forma aproximada —en (xi, t)—

dui,t
dt

= D

[
ui+1,t − 2ui,t + ui−1,t

h2

]
+ f(ui,t).

A su vez, si uno discretiza el intervalo temporal [0, T ] —en el que toma
valores t— por los puntos 0, t1, t2, · · · , tm, donde tj+1 − tj = T/m = k,
la derivada parcial ∂u/∂t evaluada en (xi, tj) se aproxima aśı

∂u

∂t
(xi, tj) ≈

u(xi, tj+1)− u(xi, tj)

k
=
ui,j+1 − ui,j

k
.

Con estas dos aproximaciones, tenemos una aproximación —punto a
punto— para la EDP (4), dada por el mapeo discreto,

ui,j+1 = ui,j + r(ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j) + kh2f(ui,j), (5)

donde r = kD/h2. El lector advertirá que si se usan otras aproxima-
ciones para las derivadas parciales ut y uxx, se obtendrán otros mapeos.
Claramente, esta idea puede extenderse a fin de considerar hábitats de
dimensión dos.

2.2. Modelos continuos

En este enfoque, las variables independientes (espacio y tiempo)
de las que dependen las densidades poblacionales toman valores con-
tinuos. Los modelos más comunes aqúı se formulan en términos de
ecuaciones diferenciales parciales (EDP’s). Enseguida deduciremos las
EDP’s básicas que se han propuesto para describir el movimiento de
poblaciones en un medio. La deducción puede hacerse de dos formas:
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1. Caminatas aleatorias.

2. Analoǵıa con el medio continuo.

Ahora presentaremos de forma esquemática los puntos clave de cada
uno de estos enfoques.

2.2.1. Analoǵıa con el medio continuo

La hipótesis subyacente al hacer uso de este enfoque para deducir
modelos y pensar en su eventual uso para la dinámica espacial de pobla-
ciones es suponer, a grosso modo, que su movimiento pueda pensarse
como si se tratase de un fluido en movimiento. Esto, a ciertas escalas
espaciales—como las del sistema mismo o desde la que éste se estudie—
no es una hipótesis descabellada.

Consideremos un hábitat de dimensión dos que denotaremos por Ω.
De momento centramos nuestra atención en la parte puramente difusiva
para una sola población. Sea u(~r, t) la densidad poblacional en el punto
~r = (x, y) al tiempo t. Luego∫

Ω

u(~r, t)dxdy,

es la población total al tiempo t en la región Ω, por lo que

d

dt

∫
Ω

u(~r, t)dxdy,

es la velocidad instantánea con la que cambia la población total. Este
cambio se debe exclusivamente al flujo a través de la frontera de Ω. Por
lo que si denotamos por ~J = (J1, J2) al flujo en el punto ~r de la frontera,
∂Ω, de Ω y ~n al vector normal exterior en dicho punto, entonces∫

Ω

∂u

∂t
(~r, t)dxdy = −

∫
∂Ω

~J · ~nds, (6)

donde el signo “−” que aparece del lado derecho, hace expĺıcita una
convención: si el ángulo entre ~J y ~n es menor a π/2, el producto es-

calar ~J · ~n es positivo y entonces el término de la derecha es negativo,
hecho que se interpreta como que el flujo es hacia afuera; mientras si el
ángulo entre ~J y ~n es mayor que π/2 entonces dicho producto escalar
es negativo y en ese caso, el término de la derecha es positivo lo que
significa que el flujo es hacia adentro de la región Ω.

Al usar el Teorema de Gauss, la igualdad (6) se transforma en
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∫
Ω

{
∂u

∂t
(~r, t)−∇ · ~J

}
dxdy = 0,

donde ∇· ~J = ∂J1/∂x+∂J2/∂y, es la divergencia de ~J . Como se quiere
que la igualdad anterior sea válida para toda región Ω, esto se garantiza
imponiendo la condición

∂u

∂t
(~r, t) = ∇ · ~J, (7)

a la que llamaremos ecuación de continuidad o ley de conservación.
Notemos que, dependiendo de la forma anaĺıtica que tenga el flujo ~J , se
puede dar origen a las más variadas leyes de difusión, incluidas aquellas
en las que la difusión depende de la densidad. La más simple se basa
en la llamada ley de Fick, según la cual:

“el flujo de una sustancia en el punto ~r al tiempo t, es
directamente proporcional a menos el gradiente de la con-
centración de la sustancia en dicho punto en ese instante.”

La cita anterior, interpretada en términos del flujo poblacional, pue-
de escribirse matemáticamente aśı

~J(~r, t) = −D∇u(~r, t), (8)

donde D > 0 es la difusión y ∇u = (∂u/∂x, ∂u/∂y).
Si sustituimos (8) en (7) se llega a que el fenómeno estrictamente

difusivo está regido por la ley

∂u

∂t
= D∇ · (∇u) = D∇2u, (9)

donde ∇2u denota el operador laplaciano de la densidad poblacional u
que, en coordenadas cartesianas es

∇2u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
.

A la igualdad (9) le llamaremos ecuación de difusión. Si, aunado al
proceso difusivo también se tiene procesos de nacimiento y muerte que
sean dependientes de la densidad poblacional u, entonces damos lugar
a la ecuación de reacción-difusión:

∂u

∂t
= D∇2u+ f(u), ∀ (~r, t) ∈ Ω×R+, (10)
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donde f es la tasa neta de cambio de la población.
El problema matemático por estudiar lo completan las condiciones

iniciales y de frontera, las cuales nos dan información sobre la distribu-
ción de la población en Ω al tiempo t = 0 y la interacción de ésta en la
frontera de Ω para todo tiempo t, respectivamente.

Si en vez de ser sólo una población, fuesen n > 1 las que, además de
interaccionar entre ellas, se distribuyeran en el hábitat siguiendo cada
una la ley de Fick, entonces la formulación matemática nos conduciŕıa
a un sistema de n EDP’s de tipo reacción-difusión.

2.2.2. Caminatas aleatorias

Fue el ecólogo matemático J.G. Skellam quien en 1951, introdujo
este enfoque en el contexto ecológico (véase [17]); mientras que el tam-
bién ecólogo matemático Akira Okubo, profundizó y extendió tanto
este enfoque, como el de los medios continuos en ecoloǵıa. Dos de los
trabajos clásicos de este autor que merecen ser léıdos son [12] y [13].

Para visualizar la esencia de este enfoque, basta considerar un medio
de dimensión uno. El primer paso es discretizar el espacio por un conjun-
to de puntos equidistantes (la distancia entre ellos es λ); posteriormente,
se hace lo propio con el tiempo considerando periodos de duración τ .

Sea p(x, t) la probabilidad de que una part́ıcula que inició su movi-
miento en x0 = 0 al tiempo t = 0, se encuentre en el punto x al tiempo
t. Partiendo de premisas sencillas, aqúı se obtendrá una ley dinámica
que indica cómo cambia p al variar x y t. Respecto al movimiento de
la part́ıcula (que no se “muere” ni se “reproduce”) supondremos que:

1. sólo puede estar en los puntos en los que hemos discretizado la
recta real,

2. sólo da pasos de longitud λ y le lleva τ unidades de tiempo en
dar cada uno,

3. transcurrida una unidad de tiempo, no puede quedarse en el mis-
mo sitio en el que está3: Debe moverse a su izquierda o a su
derecha. Sean R y L (supuestas constantes) la probabilidad de
moverse a la derecha y a la izquierda, respectivamente.

Claramente, los sucesos: “moverse hacia el punto situado a su izquier-
da” y “moverse al punto situado a su derecha”, además de ser mutua-
mente excluyentes, constituyen un juego completo de sucesos, por lo que

3Esta suposición puede suprimirse sin que la metodoloǵıa que aqúı se expone,
sufra cambios mayores. Se llega, eso śı, a una ecuación un poco más general.
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se cumple la igualdad L + R = 1. Ahora, notemos que el suceso: S ≡
“la part́ıcula se encuentra en el punto x al tiempo t” ocurre, si ocurren
cualesquiera de los sucesos S1 o S2 es decir, S = S1 + S2, donde

S1 ≡ “la part́ıcula se encontraba en el punto x− λ al tiempo t− τ y se
movió a la derecha a la siguiente unidad de tiempo”. Y

S2 ≡ “la part́ıcula se encontraba en el punto x+ λ al tiempo t− τ y se
movió a la izquierda a la siguiente unidad de tiempo”.

De la definición de los sucesos S1 y S2, resulta que cada uno se des-
compone como la ocurrencia de dos sucesos independientes. Por ejem-
plo, el suceso S1 se da, siempre que ocurran los sucesos: “la part́ıcula
se encontraba en x+λ en el tiempo t− τ” y “la part́ıcula se movió a la
izquierda a la siguiente unidad de tiempo”. La descomposición para S2

es análoga. Luego, al usar el teorema del producto de probabilidades
tenemos

Pr(S1) = p(x− λ, t− τ)R y Pr(S2) = p(x+ λ, t− τ)L,

y como S = S1 + S2, entonces

Pr(S) = p(x, t) = Pr(S1) + Pr(S2)
= p(x− λ, t− τ)R + p(x+ λ, t− τ)L.

(11)

Supóngase que la probabilidad p es “suficientemente suave” con respec-
to a las variables x y t como para que las probabilidades p(x−λ, t− τ)
y p(x + λ, t − τ) se puedan expresar en términos de sus respectivos
desarrollos en serie de Taylor alrededor del punto (x, t). Al sustituirlos
en (11), escribir p en donde antes aparećıa p(x, t) para simplificar la
notación y agrupar convenientemente, se llega a

p = (L+R)p− (R−L)
∂p

∂x
λ− (L+R)

∂p

∂t
τ + (L+R)

λ2

2

∂2p

∂x2
+ · · · (12)

Si aqúı usamos que L + R = 1 y definimos β = R − L (la desviación
del movimiento), entonces la igualdad anterior se reduce a

τ
∂p

∂t
= −βλ∂p

∂x
+
λ2

2

∂2p

∂x2
+ · · · (13)

El siguiente paso, considerado central en este enfoque, es el de la aproxi-
mación difusiva, el cual consiste en:
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calcular el ĺımite de ambos lados de la igualdad anterior cuando
τ y λ tienden a cero4,

suponer que los ĺımites

ĺım
τ,λ→0

βλ

τ
y ĺım

τ,λ→0

λ2

2τ
,

son finitos,

suponer que los términos de orden superior en τ y en λ se van a
cero más rápidamente que la forma como lo hacen τ y λ. En ese
caso, dichos términos contribuyen poco frente a los lineales y al
cuadrático en λ.

Introduzcamos la notación

v = ĺım
τ,λ→0

βλ

τ
y D = ĺım

τ,λ→0

λ2

2τ
,

y, por el último punto de los tres anteriores, tenemos que se puede
prescindir de los términos de orden superior en (13). Por tanto, llega-
mos a que la ecuación que da la dinámica espacio temporal para la
probabilidad p es:

∂p

∂t
= −v ∂p

∂x
+D

∂2p

∂x2
, (14)

donde cada término que aparece del lado derecho, tiene una importante
interpretación. Veamos. Si suponemos un medio homogéneo5 lo cual
equivale a decir que L = R = 1/2, entonces la desviación β vale cero y
la ecuación anterior, se reduce a la ecuación de difusión:

∂p

∂t
= D

∂2p

∂x2
. (15)

El lector habrá advertido que si L 6= R 6= 1/2, entonces β 6= 0. De
hecho, este parámetro da cuenta de la probabilidad de hacia dónde se

4El lector notará que al hacer tender τ y λ a cero, en realidad lo que se está ha-
ciendo es suponer que, ambos, tanto el tiempo como el espacio, sean continuos y no
discretos como se supone al inicio.

5El lector no debe confundirse con la interpretación microscópica que tiene la
condición L = R = 1/2, con lo que ocurre a nivel macroscópico. En efecto, si
L = R = 1/2 eso significa que es igualmente probable que la part́ıcula se mueva a la
izquierda o a la derecha (no hay preferencia: ah́ı está la homogeneidad espacial). Sin
embargo, cuando se considera un número grande de part́ıculas, a nivel macroscópico
śı hay una direccionalidad en el movimiento como un todo.
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mueve la part́ıcula. Pues por ejemplo, si β > 0, L > R significa que se
habrá movido hacia la izquierda. Ahora, al pasar al ĺımite τ, λ→ 0, el
parámetro que recoge la información de β es v (cuyas unidades son de
velocidad) y, dependiendo de su signo, el término v(−∂p/∂x) tiene la
siguiente interpretación: Si v > 0 le “ayuda” a −∂p/∂x; mientras que
si v < 0 la velocidad v actúa en contra de −∂p/∂x. v es la velocidad
de empuje o arrastre adicional en una dirección fija. Por esta razón, al
término −v∂p/∂x se le conoce como término de deriva o advectivo.

Usando razonamientos análogos a los desarrollados anteriormente,
se deduce la versión bidimensional de la ecuación (14). Ésta es

∂p

∂t
= −~v · ∇p+D∇ · ∇p,

o bien

∂p

∂t
= −

(
v1
∂p

∂x
+ v2

∂p

∂y

)
+D

(
∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2

)
.

2.2.3. Otras difusiones

Queremos llamar la atención sobre las potencialidades que tiene el
enfoque de caminatas aleatorias para la modelación de distintos pro-
cesos de difusión. Por ejemplo, uno podŕıa incorporar caracteŕısticas
del medio que fuesen espacialmente dependientes; factores como la dis-
tribución de una sustancia atrayente6 (o repelente) cuya concentración
variara con x. El efecto sobre las probabilidades L y R seŕıa que éstas
dejaŕıan de ser constantes. De hecho, dependeŕıan de la variable x y,
en ese caso, la ecuación puramente difusiva tomaŕıa la forma:

∂p

∂t
=

∂

∂x

[
D(x)

∂p

∂x
± pD′(x)

]
, (16)

donde los signos ± operan como sigue: + cuando el movimiento lo
determina una fuerza repulsiva en el punto de partida y − cuando el
movimiento es inducido por una atracción en el punto final.

Dándole una interpretación ecológica el enfoque anterior también se
ha usado para deducir ecuaciones en las que el coeficiente de difusión
es dependiente de la densidad poblacional7. Expresada en términos de
densidad poblacional u, la ecuación puramente difusiva se escribe aśı:

6Usando el enfoque de caminatas aleatorias, Skellam [18], introdujo el concepto
de fuerzas atrayentes (repelentes) para deducir una ecuación de difusión en la que
el movimiento de los individuos lo determinan precisamente esas fuerzas.

7T́ıpicamente D(u) = um con m > 1. Véase [7] p. 238 y ss.
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∂u

∂t
=

∂

∂x

[
D(u)

∂u

∂x

]
.

Ésta capturaŕıa el hecho de que hay especies en las que los individuos
que las forman, deciden sus movimientos en el hábitat, en términos de la
densidad poblacional local. Se ha encontrado, que pequeños roedores y
algunas variedades de ardillas, se alejan de sitios en los que la densidad
poblacional de sus conespećıficos es alta. Esta conducta suele, a su vez,
ser un mecanismo regulatorio de la dinámica de esas poblaciones. En
[15] se hace una revisión de estos modelos para una población.

El efecto temporal en la dispersión de algunos individuos, está docu-
mentado en la literatura y factores como: el d́ıa y la noche, los cambios
estacionales a lo largo del año, la edad, etc., influyen en el movimiento
de aquéllos. Desde el punto de vista de la modelación, la incorporación
de la variabilidad temporal en la dispersión, conduce a ecuaciones cuyo
coeficiente de difusión depende del tiempo t.

3. Dinámica de un modelo para

polinizador-planta

A diferencia de las interacciones de depredación o de competencia,
para las cuales hay abundantes estudios teóricos, las relaciones mutua-
listas no han corrido con la misma suerte, esto a pesar de que se acepta
su ubicuidad en la naturaleza. El resultado demográfico de una relación
mutualista es que cada una de las respectivas tasas netas de cambio de
las poblaciones, es mayor si hay interacción que si no la hay. Atendien-
do a distintos criterios como el tipo de beneficios recibidos, el grado de
especificidad o el nivel de dependencia de la interacción, las relaciones
mutualistas suelen clasificarse. Por ejemplo, con respecto al último cri-
terio el mutualismo puede ser obligado o facultativo (véase [19]). Una
excelente revisión de los trabajos sobre mutualismo es el libro editado
por Boucher [2].

Uno de los trabajos pioneros en los que se dedujo y estudió parte
de la dinámica temporal de un modelo para polinizador-planta con
respuesta funcional de Holling de tipo II, fue el escrito por Soberón y
Mart́ınez del Rı́o (véase [19]). Un análisis más detallado de este modelo
se encuentra en la primera parte del trabajo de Jang [8]. La introducción
de una respuesta funcional de tipo IV en estos modelos es relativamente
reciente.
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3.1. Las premisas y el modelo

El modelo matemático que se estudia en esta sección, se basa en las
siguientes premisas:

El polinizador, aunque se alimenta del néctar de las plantas, tam-
bién tiene otra fuente de recursos los cuales son limitados. Esto
significa que la población de polinizadores, aunque la interacción
con las plantas les es benéfica, no es vital para ellos.

Las plantas son polinizadas exclusivamente por esta población de
polinizadores. Esto nos indica que la población de plantas es alta-
mente especializada por lo que la interacción con los polinizadores
no sólo la beneficia sino que le es vital.

La interacción polinizador-planta la describe la respuesta fun-
cional de Holling de tipo IV. El significado de ésta es el siguiente.
La razón de visitas de polinizadores a plantas, por unidad de poli-
nizador, crece a bajas densidades de la población de plantas hasta
alzanzar su máximo, después del cual, disminuye. Ésto correspon-
de a una situación en la que los polinizadores llegan a un estado
de saciedad tal que inmediatamente después la razón de consumo
de néctar por unidad de polinizador, decrece.

A nivel individual, los polinizadores se mueven al azar lo cual,
como se explicó anteriormente, significa que el flujo se da en di-
rección de menos el gradiente de la densidad poblacional.

Sean u(x, y, t) y v(x, y, t) la densidad poblacional de los polinizado-
res y de la planta en la posición (x, y) del hábitat (cuya forma se supon-
drá es rectangular) al tiempo t, respectivamente. El modelo matemático
que incorpora las premisas listadas anteriormente y que por tanto, da
la dinámica espacio-temporal de una interacción polinizador-planta es
el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

∂u

∂t
= D1∇2u+ bu(K − u) +

k2σµ
2uve−cv

1 + σφµ2v
∂v

∂t
=

k1σµuve
−cv

1 + σφµ2v
− γv,

(17)

donde todos los parámetros que aparecen aqúı, además de ser positivos,
tienen una importante interpretación ecológica: b es la tasa intŕınseca
de crecimiento del polinizador, k1 es el número de óvulos fertilizados
por cada visita de un polinizador a una planta, k2 es una constan-
te energética, σ es la probabilidad de encuentros, µ es la recompensa



Matemáticas en la distribución espacial ... 91

energética, φ es la velocidad de extracción del néctar, γ es la tasa de
mortalidad de la planta y K es la capacidad de carga del medio. En
[8] se dan más detalles sobre la interpretación de los parámetros. La
función

k2σµ
2uve−cv

1 + φσµ2v
,

al ser dividida entre u, captura las propiedades cualitativas que carac-
terizan a la respuesta funcional de Holling tipo IV. Aunado al sistema
de reacción-difusión (17), debemos agregar las condiciones iniciales y
de frontera que completan el problema matemático por estudiar. Para
ello, primero definamos la región (el hábitat) en la que estamos intere-
sados. Ésta es: R = {(x, y)|0 < x < a, 0 < y < b}, donde a y b son dos
números positivos. Las condiciones iniciales son

u(x, y, 0) = u0(x, y) y v(x, y, 0) = v0(x, y)∀ (x, y) ∈ R (18)

y las de frontera son de tipo Neumann homogéneas, es decir

∇u · ~n = 0 y ∇v · ~n = 0 ∀ (x, y) ∈ ∂R y ∀ t > 0, (19)

donde ~n es el vector normal exterior a la frontera, ∂R, del rectángulo
R.

3.2. La dinámica temporal

Las simulaciones numéricas del problema modelado por el sistema
(17) y las condiciones iniciales (18) y (19) que aqúı presentamos, toman
como punto de partida la dinámica temporal del sistema (17), es decir,
cuando no se considera difusión, en cuyo caso la primera ecuación de
(17) queda sin el término difusivo, formando el siguiente sistema

du

dt
= bu(K − u) +

k2σµ
2uve−cv

1 + σφµ2v
= uF (u, v),

dv

dt
=
k1σµuve

−cv

1 + σφµ2v
− γv = vG(u, v).

(20)

Los equilibrios de (20) se determinan encontrando los puntos de
intersección de los ceroclinas uF (u, v) = 0 y vG(u, v) = 0. De éstas
se tiene que, cualquiera que sea el valor de los parámetros, los puntos
E0 = (0, 0) y EK = (K, 0) son estados de equilibrio del sistema (20);
mientras que dependiendo del valor de aquéllos, cabe la posibilidad de
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que exista un tercer punto de equilibrio en el primer cuadrante del plano
fase, R2

+, el cual proviene de la intersección de las curvas de nivel nulas
F = 0 y G = 0. De hecho:

1. Hay exactamente una intersección, (u∗, v∗), en R2
+ si K >

γ

k1µσ
.

2. Si K =
γ

k1µσ
la intersección se da en (K, 0), no surge un equilibrio

no trivial.

3. No hay intersección si K <
γ

k1µσ
y entonces los únicos equilibrios

que existen en la región de interés son (0, 0) y (K, 0).

En la figura 2 se ve el comportamiento de las ceroclinas correspon-
dientes a cada uno de los casos anteriores. En ésta, fijamos la ceroclina
horizontal y dibujamos tres ceroclinas verticales correspondientes a di-
ferentes valores de los parámetros.

Figura 2: Posición relativa de las ceroclinas de (20) para diferentes
valores de los parámetros: el trazo continuo corresponde a la ceroclina
del polinizador y el trazo punteado a la ceroclina de la planta.

Excepto en puntos de equilibrio no hiperbólicos, la dinámica local
del sistema (20) se obtiene a partir del sistema lineal que lo aproxima
alrededor de cada punto de equilibrio. A su vez, el sistema lineal lo
define la matriz de Jacobi, J(u, v), del campo vectorial definido por el
sistema (20) evaluada en cada equilibrio. En este caso, para todo punto,
(u, v), J es

J(u, v) =

 b(K − 2u) +
a3ve

−cv

1 + a2v
−a3ue

−cv(ca2v
2 + cv − 1)

(1 + a2v)2

a1ve
−cv

1 + a2v
−a1ue

−cv(ca2v
2 + cv − 1)

(1 + a2v)2
− γ

 ,



Matemáticas en la distribución espacial ... 93

donde a1 = k1σµ, a2 = σφµ2 y a3 = k2σµ
2. Al evaluar J(u, v) en E0 y

EK tenemos

J(E0) =

(
bK 0
0 −γ

)
y J(EK) =

(
−bK a3K

0 a1K − γ

)
,

respectivamente. De éstas, al usar los criterios de teoŕıa cualitativa de
sistemas de EDO planos (véase [5]), se concluye que:

E0 es punto silla para todo valor positivo de los parámetros b,K
y γ.

EK es punto silla cuando K >
γ

k1σµ
y es nodo asintóticamente

estable localmente cuando K <
γ

k1σµ
.

Si K =
γ

k1σµ
entonces detJ(EK) = 0, y por lo que EK es

no hiperbólico. Aqúı —según el teorema de Hartman-Grobman
(véase [1])— la dinámica local del sistema no lineal, no la da la
dinámica del sistema lineal que lo aproxima. En este caso, EK es
nodo-silla: la región silla está en el cuarto cuadrante y la de tipo
nodo asintóticamente estable, en el primero.

Ahora bien, la dinámica global del sistema (20) es decir, en regiones
“grandes” del plano fase que son de interés, hay que verla en dos casos:

Caso 1. Cuando EK es el único punto de equilibrio diferente al trivial.
En este caso EK es atractor de todas las trayectorias de (20) que em-
piecen en el primer cuadrante, por lo que las poblaciones no coexisten:
la población de plantas se extingue; mientras que la de polinizadores
tiende a la capacidad de carga K cuando t→∞,

Caso 2. Cuando además de EK (que es punto silla), existe otro pun-
to de equilibrio en R2

+ el cual atrae a toda trayectoria que inicie en
cualquier condición inicial contenida en el primer cuadrante positivo.
En particular, una rama de la variedad inestable, W u(EK), de (20) en
EK , es trayectoria heterocĺınica que conecta a éste con (u∗, v∗). Aqúı,
ambas poblaciones coexisten a través de un atractor global, por lo que
una recompensa energética µ suficientemente grande, puede ser un fac-
tor de estabilidad para el sistema sin difusión.

La figura 3 muestra la dinámica del sistema (20) en la región con
sentido interpretativo. En ella, se usaron los valores de los parámetros:
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b = 1, k1 = 1, k2 = 1, σ = 2, µ = 0.9, φ = 1, γ = 2, c = 0.5 ; en 3a)
K = 0.5; en 3b)K = 1.111; mientras que en 3c) K = 2. Numéricamente
se estima el equilibrio (u∗, v∗) como u∗ = 2.3306 y v∗ = 0.42803.
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Figura 3: Retratos fase del sistema (20) para diferentes valores de los
parámetros según se especifica en el texto: A) y B) muestran la extinción
eventual de las plantas, mientas que C) indica la persistencia de ambas
poblaciones.

3.3. La dinámica espacio-temporal

El estudio numérico que se presenta en seguida, parte de observar
de que si (u∗, v∗) es un punto de equilibrio del sistema (20), entonces
la pareja de funciones (ũ(x, y, t), ṽ(x, y, t)) ≡ (u∗, v∗) es una solución
estacionaria (no cambia con el tiempo) y homogénea (no cambia de
punto a punto del hábitat) del sistema de reacción-difusión (17). Aho-
ra, si la condición inicial es el estado (ũ(x, y, t), ṽ(x, y, t)), ésta será la
solución del problema para todo tiempo, por lo que ella por śı mis-
ma, no es importante. Del universo de posibles condiciones iniciales,
nos restringiremos a aquéllas que son perturbaciones espaciales a las
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distribuciones homogéneas y estacionarias asociadas a algunos puntos
de equilibrio de (20) cuya existencia y naturaleza fue resumida en la
subsección anterior.

Aśı, consideramos las condiciones iniciales

u(x, y, 0) = U(1 + 0.1 sen(2y))
v(x, y, 0) = W (1 + 0.1 cos(2x)),

(21)

donde (U,W ) sucesivamente tomará la forma de los equilibrios diferen-
tes al trivial del sistema (20). Estamos interesados en averiguar cuál
es el efecto que producen estas condiciones iniciales, en la dinámica
espacio-temporal del sistema (17) junto con las condiciones de fron-
tera (19). Esto lo haremos numéricamente, para lo cual usaremos el
programa FlexPDE. Mediante este software se resuelven las EDP que
figuran en (17) usando el método de elemento finito, discretizando la
región R por medio de una malla triangular que se va actualizando de
iteración en iteración, atendiendo a los cambios en las variables u y v,
como sigue: la malla es fina, si las variaciones son grandes y se vuelve
burda si los cambios en u y v son pequeños.

El programa FlexPDE muestra el resultado de las simulaciones de
dos formas equivalentes. Superfice de nivel y la gráfica de la superfi-
cie de densidades poblacionales en el dominio R. Usa una escala de
colores para distinguir las diferentes densidades: las regiones en color
rojo indican altas densidades de población y las de color púrpura, ba-
jas densidades pasando —en valores decrecientes— por verde (intenso
y claro), azul cielo, azul marino y finalmente el púrpura.

Nuestros resultados los reportamos en páneles de figuras que con-
tienen dos filas de imágenes. La primera contiene la curva de nivel de
la superficie y la gráfica de la densidad poblacional de polinizadores,
aśı como el rango de valores numéricos en los que se encuentra dicha
población. En la segunda se muestra lo propio para la densidad pobla-
cional de plantas.

Las figuras 4, 5 y 6 muestran la distribución espacial de las pobla-
ciones de polinizadores y plantas a diferentes tiempos, cuando se toman
las condiciones iniciales (21) con (U,W ) = (K, 0). Como puede verse, la
solución del problema (17), con condiciones iniciales y de frontera (21)
y (19) respectivamente, tiende a la solución estacionaria y homogénea
(ũ(x, y, t), ṽ(x, y, t)) ≡ (K, 0) a medida que el tiempo avanza y, trans-
currido un tiempo “suficientemente grande” se estabiliza en EK . Por lo
que la población de polinizadores se estabiliza en su capacidad de carga
K; mientras que la de plantas se extingue eventualmente, es decir, el
efecto de la difusión no destruye el carácter estable del estado EK en
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la región de interés ecológico.
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Figura 4: Densidades poblacionales iniciales (t = 0) para D = 3. En la
primera fila aparece la distribución de polinizadores en dos versiones:
las curvas de nivel (izquierda) y la superficie (centro). En la segunda
fila se muestra lo correspondiente para la población de plantas. En la
parte derecha la gama de valores para cada una de las poblaciones.
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Figura 5: Densidades de población al tiempo t = 2.7876 para D = 3.
Aqúı usamos la misma nomenclatura de la figura 4.
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Figura 6: Densidades poblacionales en t = 171.74 para D = 3.
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Si ahora se consideran las condiciones iniciales (21) con (U,W ) =
(u∗, v∗) es decir, condiciones iniciales correspondientes a una pertur-
bación del estado estacionario y homogéneo (u∗, v∗), se obtienen —a
diferentes tiempos— las distribuciones espaciales de polinizadores y de
plantas que se ven en las figuras 7, 8 y 9. En éstas, se constata de nue-
va cuenta el comportamiento cualitativo observado en las simulaciones
realizadas en el caso anterior: la solución del problema tiende hacia la
solución estacionaria y homogénea (ũ(x, y, t), ṽ(x, y, t)) = (u∗, v∗) cuan-
do el tiempo de corrida aumenta.
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Figura 7: Densidades poblacionales en t = 0 para D = 5.

Las simulaciones numéricas obtenidas, junto con un número “razo-
nable” de ellas (que ya no se reportan aqúı pero que śı fueron realiza-
das), correspondientes a un rango de valores del coeficiente de difusión
D que va de 0.4 a 5, son elementos (no una demostración) que nos
sugieren —por lo menos en ese rango de variación de D— un compor-
tamiento que enunciamos aśı: las densidades poblacionales de poliniza-
dores y de plantas descritas por el sistema (17), sujetas a las condiciones
iniciales y de frontera (21) y (19) respectivamente, se estabilizan en las
respectivas distribuciones estacionarias y homogéneas que provienen de
los correspondientes puntos de equilibrio del sistema (20), lo cual sig-
nifica que el efecto de la difusión no destruye la estabilidad predicha en
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Figura 8: Densidades poblacionales en t = 0.5072 para D = 5.
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Figura 9: Densidades poblacionales en t = 71.331 para D = 5.
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la dinámica temporal. Enunciada como conjetura, nos parece que esta
es una conclusión importante del presente trabajo.

Para terminar, debemos decir que actualmente se están realizando
estudios ([14] y [20]) de sistemas que describen la dinámica espacio-
temporal de tres poblaciones: dos mutualistas y una depredadora de una
de éstas. El sistema es de tipo polinizador-planta-herb́ıvoro en el que la
interacción para la primera pareja de poblaciones la dicta la respuesta
funcional de Holling de tipo II; mientras que la interacción planta-
herb́ıvoro la da una respuesta funcional de tipo IV. Los polinizadores y
los herb́ıvoros se dispersan por el hábitat siguiendo un flujo tipo Fick
y los primeros son además, impulsados por un factor advectivo.
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