50

LA ECUACION DE HAMILTON- JACOBI BELLMAN
Y ALGUNAS APLICACIONES.

Por

DIEGO BRICIO HERNANDEZ #

Se presenta la Programacidn Dindmica (PD), aplicada a la resolu-
cidn de problemas de optimizacién en Teorfa de Control. Se trabaja a
tiempo contfnuo y se consideran problemas deterministicos y no. E1 for-
malismo de 1a PD conduce a la ecuacién en derivadas parciales conocida
como de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)}, satisfecha por la funcidn de cos=-
to Sptimo para condiciones iniciales variables. Esta ecuacidn esno li-
neal, hiperb8lica de p;imer orden en el caso deterministico y parabdlica

de segundo orden en el no deterministico.

Los diferentes conceptos instroducidos se motivan en dos dreas de
aplicacibn de gran interés en nuestro medio y en las que se requiere to-
mar decisiones en forma racional: a) irrigacién de cultivos en tiempo de
secas y b) administracién del agua de una presa. Se formulan sendos mode-
los matemdticos con el fin de disedar las politicas réqueridas y, final-
mente, se resuelven las correspondientes ecuaciones de HJB para obtener

las polfticas Sptimas requeridas. -

** Universidad Autdnoma Metropolitana



1. DOS PROBLEMAS DE CONTROL.

En [7] hemos construido un modelo matemftico para -la _varlacién tem-
poral del contenido de humedad de una planta, que relaciona esta varia-
ble con la humedad atmosférica y la del suelo. Dicho modelo supone una
variacién aleatoria de‘.la humedad atmosférica en torno a un valor prome-
dio y supone ademds que la humedad del suelo se origina exclusivamente
por la irrigacidn. Por ambas consideraciones, es de esperarse que el mo=-
dslo en cuestidn sea aplicable exclusivamente a cultivos en zonas &ridas,
somo las que tanto abundan en el norte de México. Brevemente, su ingre-~

dlente b&sico es la ecuacibn diferencial estocsstica
dx, = (-ox, + Bu, + §)dt + odB, 1)

En esta ecuacié:m, X Yy u son procesos estocisticos, que representan
Ia variacién temporal de la humedad de Ta planta y 1a humedad del suelo,
respectivamente, ambas debidamente normalizadas. E! proceso B no es
otro que el movimientd brownlano estindar unidimensional, en tanto que
a, B, 8§ y o son constantes positivas conocidas. A reserva de consultar
las varias hipStesis subyacentes a ese modelo en la referencia [7], di~
remos que la ecuacién (1)} supone que las fluctuaciones aleatorias de la
humedad atmosférica pueden representarse como un ruido blanco gaussiano

y el movimiento browniano resulta precisamente de dicha suposicién.

Por otro lado, sobre este modelo se plantea el problema de elegir
el nivel Sptimo de humedad en el suelo en cads instante, es decir, u.

Para ello se define un Indice

I
Hu):= € [ (0 + puldt (2)
0
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para cuantificar la bondad de un tal control u, de tal manera que un
control u ser§ Sptimo si minimiza J sobre todos los otros controles que
compiten y que constituyen una familia U. En otras palabras, un control
Sptimo queda caracterizado por la condicidn
J(u*) = inf J(u) (3)
uel

En dicho ejemplo, la clase de los controles admisibles U estd cons~

titulda por todos aguellos que pueden darse en la forma de una POLITICA:

se requiere que
u, = o(t, x,) (%)
donde ¢ es una funcidn Borel medible de sus argumentos.

En otros trabajos nos hemos referido ai problema de disefiar estra-
tegias de control para una presa, encaminadas a tomar decisiones en cuan-
to al caudal de agua a desalojar en cada momento. Aqui el modelo matema-
tico es aln mas slmple y su ingrediente bisico es la ecuacidn diferencial

ordinaria

it =X, T Uy (5)

En esta ecuacién, z, es el volumen de agua en la presa’ en el instante t.
Por otro lado, X, ¥ u, son los caudales de_ingreso a y salida de la presa,

respectivamente, ambos en el instante t.

£s razonable pensar que el caudal del rio que alimenta a2 la presa
no sea facilmente predecible y de hecho suele ser bastante erratico. Por

otro lado, es razonable también que si haya un cierto grado de dependen-
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cia entre los caudales que acarrea el rio en instantes cercanos; de he-
cho, es dable esperar variaciones estacionales mds o menos periddicas.

Por lo tanto, parece sensato proponer un modelo del tipo de

LR z 2
= +
X, vuix, =0 b OEt

para el caudal que ingresa al embalse. Aqui, w es la frecuencia con que
se suceden las estaciones de aguas y de secas, b es el caudal promedio
a lo targo del afio y £-es un ruido blanco gaussiano estdndar. Procedien-
do de la manera usual, definimos la nueva variable de estado y:s x, con
lo que el modelo pard las avenidas del rfo puede darse en la forma del

-

sistema
N - -2l -
dx, = ydt dy, = w?(b xt)dt + 0dB, (6)
En (8), como en (1), se utiliza Ta notacidn del cilculo estocdstico de
Ito ﬁd para legalizar el uso de ruido blanco en el models.
-
Finalmente, el cambio de variable

x':=x=-b ulits 4 - b

nos permite dar el modeio global bajo 1a forma del] sistema lineal de

ecuaciones diferenciales estocdsticas

dxt 0 10 Xy 0 0

2
dy, | = w? 0 0 Y, + 0 u } dt +| o |dB, (7)
dzt 1 00 Zy -1 0

Ahora bien, hay una serle de objetivos a cumplir para lograr una

operacién satisfactoria de este sistema de almacenamiento de agua. Entre



otros, podemos listar los siguientes:

i) Debe satisfacerse la demanda de agua corriente abajo lo mejor po-
sible.
il}) Tanto los derrames como los vaciados de la prensa deben evitarse,

también dentro de lo posible

Este Gltimo requisito puede modelarse facilmente eligiendo una es-
cala de medicion tal que la capacidad total de la presa sea 2M unidades,
siendo =M el minimo volumen de agua tolerable en la presa y +M el nivel
al cual ya es de temerse un derrame. Por consiguiente, se desea que el
proceso z se mantenga confinado al intervale [—M,Mﬂ S1 denotamos por

13 al instante en que primero se violan estas restricciones, es decir,
T,i= inf{t 2.02|2t| > M} (8)

nos interesa la distribucion de esta nueva variabie aleatoria. En par-

ticular, quisieramos que la probabilidad

Pz <) (8)"

fuera lo m3s pequefia posible. Aqui T es el "horizonte de planificacién®,
es decir, el lapso de tiempo durante el cual vamos .a implantar nuestras

decisiones.

Por otro lado, el peligro de un exceso de agua en la presa o de un
‘nivel de agua demasiado bajo ahi puede evitarse mds facilmente si se lle-
va un registro de! mismo caudal de ingreso. Aqui resulta importante ase-
gurarse de que dicho caudal se mantenga dentro de ciertos 1Tmites, que

sin pérdida de generalidad denotaremos como -K y +K, respectivamente. Fi-
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nalmerte, dichbo caudal no debe variar en formz demasiado rdpida, pues de
.

ser asi se dificultarfa la accidn de control; es razonable fijar 1Tmites

también para el procego Y, que deberd estar confinado al intervalo &L.L]

Por consiguiente, el estado del sistema deberd restringirse a un cubo Q

en el espacio de tres dimensiones para garantizar una operacidn satisfac-

toria.

En cuanto al requisito que pide satisfacer la demanda, supondremos
que Eésta puede modelarse mediante un proceso estocastico d conocido, in-
dependientemente de los tres procesos estocasticos x, y y z. Aqui resul-

ta razonable requerir que la deficiencia [d ut| tome valores tan ba-

t

jos como sea posible. Puede entonces sugerirse la conveniencia de elegir
el control u de tal manera que se minimice la esperanza
T

£ (d

2
u ) dt
0 t

t

Sin embargo, conviene también evitar variaciones de nivel demasia-
do bruscas, por lo que es conveniente también considerar e! objetivo de
minimizar la esperanza

T

EJf (x

2
u, ) dt
0 t

t

Finalmente, observamos que pueden combinarse los requisitos ante-
riores en uno solo si consideramos como objetivo a minimizar la esperan-
Za

Juy= € [ {A(d,_-u)? +ulx, u )2}t {9}
A t Tt t ot

donde A vy 1t o dos nlmzros positivos gue suman 1. Ademds
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Jr= inf{t > 0: (xt, Yoo zt)iﬂ} (10)

Aqui también resulta conveniente considerar controles que puedan

darse bajo la forma de polfticas, como en (4}, es decir,
ut - ¢(t| xt' Yti zt)

Cabe también considerar restricciones en la capacidad de desagiie de la
presa, por lo cual el control toma valores en algin intervalo compacto
U. Asi pues, cada polTtica de control estard dada por una funcion Borel
medible de [0,T]xQ en U. Los controles asl obtenidos serdn 1lamados AD-
MISIBLES, constituyendo asT la familia U sobre la cual queda definido

el fndice J en (9).

Finalmente, el problema requiere encontrar un control Sptimo u%,

que debe desde luego satisfacer la condicidn (3) para serio.



57

2. PROGRAMACION DINAMICA.

Cada uno de los ejemplos dados en la seccidn anterior condujo a un

problema de optimizacién estocdstica del siguiente tipo:

Sea dado un proceso de difusidn x, solucién de la ecuacidn diferen-

cial estocadstica
dx, = b(t,xt,ut)dt + U(t,xt)dBt an

para cada control u, a su vez un proceso estocidstico que toma valores en
un conjunto U. En general, suponemos que x es n-dimensional y que el mo-
vimiento browniano estdndar B es d-dimensional, por lo que b y 0 tienen

dimensiones n y nxd, respectivamente. Precisando adn mds, sea U la clase

de todos los controles admisibles, a los que pediremos dos condiciones:

i) Para cada control admisible u, el problema de valores iniciales

asociado a (11) tiene solucién dnica, definida en todo [O,T]

-
-,
—

Cada control admisible u estd dado en forma de politica, es decir,

se cumple (4) para ¢:[0,T]xR » U adecuado.

Por otra parte, la ''vida Gtil" de nuestro sistema se da mientras que ias
trayectorias de las soluciones de (11) se mantengan en el interior de un
conjunto restriccidn B, El instante en que las trayectorias de x abando-

nan B por primera vez es, precisamente,
T:= inf{t > 0: x ¢8Bl,

con la convencidn extra de que inf @:= T Sea X el punto de la frontera

de B por el que las trayectorias de x abandonan el interior de la restric-
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cién. Es bien sabtdo que tanto T como X, son variables aleatorias, con

valores en [O.T] y 3B, respectivamente.
Para cada trayectoria, sea

T

(j) Lt x,,u,)dt + o(T,x.) (12)
el correspondiente costo de operacidn del sistema, sobre la vida Gtil
del mismo. Aquf, L y & son funciones no negativas sobre [O,T]xBxU y
{T}x8 + [o,r]xaa, respectivamente; estas funciones son datos del proble-

ma. El costo especificado en (12) es una variable aleatoria, cuyo valor

esperado queremos minimizar.
Precisando, definamos J{u) para cada control admisible u mediante
T
J(u):= E{g L(t,xt,ut)dt + @(r,xt)}
Se desea encontrar un control admisible u* con la propiedad
J(ux) = inf{I{u): uell} (13)
Tal control se calificard de OPTIMO.

Observemos que el problema planteado se vuelve deterministico si
el coeficiente o en {11) es idénticamente cerp. En ese caso tanto los
controles u como las trayectorias xserdn funciones, soluciones de la

ecuaclén diferencial ordinaria

X, = b(t,xt,ut) (14)

Un control serd admisible si garantiza una sola trayectoria x pa-

ra cada valor de X Por ejemplo, podemos tomar U como la clase de todas



las funciones u:[0,7] + U tales que

i) son continuas por tramos

i) estdn dadas mediante polfticas, como en (4)
Dado lo anterlo;, la funcidn de costo J:if + R estd dada por
T
J(u) :-£ L(t,x ,u )dt + O(r.xr) (15)

lgual que en el caso aleatorio, un control uell ser§ Sptimo si cumple la

condicién (13).

Para resolver e'ste probiema determinTstico, la Programacidn Ding-
mica comienza por sumergirlo en una familia Inﬂ;nlta de problemas seme-
Jantes, uno para cadq punto (s,y)e[o,'f] xB. En efecto, el problema plan-
teado supone que tanto los controles como las trayectorias comienzan en
t = 0, siendo el valor inicia! xo yn punto bien definido de B. Aqul esta-
mos variando tanto el instante Inicial -como el valor inicial de la trayec-

toria. Asl pues, consideramos el problema de valores iniciales

it = b(t,xt,ut) x =y (16)

y restringimos los controles al intervalo [s,7]. Sea Ug ta correspondien-

te clase de controles admisibles.
Hecho 1o anterior, definimos el Tndice .J(u]xs = y) mediante

T
J(ulxs = y)i= { L(t,xt,ut)dt + @(T.xT)

Huelga la aclaracidn de que ahora t es e! primer instante DESPUES DE s

en que la trayectoria x toca la frontera de B. Sea ahora V(s,y) el valor
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del costo Sptimo que corresponde a la condicidn inicial X, =Y, es decir

V(s,y):= inf J(u|xs,= y) (17)
uell

s
Es claro que V(O,xo) = J(u* ), con u* dptimo a partir de t = 0. Supondre-
mos en todo lo que sigue que L es una funcién continua de sus argumentos

ademés de que V es continuamente diferenciable.
LEMA |
Sea u admisible a partir de t = 0 y sea x la correspondiente tra-

yectoria, para x dado. Entonces,
: [

Fv(tx) + Lltx,u) 20,0<t<T (18)

DEMOSTRACI ON .

Sean t, t+hg(0,T) y sea v un control admisible a partir de t+h;

extendamos este (1timo a un control U admisible a partir de t poniendo

u sit<s<t+h
s — —
i]s:-{

vs sit+hcs<T
Entonces,
t+h

V(t,xt) < { -L(s,xs,us)ds + J(v[xt+h)

Podemos tomar infimo sobre v para obtener
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t+h
V(t,xt) 5_{ L(s,xs,us)ds + V{t +h,x

)

t+h

De aqui se obtiene el resuitado deseado al dividir por h y tomar

el 1Tmite cuando h + 0. ||

Conviene interpretar el resultado anterior de manera global, en
términos de la funcidn de costo. Para elio observemos que la conclusién
del Lema 1 puede reescribirse en la forma de

T
dl{v(t,x ) [ Us,x
t" LA

sUg)dst > 0

es decir, la funcidn

T
t - Vit,x,) It L{s,x ,u)ds (19)
es no decrecl‘ente, cualquiera que sea e} control u En otras palabras,

a lo largo de las trayectorias del sistema controlado (16), la diferen-
cia entre 'e| costo Sptimo a partir de un punto dade" y 'el costo acu-
mulado desde ese punto hasta el final de la trayectoria' simplemente no

puede decrecer.

LEMA 2

Sea u* dptimo a partir de t=0 y sea x* la correspondiente tra-

yectoria, para x* dado. Entonces,
0

Fr V() + L{t,xg,ut) =0, 0<t<T
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DEMOSTRACION

Es claro que la restriccidn de u* a [t.11 es admisible a partir

de t, por lo que
T
vit,xx} < f L{s,x*,u*)ds + &(t,x*)
t ¢ $°'S T
En otras palabras
T .
v(t,x*) - I L{s,x*,u*)ds < ®{T,x*), 0< t< T
t t s’'s - T - =
Por otro lado, la optimalidad de u* implica que
V(0,x%) - [TL(s,x*,u)ds = &(T,x*)
0 0 $° S T
En virtud del Lema 1, las dltimas dos relaciones implican que
vit,xx} - ITL(s x*,ux)ds = ®(T,x*), 0< t< T
"y A 1 Xgelg Xl < <
Basta diferenciar 1a funcién
-+ * t * g%
t > V(t,x¥) - { L{s,x¥, us)ds
para obtener la conclusidn deseada. ||

AsT pues,a lo largo de una trayectoria Sptima, la diferencia en-
tre el costo Sptimo a partir de un punto dado* y el costo a partir de

dicho punto y a lo largo de la trayectoria' se mantiene constante.

Por otro lado, 'a demostracidn del lema anterior permite ver que
u* restringido a [t,T] es &ptimo a partir de t, sin que intervengan pa-

ra nada las acciones de control tomadas antes de t, pues
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T
v(t,x}) = { L(s,xt,uf)ds + 8(1,x3), 0<t<T (20)

Tenemos asi la importante conclusidn que enunclamos enseguida, la

cual se conoce como

PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD

Sea u Optimo para el problema de control que empieza a partir de
t=0 en el estado Inicial x y sea.u” su restriccién a [s.T], para sc{0,T).
Entonces, u° es Sptimo para (16), sin importar las decisiones tomadas so-

bre [0,s).

Ahora bien, cbservemos que los problemas de optimizacin que he-
mos encontrado hasta ahora‘son del tipo "'con restricciones de igualdad'.
Para este tipo de problemas, el método de los multiplicadores de
l;agrange prescribe formar el HAMILTONIANO H:[O,T]XGxUﬂ! + R, dedo por

Mt xou,0) = L{tixou) + ATB(E,x,u) (21)

En términos de este Hamiltoniano, las conclusiones de los dos le-

mas anteriores pueden muy bien expresarse de la manera siguiente:
Sea uell y sea x la correspondiente trayectoria. Entonces,

Y

oV
3t (t,xt) + H(t,xt,ut, T (t,xt)) >0, 0<t<T

Si u* es Optimo y x* es la correspondiente trayectoria, entonces

£ 3V

3V _
ETY (t,x:) + H(t,xt.ut,a—t{t,xg)) =0, 0<t<T
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Podemos ahora combinar ambos resultados en la observacidn de que
min H(t,x,v, Se,0) = (1,0,

vel

adem&s de que el minimo del Hamiltoniano se obtiene precisamente en el

valor u% del control que resulta Sptimo a partir de t.

En otras palabras, tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 1.

ST V es contipuamente diferenciable, entonces satisface la ecua-

cidn en derivadas parciales

% + min H(t,x,v, -g-}) = 0 (22)
vel

en el Interior del cilindro Q:= [0,T]xB, ademds de las dos condiciones
V(T,x) = 9(T,x), xeint8 (23)
V(t,x) = #(t,x}), 0 <t<T, xedB {23)"

La ecuacidn (22) se conoce en la literatura de control como de
HAMILTON-JACOBI-BELLMAN (HJB), por analogia con las ecuaciones diferen-
ciales parciales que resultan en la teorfa de Hamilton-Jacobi del Calcu-
lo de Variaciones [1] [6] Las condiciones (23) definen un problema de

valores:finales y a la frontera (PVFF) asociado a la ecuacidn de HJB.

Ademds, resalta de lo anterior el hecho de que un control &ptimo

u* satisface necesariamente la relacidn



65

H{t,x,u%, &y (t,x}) = min H(t,x,v, & (t,x))
t? 9x 9x
vel
condicidn que expresa el hecho de que los valores de un contro! Gptimo
minimi zan puntualmente el Hamiltoniano. De esta observacidn obtenemos
condiciones necesarias para la optimalidad de un control, que se tradu-
cen en el siguiente procedimiento para la obtencidn de candidatos a con~

troles Sptimos:

i) Minimicese puntualmente el Hamiltoniano con respecto a los valo-
res de control, para cada valor de las variables restantes. Se

obtiene asi una funcidn v#: [O,TleNRn + | que satisface la con-

dicién
H(t,x,v*(t,x,A),A) = min H(t,x,v,A)
vel
i) Obténgase un control u mediante
ugi= vi(t,xt, S (e,x3) (24)

donde V resuelve el PVFF (22), {23)

Algo que debe seialarse acerca del control &ptimo que arroja es-
te método es que estd dado por una politica de realimentacidn del estado
del sistema; en efecto, (24) lo muestra de manera por ademds evidente.
Huelga decir que la aplicacidn practica de un control de este tipo re-
quiere que el estado del sistema controlado sea perfectamente observa-

ble, 1o cual a menudo no se puede garantizar.

Otro problema de tipo practico es el de contar con soluciones
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suficientemente suaves de la ecuacidn de HJB, lo cual a veces no puede
garantizarse; ademds falta verificar a posteriori que V (1a solucidn
encontrada para la ecuaciSn HJB) en efecto da el costo Sptimo y que
el control encontrado también es Gptimo. Esto tampoco es automdtico en

muchas aplicaciones.
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3. CONTROL DE D!FUSIONES.

Regresemos ahora al problema de control planteado al inicio de
la seccién anterior, referente a la ecuacidn diferencial estocdstica
{11), con animo de aplicarle los conceptos que acerca de la Programa-

cidn Dinamica desarrollamos en la segunda parte de dicha seccidn.

De nuevo, podemos sumergir el problema en una familia infinita
de problemas similares, uno para cada condicién inicial (s,y) Comenza-

mos por especificar las correspondientes dindmicas, a saber,
= ]
d x, b(t,xt,ut)dt + o(t,xt)dﬁt (25)

xg = (25)"

Hecho esto, podemos definir la funcidn de '‘costo Sptimo a partir de
t = s'" mediante
T
Vis,y):= J;J E{{ L(t,xt,ut)dt + @(T,xT)lxs = y}
s

en completa analogia con (17).

La funcién V asi definida tiene algunas propiedades que retuerdan
tas consignadas a los lemas i y 2, pero cuya demostracidén en esta formu-

lacidn estocistica requiere de herramienta matemitica mds avanzada.

Comencemos por presentar el anilogo del Lema 1, en el que de nue-
vo se establece el caricter no decreciente de la diferencia entre ‘el
costo Sptimo a partir de un punto dado de una trayectoria cualquiera y

el costo de operacidn acumulado a partir de dicho punto de la trayecto-
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ria en cuastién''. Sin embargo, en este caso las trayectorias son proce-
sos estocsticos (sus valores son variables aleatorias}) por lo que

debemos proceder con mayor cuidado.
LEMA 3.

Para cualquier polftica de control u, admisibie a partir de t=0,
t+h
V(t,xt) < E{{ L{s,x ,u)ds + V(t+h’xt+h)|xt}

con probabilidad 1 para cada t.

LEMA &.

Si u es Sptimo, entonces

h

t+
V(t,x¥) = E{{ L(s,x¥,ut)ds + v(t+h,x§+h)|xt}

con probabilidad 1 para cada t.

Estos dos resultados se demuestran de una manera muy semejante a
1a utilizada para demostrar los lemas 1 y 2, respectivamente. Véase
[2, VI.2] para los detalles. También en el caso estocdstico podemos
enunciar el importantisimo Principio de Optimalidad, exactamente en 1os

mismos términos de la seccidn anterior.

Ahora bien, un resultado muy importante de la teoria de ecuacio-

nes diferenciales estocasticas es la llamada Férmula de Dynkin | 5,vol. 1
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En dicha formula aparece la familia de operadores diferenciales de se-

gundo orden dada por

2
A= % a{t,x) %;g-+ b{t,x,v) %%

para velU. Aquf, a{t,x) es una funcidn matricial de orden nxn, dada por

a3:= OO'T

y denota el producto interior

A-B:= trA BT

definido para matrices del mismo orden.
En términos de dichos operadores, la férmula de Dynkin dice que
t+h 3V us
E{V(t+h)lxt+h} = V(t,xt) + E{{ 5?(s,xs) + A V(s,xs) ds|xt}

siempre y cuando V sea suficientemente suave. De ser asi, los dos lemas

anteriores implican que
t+h. 3y ug
E{{ by (s,xs) + A V(s,xs) + L(s.xs.us) dS|Kt} >0

para cualquier control admisible u; m3s adn,
<

t+h v ug
E{{ 5?(s,x§) + A V(s,xg) + L(s,xg,u;) dslx?} =0

si u* es éptimo. En ambos casos la relacidn en cuestién ocurre con pro=-
babilidad 1 para cada te[0,T]
Basta dividir entre h y tomar el limite cuando h - 0 para obtener

el siguiente resultado:



TEOREMA 2.

Supongamos que V es continuamente diferenciable, dos veces con

respecto & x. S| u es admisible a partir de t = 0, entonces

N (rx) + A Ttk + L{tx,u) > 0
I e ety 2V

ST u es Sptimo vale la lgualdad; en cada caso, la conclusidn es con pro-

babilidad 1 para cada te[0,T]

lgual que en el caso deterministico, podemos expresar convenien-
temente el resultado anterior en términos del Hamiltoniano definido en

(21},
H(t!xlvl)‘):- L(t,X,V) + )‘Tb(t’xgv)
En efecto, el resultado anterior afirma que

inf H(t,x,v,gn,(t X)) = - at V o(e,x J 3 a(t x)* xz Y (t,%)
vel

y, ademés

inf K(t,x, v,a (t,x}) = H(t,x, ux (t x))

vel

donde u* es Sptimo. De nueva cuenta, si v es la funcisn que minimiza

puntualmente el Hamiltoniano, se obtlene un candidato a control Sptimo

medlante la fé6rmula
ut - vk(t, x* (t x& ))

Asl pues, se aplica de nuevo el procedimiento para la resolucidn de pro-
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blemas de control Sptimo bosquejado al final de la seccidn anterior,

La ecuacién de HJB para el caso estocdstico no es otra que

v 1 3%V . 3V
-a-t- + 5 a(t,x) 3-)—(-{ + min H(t,x,v,x) =0, (26)

vel

la cual debe resolverse junto con las condiciones finales y a la frontera
v(T,x) = &(T,x), 'xeB (27)
vit,x) = 6(t,x), 0<t<T xedB (2"

Igual que en el caso deterministico, un paso importante del algoritmo es
mostrar que existen soluciones de la ecuacién de HJB con el suficiente
grado de suavidad, lo cual no es automitico. Por supuesto, luego hay que

calcular la solucidn del PVF especificado por (26) y (27)

Un caso en el que ''todo sale bien' es el problema de control de
humedad en agricultura que fue planteado en la primera parte de la sec-

¢ién 1 Ahi el Hamiltoniano estd dado por

Ht,x,u,m) = % Ax? + % pu? + w(~ax + Bu + &)

y la funcidn que lo minimiza es
vi(t,x,m) = %‘ﬂ

AsT pues, una condicién necesaria para la optimalidad de un control es

la de que

oV .
I (t,XE)

=
"
= |l®
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donde V satisface la ecuacién de HJB del probiema:

o2 3*v B2 3. WA
+—2—~§,-‘-!- T(H) +(6-ax)-&+-i-x =0

e

junto con
V(T,x) = 0, xeR

Véase [7, seccién 3] para los detalles. Ahi se hace ver la facti-

bitidad de tener soluciones de la forma
V(t,x) = 3 p(t)x? + q(t)x + r(t),

por Jo que un control dptimo serd

uk = - -ﬁ— [p(t)xt + q(t)}



4. SOLUCIONES DE LA ECUACION DE HJB.

Al final de la seccidn anterior revisamos someramente un ejemplo
de control estocdstico en el que el formalismo de la Programacidn Dina-
mica conduce facilmente a una solucidn. Previamente, se anotaron algunos
de los principales problemas comunes a toda aplicacidn de este tipo, en
las que se debe verificar a posteriori el enfoque utilizado, amén de ga-
rantizar la existencia de soluciones suficientemente suaves de la ecua-
cién de HJIB y de hecho encontrartas. Resumiendo, hay tres tareas inhe-
rentes a toda aplicacién de la Programacidn Dindmica a la solucidn de

este tipo de problemas:
i) Verificar la validez del enfoque, probando un teorema iddneo.

ii) Establecer l1a existencia y uncidad de soluciones de la ecuacidn

HJB con el suficiente grado de suavidad, y
iii) Encontrar dicha solucidn.

Existe una gama de teoremas de verificacidn de la Programacién Dindmica
y todos requieren de un cierto grado de suavidad en la solucidn de la
ecuacion de HJB. Por ejemplo, en la pagina 159 de [2 | se prueba el si-

guiente
TEOREMA DE VERIFICACION.

Supongamos que V es continuamente diferenciable, dos veces con

respecto a x, ademds de que
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Ve, x) <ci+lx]®, 0<t<T xes (28)
para k natural y C positivo. Entonces,
a) Para cualquier control u, admisible a partir de t = s,
T
V(s,x) < E{ISL(t,xt,ut)dt + o(1,x) xs}

b) Si u* es admisible y se obtiene minimizando puntualmente el

Hami 1tonlano, entonces
T
V(s,x#) = E{ISL(:,xg)dt +0 (T, x8) | xz},
por lo que u¥ es Sptimo.

De {28) se dice que constituye una condicién de crecimiento poli-
nominal para V. Abrevlando, se dir§ de V como en el Teorema de Verifica-

cibn que 'estd en c;:zlg

! Qué condiclones garantizan la exlstencia de soluciones en C;’z para la

ecuacidn de HJB 7

Hay un gran ndmero de teoremas de existencia para ecuaciones di-
ferenciales parabSlicas semllineales, como es el caso de la de HJB (4]
En todos ellos se obtienen soluciones generalizadas, cuya suavidad depen-
de grandemente del hecho de que 1a matriz a(t,x) satisfaga una condicién

-

de la forma

. < u|z[% ze:IRn (2N

n
Az)? < i,§=1aij(t’X)Zin

para 0 < A < u < =, Esta condicién significa que el espectro de a(t,x)



-necesariamente real- estd contenido en [A,u], uniformemente. Se dice
entonces que el operador diferencial

32
E a, (t,X) ——
J=1 Bx[axj

es UNIFORMEMENTE ELIPTICO.

Por desgracia hay problemas de control estocdstico que dan lugar
a operadores {30) que NO son uniformemente elipticos; es un probiema
abierto el de dar condiciones bajo las cuales la ecuacidn de HJB tiene

1,2
soluciones en cp’ en estos casos |lamados 'singulares'.

A manera de ejemplo, regresemos al problema de control de presas
que fue planteado en la segunda parte de la seccidn 1 Para este proble-

ma, el Hamiltoniano estd dado por
= Ald(t) ul?+ulx-u|Z+py  wixq+(x ur

donde p, q y r son los multiplicadores de Lagrange y d(t) es la demanda
de agua rio abajo en el instante t. Véanse las ecuaciones (7) y (9) E}

control que minimiza el Hamiltoniano es, entonces,

1

A+u t vy A+ ax (t x

A
ui‘»‘ = T— d(t) + t,Y’t‘,Zg)

Por lo tanto, la ecuacidén de HJB asociada a este problema es

v 0% 3% vV _ 2 3V v _ 13v|%
T TR Wt x5y T———Ad(t)+ux+-z-az o,

de 1a cual interesan las soluciones que se anulan en las caras lateral

y final del cilindro [0,T]xQ.
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Finalmente, todavia queda el problema de aproximar adecuadamente
las soluciones de la ecuacidn de HJB. Aqui puede resultar muy convenien-
te el enfoque a base de perturbaciones singulares,que reemplace la ecua-

cidn de HJB dada por otra cuya parte eliptica esté dada por la matriz

e2/2 0 0
0 o%/2 0
0 0 €2

Se resuelve este problema perturbado y se examina el comportamiento de
la solucidn cuando £ - 0. Este enfoque se sigue en numerosos estudios
entre los que podemos mencionar la seccidn 3.3 de [8], que mucho debe

al articulo [3]

Sin embargo, el teorema antes citado contiene hipOtesis demasia-
do restrictivas en cuanto a la estructura de la ecuacidn de HJB. Por
ello, en la seccidn 4.5 de la misma referencia [8] se prueba un teorema
de existencia de soluciones continuas y acotadas de la ecuacidn de HJB
en el caso singular por métodos probabllisticos y bajo suposiciones me=
nos restrictivas. A su vez, dicho desarrolio debe muche al articulo [9]

y de hecho estd emparentando con los métodos empleados en el volumen 2
de [5].

Finalmente, en la seccidn 4 de {8] se prueba un teorema de veri-
ficacion para sistemas singulares de estructura semejante al que nos
ocupa Y que requiere unicamente soluciones continuas y acotadas para la
ecuacidn HJB. Asi pues, podria pensarse que se dispone de herramienta

suficiente para lidiar con este tipo de problemas, pero aln queda mucho
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por hacer en cuanto al disefio de procedimientos efectivos de cilculo

para resolver la ecuacién de HJB en los casos singulares.

(2]

(3]

[4]

[s]

(6]

(7]

(8]

(]

(1]
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