FAUSTO ONGAY

GEOMETRIA SIMPLECTICA Y OPTICA GEOMETRICA. h

I. Introduccién. v

Cuando se gquiere hacer un est;‘:dio formal de la optica .geonétrlca,
utilizand;': como herramienta matematica a 1la geometria' 'difere;xc‘izil y como
: princlpio fisico basico al principio de Femt aparecen de manera natural 1a
geometrias sinpléctica y de contacto; de hecho, es en el estudio ‘de la bptica‘;
- geométrica que W. R. Hamilton creé la geometria simpléctica, cu.yo orlgen_se
reﬁonta a sus primeros trabajos, a principlos del siglo pasado. En este ..
trabajo daremos una version relativamente simple de estas ideas, utilizando:-
sin embargo el lenguaje de la geormetria diferencial ;uc;dérna'i Yepenos “"asir'que .
una gran cantidad de construcciones geométricas, -que ‘describiremos en su'
oportunidad, aparecen en este contexto.

£s importante subrayar que el interés baslco de estas notas es 'la‘
geometria mas que la 6ptica; esta ultima nos servird principﬁljh;’i:ité“c‘c;mdﬂ"
motivacion:, Por esta razén baremos ciertas. simplificacignes ?P,_‘a%, kt_xipéte‘;.is.
fisicas, que obedecen mis a su conveniencia en la presentacién de la.s ideas
matematicas, que a las ventajas que pudieran obtenerse en la comprensién de la
fisica involucrada.., Sin; e-barso. r-gsulta nat.ural esperar que la 6pt.ica

geométrica sea una buena manera de motivar los conceptos geométricos y es

precisamente en esa interrelacién de ideas que basaremos nuestra presentacién
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Podemos también agregar que este enfoque geométrico es el que- parece mas
natural para una £eoria formal de 1a oOptica geométrica, analoga ‘a los
tratamientos de lav mecénica clasica de Abraham y Marsden, Arnold o Godbillon
({11, {2]>y {4a1).

Para cerrar esta introduccién sefialemos que aunque supondremos que el
lector tiene clerta familiaridad con las ideas basicas de la geometrié.
diferencial, como son las néclones de campo vectorial, forma diferencial o haz
tangente, trataremos de mantener nuestro tratamiento a un nivel reléztlvamerite
elemental, sin pretender lograr la mayor generalldt;d posible y efectuando
calculos en coordenadas iocales donde ello facllit.e: la presentacion.
Trat.anient.oé mAs détéllados de los conceptos que utilizaremos a!;ui» pueden
encontrarse en las referencias [1l], (41, [6"1 6 [7]1, y para aplicacioﬁés de 1la
geometria simpléctica a ‘muchas otras pa.r‘tés de la fisica matematica puede
consultarse {5].

II. Notaciones y conceptos .bagicos;

Convengamos en las siguient.es notaciones, tomadas ese-ncialmente de {1}:

Las letras M, N y Q denotardn variedades diferenciales sin restricciones
especiales. Si M es una variedsd y me€ M , TM {resp. T:H ) denotara al espa-
cio tangente a M en m (resp. espacio cotangente) y TM (resp. T‘M ) a la unién
de éstos es decir al ha.z tangente a M (resp. haz cotangente);, con su estructu-
ra natural de variedad diferenciable. Todas las variedades y funclones é.qui
consideradas seran de clase Cm, aunque muchos de los argumentos son ﬁlidos
bajo condiciones mis generales.

Al conjunto de campos vectoriales en ‘M lo denotarenos por X(M)}, en tanto
quev AP(M) denotarda al conjunto de p-formas diferenciales. La diferencial
exterior seré denotada por d . Asimismo, para slmplif‘lcar-algtmas féramulas, si
‘tenemos un sistema de coordenadas locales (x,...x) elscribiremos 8, en vez de

a/ para la base local de vectores tangentes asociada a estas -coordenadas.

ax‘
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Recordemos finalmente dos importantes operadores inducidos en las formas -
diferenciales por un campo vectorial dado X € X(M). En primer lugar, dado
€ € (M) se define el producto interlof de X y £ como la (p-1)-forma i(X)§
definida por ,

(1) UX)E (x‘....xp_l) = e(x.x,.....xp_‘)
(de modo que el producto interior corresponde a una contraccién tensorial).
Con ayuda del producto interior definimos ahora la derivada de Lie de la
p-forma § como la p-forme £ € dada por la férmula ‘

(2) 2€ = au(x)e) + L(X)d€

La derivadn de Lie es en cierto sentido una generallzacién de la idea de
derivada direccional a las formes diferenciales y decimos que una forma £ es
invariante bajo un caapo X {o méAs precisanenfe bajo el flujo asociado al campo
X) 81 & E = 0.

III Descripcién geométrica de la éptica geométrica.

Dentro de la Opticn geométrica los rayos de luz se describen por curvas
en el espacio euclidiano &’ , sujetas a ciertas restriciones que describiremos
a continuacién. Daremos primero una Aescrlpcibn intuitiva de los rayos y
posteriormente haremos una abstx-acci(m de esta descmpcibn, introduclendo en
el camino las nociones de geonetria diferencial pertinentes. - -

Convengamos entonces en f‘ljar una dlreccién en Ra. a la que llamaremos
eje éptico y que parametrizaremos con 1a variable X. Para temr una inagen
concreta podemos pensar en el eje de smet.ria de algt':n mstrument.o éptico,
como una cémara fotografica o un telescopio. Un rayo virtual serda una curva €n
el espacio que pueda ser parg.me§riza§a por la variable 5(. en ott;as palabras,
es una curva cuya proyecr;:ién sobre el ejJe optico es un difeomorfismo sobre
algtn subintervalo del eje éptico. Aéi, si 7 es una curva que representa un
rayo virtual, y puede escribirse como 1(x) = (x, y(x), z(x)) y en cada punto

{x, y, z) scbre la curva el vector tangente a la curva en ese punto queda:
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determinado por § pardmetros: (%, y, 2, ¥',2') (ya que el vector tangente a la
curva es simﬁlelente (1, y , 2')). Aqui la “'" simboliza la derivada con
respecto a x, pero y' y 2’ deben interpretarse como parametros independientes,
ya que por un mismo punto _pueden pasar una lnfln'ldad de rayos. Las
restricciones que henos impuesto a los Vra.ylos virt:u?iles no son r‘ealnente
indispensables, pero fa.cllltar'an los cé.lculos en coordenadas locales; por otra
rparte. el calificativo virtual refleja el hecho que no toda curva de este t.ipo
corresponde a un rayo de luz. *

Podemos ahora dar una descripcién mas técnica. pero nés precisa de la
situacién anterior como slgue: pensemos a K como el “haz trivia.l sobre R",
E =R x R, y llamemos seccién local de E a toda tunc_ion v ISR E, bdqx;_!e
I es tm subintervalo ablerto (o mAs en general un ablerto arbitfarlo) de B.
que tiene la forsa 7(x) = (x, _1’(x). 12(x)); un rayo yir}ual'esf ent:lm.ces
~ simplemente una seccién local de E.

Esta descripcién de rayo virtual que lienosj dado, asi 'bqub las nociones de
campo vectorial y forma ﬁiferencial. pueden verse como misr_ié perticulares de
una teoria mas general: la de haces vectoriales y sus secclones locales. Dado
que éstas estructuras aparecerin sisteméticamente en lo que slgue, daremos una
breve descripcién de los aspectos basicos de esta teoria.

Sean entonces M y Q dos variedades y x: M- — Q una funcién suprayectiva;
decimos que M {0 més precisamente, la terna (M, x, Q)), es un haz vectorial
(real} de rango n sobre @ si: »

a) Para. cada g € Q la imagen inversa de q, x"(q), es un espaclo vecto-
rial real de dimensién n .

b) Para cada q € Q existe una vecindad abjerta U de q y un difeomorfismo
¢: x(U) > U xR tal que las restricciones

(&3] #lt, wlx) > (x} xR* ; xeU

son isomorfismos de espacios vectoriales.
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En lo sucesivo "bhaz" siquﬂq&ﬁ. haz vectorial. Al espacio 0. se le llama
la buse del haz y a M el espacic total {y como hemos indicado, pera abreviar
ususimente decimos que M es el haz). A cada jmsgen inversa xl(q) se le 1loms
la fibra del baz sobre ol punto q y Ia denctsmos por M y éstas, en virtud de
(3), e puldln identificar con K. _

Por otra parte, la condiclén (b) se expresa diclendo que el bar es
localmsate trivial y al difeomorfismo ¢ se le llm une trivl.liaqu- locml
dol az N Muuiblemat«blmhlﬂohmtﬂﬂdln—
clién local doelm que el haz ss (globalmente} trivial; perc mo todos los
haces ‘m triviales. En efecto, intuitivamente lc-u aces son “productos
torcidos® de 1a base Q por 1a “fibra tipo" X"y quizh el ejemplo mis seacillo
de un baz no trivial ses la banda de MSbius, l.qch’MWe_:ﬁ

haz de rango 1 sobre un circulo, como se mmstra en la figura siguleate

. x

Fig. 1 EJemplo dc un hez no trivial: la banda de lﬁblu.

Por otro lado, un ejemplo de un haz que Ii es trivial es el a2 tlnpnte'
s &% de hecho, de mapers natural, T = & x 8% .

Dado el haz x: M — Q decimos que una funcién s: uscqg o N, don_de_Ues
un abierto de Q , es uma seccién local de M al pars cods q € U se tiene qu
x(s(q)) = g , en otras palabras, si la imagen de q bajo 5 esta en la fibra
sobre q, Ilq. Al conjunto de secciones locales se le denota. por (U, M); cuando
U = @ decimos que la seccién es global y al conjunto de éstas se le denota
sinplemente T(H),: de modo que por ejemplo, X(M) = I'(TH). En este trabajo,
cuanda el dominio de las secciones locales no sesa importante pars la
discusién, usaremos la notacién T(M) para denotar secciones locales sobre

algin ablerto U € Q. e
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Regresando a la o6ptica geométrica, introducimos el haz (trivial) sobre
E, V=Ex Rz. al que llamaremos haz vertical; la razén de esta terminologia
es que conviene pensar a V como un subconjunto, de heche un subhaz, (en un
sentido que no es dificil de imaginar) de le = TE, cuyas fibras' son tangentes
a los planos verticales x = cte. en la imagen usual de Ra. Asimismo, V puede
ldentificarse de manera obvia con R x TlR2 Y pensarse entonces como un haz

sobre el ejJe oOptico, identificacién que usaremos sistematicamente en lo

« -

sucesivo. 4

Un hecho importante es que cada rayo virtual 7 € l‘(fi) define una seccién

7'€ I'(V), definida por la ecuacién

(1) 7 (x) = [x, 7.0, 7,00, Y10, Y2 (x)] _
1 2 — :
. dx dx
que levanta a 7, en el sentido que mey’ = 7, donde n denota la proyeccién de
¥V en E, como se muestra en el diagrama siguiente:
v
’V lt
R "— E
¥
Fig. 2 Levantamiento de los rayos virtuales.
y este tipo de “levantamiento de estructuras” de E hacia V aparecerid con
clerta frecuencia en lo que sigue.

A las fibras de E, y por extensién a las fibras de V, las llamaremos
planos de referencia y cada plano de referencia esta por tanto .determinado por
un punto en la base, es decir, en el eje 6ptico. Los planos de referencla (en.
E) es en donde "viven" las imagenes, como sucede por ejemplo en una placa .
fotografica. De manera formal, una Imagen es un subconjunto de un plano de
referencia en E, que satisface ciertas condiciones de regularidad (suficientes
como para aplicar el teorema de Stokes, por ejemplo}. De manera andloga, una

imagen completa es un subconjunto de algin plano de referencia de V; para

Justificar esta terminologia, notemos que para la percepcién de las imégenes
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es importante no sélo la forma de la imagen sino tamblién la direccién de que
proceden los rayos provenientes cle_lal imagen que se- esté observando.

La informacién éptica se resume esencialmente en una funcién (que,
siguiendo con nuestra convencién, supondremos de clase M n E— (0, w,

llamada indice de refraccién. Desde un punto de vista fisico, la presencia de

un indice de refraccién no constante (en cuyo caso la 6ptica es trivial, pues
los rayos corresponden a segwentos de recta). equivale a la iaresencia de
instrumentos 6pticos, cuya finalidad es modificar las trayecto\rit;s de los
rayos para obtener efectos especiales, como ampliaciones o deforaaciones de
imAgenes o concentrgcién de rayos en puntbs focaies. Pero por supuesto,
estamos haclendo simplificaciones importantes desde un punto de vista fislco:
Por una parte, el suponer que n tong valores escalares implica que el
medio es isotrépico, esto es, que el indice de refraccién es iguﬁl en todas
dlreccic;nes. 1o que no siempre es el céso; por ejemplo, en los llaMos
materiales birrefringentes, como el celofan, esto no sucede. Por otra parte,
un indice de refracciéon diferenclable 1np1-ica que no exlsten superficies
refractantes, lo que a prioni puede parecer contrario a la intuicién; sin
embargo, éomo se 1lustra en la figura siguiente, las superficles refractantes
corresponden a (o si se prefiere, pueden ser simuladas ‘por) cambios rapldos

en n

S S
=n n= n=n n=n
n 1 n2 14 2
4 Caable discontlinuoc Camblo diferenclable

Fig. 3. Variaclién del indice de refraccion en una superficle
refractante S

50



Finalmente, es preciso seﬁalaLr_ que nuestra d_escripclén excluye, por la
definicién miswa de rayo virtual que hemos dado, a los espejos como
instrumentos 6pticos. o

Desde un puﬁto de vista geométrico el indice de refraccién puede pensarse .
como una modificacién a la métrica (riemnnla;na) euclidiana usual én E= i!s,
como se describe a continuacién: recordemos primerc que 1a; métrica eﬁclidia.na
se define, en base ai teorema de F:'i-tagqras, por el "eie-enf.o de arcor“

dsz = dx® . d&z + dz° .
donde la fér-ula anterior signlt‘lcn que la longlt.ud de un vector' t.angente en

un punto (x. kL 2) expresado como

3 8 3
azt b te 3z ‘
" es simplemente (a? + b2 )12 El »indice de. refraccién n define entonces una

nueva métrica multiplicando (_.dsz por n2:

Esta nueva métrica es conformemente
equivalente a la métrica -euclidiana en el sentide que los éngulos, y en
particular la nocién de perpendicularidad, coinciden para mbas métricas.

. Para definir ahora los rayos reales apelaaos al principlo de Fermat, que
en téminos abst.ractos dlce que los rayos reales cérresponden a las geodésicas
de la nétrlca definida por el indice de refrs.cclén Puesto en' lenguaje

varlaclonnl que podrianos pensar como uas cercan§ al lengua,je de la fisica.

si consideramos un r‘ayo virtual 7 e I‘(E) y su- lAé\'fa-nt:al;nie;;.‘c; -w . que escribinos

como T
T =%y o2, ¥, 2")

deﬂnlnos el lagra.nglam

(5) L(x, Ys z. y', 2') = nlx, y, z) (1 + (y' 12+ ()32

yelcanimépticode1entrex-ayx=bpor

. . ,
(8) ) = J'_ LGy (x)) dx

y los rayos reales corresponden a los extremales de la funcional J {por esta
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razén usualmente se dice queé 1los myos"reales minimizan e}l camino éptico,

aunque esta afirmacién so6lo tiene valldez local).

Finalmente, necesitamos describir coémo se transforman las imégenes al
pasar de un plano de referencia a btrt;. proceso que usualmente se 1lama
formacion de imégenes. Este edmite una descripcién dindmica muy elegante: dada
una imagen completa “objeto” .U. contenida en gl plano de refereﬁcia V', la
imagen transformada de U en el plano de referencia ‘l2 ge obtiene como sligue:

Llamenos E‘ y l-:z a las proyncéioms de vt ¥ Vo'2 en E. Dado un ;;unto ne U,
- este determina dos cosas; por una perté el punto x(m) & E y por la otra un
vector tangente a E en x(m) y, por consiguiente la tnica geodbiiu por =(m)
que tiene ese vector tangentc. La in&emcclbn de esta geod&slc-‘ con E (g1 es
que ésta existe) determina entonces un punto de E y un vector tangente L] E
por este punto, 10 que en conJunto dcterulnn un punto en V . ‘al que denotamos
T(m). Repitiendo este proceso para cada punto -de U obtenemos la l-pn
transformeda T{U) en el planc \_Iz-.

En términos de lﬁ ooord-nnm locales naturales de EyV. si
m=(x, ¥, "v Y &) EEEX A Ty ¥, s la Onica geodésica en E cuyo
vector tn.ant.o en’ !(I) = (x . ¥y z) es (1, y . z ). entonces T{n) es el

puntao de Vg definldo. por (vm- 1a ecuscién (4)):
,d'a "
RN PREACRIEACR AR JCRRE )
‘on donde x, o 1a coordenada en el 0,1; optice que determina a Ba'

A las transformaciones asi obtenidas (oomtrhidu con ayuda de un
importante objeto de las geometria Vrie—nniuna: el llamado flujo geodésico)

les llamaremos transformaciones oOpticas entre los planos l-:1 y Ez y uno de

nuestros objetivos sera caracterizar a estas transformaciones.
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Iv. El principlo de Fermat y el método de Hamilton.

Como explicamos en la seccién anterior, el problema de encontrar las
trayectorias de los rayos reales se reduce, en virtud del principic de Fermat,
a un problema estéandar del célculo de variaciones, cuya solucién se obtlene
resolviendo las ecuaciones de Euler-Lagrange para el iagrangiano L. Este‘es un
sistema de ecuaciones diferenciales de 2° orden y el método de Hamilton, que
describiremos a continuacién, permite trasladar este sistema a uno de primer
orden; es precisamente aqui que se encuentra el germen de\la geometria

simpléctica.

-Para ello, recordemos cémo son las ecuaciones de Euler-l.agra_nge para un
lagrangiano L(t, x, x'), donde x = (xl....,xn). y que determinan los extrema-

les de la funcional
(7) ' F(x) = Jtl.(t, x, x') dt

donde x, x° son funciones vectoriales de la variable real t. Las ecuaclones de

Euler-lLagrange se escriben entonces

aL_d aL]_ . '
(8) a—x';'—at[a—)q]—o H t1=1,...,n

Mediante la sustitucidén P, = 8ll. y la introduccion de la funcién
@ h=L ey - L
que hoy dia 1lamamos hamiltoniano del sistema, Hamilton trasladé el problema

de resolver las n ecuaciones de 2° orden de Euler-Lagrange en el sistema de 2n

ecuaciones de primer orden

@ gy % _ o

(10) at ~ 531 d at —  ox,
que se conocen Como ecuaciones de Hamilton para el problema variacional.
Regresande al caso particular de la optica geométrica, el mét.odo de

Hamilton nos lleva a introducir las variables
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sl ny’ -

p =—m= =

H

y . .2 $2,1/2
(11) 3y’ (1+y'°+2'7)
p =L nz'
z oz’ 1+ ¥.3 . z.z)uz

‘asi como el hamiltoniano
(12) lnp,y’d-pzz'-l. .

En este punto cabe hacer las siguientes ob§ervacioms:

Por una parté. py,n' y px/n pueden pensarse como “Senos directores” para
los rayos virtuales, de modo que desde un punto de vista fisico, remplazar
y', z' por py yp, es una manera de hacer intrinseca la ley de Sneil,‘que es
la que goblerna el fentmeno de la refraccién.

Por -otro lado. desde el punto de vista de la geometria diferencial, P, Y

P, deben pensarse en térmninos de formas diferenciales y no en términos de

vectores tangentes, ya que se obtienen a partir de y' y z' via la dualidad
inducida por la métrica definida por el indice de refraccién. Esta observacién
desempefia un papel fundemental en toda la discusion que sigue, ya que es
precisamente la estructura geométrica del haz cotangente la que nos peraitira
caracterizar a las transformaciones 6pticas. -
Reescribamos ahora l_o anterior en el contexto geométrico de la seccién
IIf ¢ ,
81 denotamos por v’ al haz R x T.Rz , el paso de y', 2z’ a L define
una transformacién @ : V — v’ , dada en coordenadas por: ' o
(13) O(x.y.z,y.z)-(x.q Q.p.p)
en donde hemos escrito ':ly yq, en vez de y y 2z para enfatizar que hemos
cambliado de’m aTI! Cabe hacer notarque la imageén de & no es todo V pues
2

se tiepe la desigualdad n > p + p , pero nbdulo esta restriccion, ! se

calcula. facilmente; de hecho:

P, P,
(14) y' = 2’ =
2 2 2,172 2 2 2,1/2
{n" - P, pz) : (n P, pl)
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via & podemds pensar a X, y, J, etc., como funcicnes definidas en V., en

particular, se tiene la sigujente expresién para el hamiltoniano H :
(15) H=-(n - p: -p:)“z

N_étese que, debido a la presencia del término nz. H no es una funcién
homogénea de las variables p; este hecho serd importante més adelante. Por
Gltimo, mediante @, consideraremos a las transformaciones oépticas como
funciones definidas en las fibras de V.

V. Estructuras simplécticas y de contacto.

El haz cotangente a una variedad Q, M = T.Q, posee una 1-forma diferen-—
cial canénica 00 e 9'(M), la cual, heuristicamente hablando, nos recuerda que
los puntos en’ T.Q son ellos mlsmos “formas diferenciales sobre Q".
Intuitivamente ao se construye comc sigue: si me€ My X € T'(M) es un vector
tangente a M en m, X se descompone en dos componentes X = xq + xp , donde Xq
es “"tangente a la base" y Xp es "tangente a.la fibra" (aunque en realidad sélo
Xp esta intrinsecamente determinada) y deflnimos eo(X) = m (Xq). En términos
de una carta de coordenadas locales para M alrededor de m, cada n en el
dominio cie esa carta se escribe n = (q, p) = (ql....;qn. pl,‘....pn),_ de modo

que podemos escribir p = El pxdqi, con dql_ la base -dual a a/aqi_. Asi, st

escribimos a X como: )
8

= 8 -
(16} X—Laxﬁi+&b‘ﬁ'—xq+xp
entonces se tliene
(_17) BO(X) = ):l P2, .

Por ello, la 1-forma canénica suele escribirse como
(18) 8, = {:‘p‘dql
No es dificil verificar que esta expresitn esta bien definida,

independientemente de la carta local que se haya usado para su definicién,

pero podemos hacer algo mejor: dar una expresién intrinseca para eo. Para
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ello, recordemos un importante conceptd. el de imagen recipr;oca (o como se
suele decir, pullback, usando el término en inglés) de una p-forma diferencial
bajo una funcién.

Sean entonces Q y N dos variedades y f: Q — N una funcién. Dado q € Q la
derivada de f en ¢, escrita qu. es una transformacién lineal  entre los

espacios vectorlales TqQ y T N; por dualidad se obtiene una aplicacién f.|‘I

f{q)
L] -
entre 'l'“q,N ¥ '?qﬂ. dada por

* -
’ f X} = H s T H
{19) v lq(n)( } n(quX) neT N XeTQ
y ésta se extiende de la’ manera natural a Ias_ funcionales p-lineales
alternantes:

[}
(20) - £ Mk, X)) = wDEX, . DEKD

para m € A’T:‘q)ﬂ ' xl....,xp € 'qu . Si permitimos que q varie obtenemos
entonces una transformacién
(21) | £ Py —f
que define el pullback de las f(.’rms diéferenciales. Obsérvese que £° opera en
sent ido recipfoco que £ (de ahi la temimlbgia pullback).
Una importante propiedad del pullback es que conmuta con la diferencial
exterlor ‘
(22) £'ag = d(£'e) . € e@PN) .
Como referencia para uso futuro, vamos asinismo a describir et pullback
en coordenadas locales: sl x = (x‘.....x) Yy ¥y = (yl,..;,y'-‘) son cartas loca

i
les alrededor de q y f£{q) respectivamente y

i

. RS |
1 1 1 »

(23) a=L a (y) dy, A...Ady
(LR T | »

es una p-forma en N escrita en esas coordenadas, el pullback de 3 por f se

escribe

(20) £ () = A of(0 ay, (0 AL Ay 0
ety B \ .

formula que usaremos mis adelante.
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Regresando a la 1-forma cantnica, si = denota la proyecciédn natural de

M=TQenQ, meMyXe T,(M) , 8 queda definida por la ecuacién

(25) 8 | (X) = m(Dx X)
o'a L] s
equivalentemente, - 00 queda definida por el hecho que para cada t-forma
£ €9 (Q
(26) €e, = ¢

{recuérdese que £ es una funcién de Q en T‘Q).

La diferencial de eo' que denctamos por w,, se llama la forma simpléctica
candnica de '[‘.Q y también desempefiard un papel muy importante en lo que sigue.
La 2-forma @y as{ definida posee varias propiedades muy especiales; en
particular, @, es una forma cerrada {de hecho exacta, por su misma definicién)
y es no degenerada, lo que quiere decir que si 4‘.()()1«:0 =0 entonc‘es X = Ob .
Estas propiedades, que definen lo que se llama una forma (o estructura) sim-
pléctica, se verifican facilmente si notamos que la escritura local de w, es

(2 0 = I, dp, Adq, |

La existencia de una forma simpléctica en una variedad impone fuertes
restricciones en la variedad; por ejenplo; las variedades simplécticas son
automaticamente de dimensién par y orlentables. En definitiva, podemos decir
que la existencia de una estructura sil;npléctica da una estructura rigida, pero
de una gran riqueza. ’

Analizemos ahora el papel que desempefian las construcciones anteriores
dentro de la 6ptica geométrica; las notaciones seran las de la seccién.
anterior:

En primer lugar, en vista de la ldentificacién v =R x T.Ra, cada fibra
de V‘ es una variedad simpléctica. Pero por otro lado, si bien en un haz
vectorial en general no existe a priond ninguna relacién entre las distintas
fibras y en particular, no tiene por que haber maneras privilegiadas de pasar

de una fibra a otra, en el caso del haz V' de la é6ptica geomértica, las
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trayectorias de los rayos reales determinan una “conexién" privilegiada entre
las distintas flbras. Esta cone)(_}@n es una estructura geométrica determinada
por la estructura simpléctica de las fibras y nos dara una caracterizacién de
las transformaciones épticas.

Aungue la idea intuitiva y la expresi6én final de la coﬁexibn son bastante
simples, la construccién precisa es un tanto compleja, ya que intervienen
simultaneamente E, V, v' asi como sus respecti\;os haces tangentes: en efecto,
sime V: es un punto en una fibra de V', A determina una Gnica geodésica que
pasa por su proyeccion en E y ésta se levanta,  primero a una secciétn de V y
luego, via &, a una secclién de v que es la que detefnina la conexién entre m
j las fi_bras cercanas a V:. Por lo anterior, conviene guardar en mente el
diﬁgrana de los levantamientos de la seccién II (figura 2).

A nivel infinitesimal (es decir, en términos de campos vectoriales y
formas (.ilferenclales en V.) el pr6éeso de conexlén se ve como sigue: dado el
punto m € v y la geodésica y € T(E) que ésta determina, denotemos por v al
vector tangente a y en x = x(m). El plano ortogonal a v en 'I‘xE. que denotamos
por Eo' determina a su vez un suberspacio \!0 de T_V de cli'nensi(m 4, es decir'..
de codimensiétn 1 en T.V, que son simplemente los vectores en '['_V que se
proyectan a Eo' Utilizando ahora a ¢ obtenemos un subespacio de T_V. también
de codimensién 1, al gque denotaremos ;l‘. De esta forma, obt.eneno.svunv haz de
rango 4 sobre V.. al que denotaremos G, que podemos pensar como .un subhaz de
™’

La estructura de \} es relativamente complicada, pero puede describirse
globalmente de una manera muy conclsa, utilizando un método insplrado
directamente del 4lgebra lineal, a saber, describir un subespacio de
codimension 1 >de un espacio vectorial como el nucleo (o kernel) de una
funciof:al lineal. la verslén global de esta construccioén, en la te‘t_mia de

variedades diferenciales, . es. describir un subhaz de codimensién 1 del haz
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tangente a una variedad como el kernel de una 1-forma diferencial 7; esto es,
como aguellos vectox;es tangentes que satisfacen la ecuacién UX)n = O,
En el caso de la optica geométrica, la forma de conexién que resulta es
(28) n, = pydqy + p:dqz - Kdx |,
pero antes de demostrar esto, hagamos las siguientes dos observaciones:

i) En priier lugar, ndtese que los dos primeros términos de M, Mo son
otra cosa que la 1-forma fundamental en cada fibra de V., lo que muestra el
papel central que desempefia la estructura geométrica de v .

Ud) Por otro lado, la forma de contacto es lo que se llama una forma
semibésica, 1o que intuitivamente significa que éblo aparecen dlferenciales de
las coordenadas de la base E (pensando, de acuerdo a nuestras convénclones. a
esta variedad como base del haz V’). Dicho de manera formal esto significa que
si llamamos 4 & la inclusién natural de E en V' usando (24) se tiene

(29) £ia) =pdy + paz - Hix |
en donde py, P, Y gse consideran, via j como funciones en E. En esta
expresion se observa la propiedad importante de las formas semlbasicas: n, ¥
4'(1;0} tienen esenclalmente .la misma expresion (recuérdese la ecuacién (13)).

La forma ", determina una desconposiclé.n de Tv' en el subhaz \7 descrito
arriba y un subhaz de TV' de rango 1, complementario a \7. el que de hecho co-
rresponde al kernel de la diferencial de m,- Convengamos entonces en llamar a
un vector tangente X no-vehfical si {X)m, = 0 y n -horizontal si L(denu' = 0.
Notemos que estas condiciones son mutuamente excluyentes. (Este tipo de
descomposicién horizontal-vertical mediante una 1-forma sélo es posible en

dimension impar y es lo que se llama una estructura de contacto. )

{Desde un punto de vista fisico, la foraa LA tiene también un significado
importante ya que si ¥ es un rayo virtual y ; denota su levantamiento a V.. el
pulliback de m, por 7 es

(;)'(noJ = (pyy’ + pzz’ - H)dx
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y comparando esta expresién con las férmulas (5) y (12) vemos que (;)‘("o’ es e
el "elemento de arco” del rayo virtual y. Es precisamente en este sentido que

m, s la forma natural de conexién en V..)

La afirmacién hecha arriba sobre la construccién de n, es ahora
consecuencia inmediata del sigulente resultado fundamental en Optica
geométrica y que, como hemos mencionado, se encuentra implicitamente en los

trabajos de Hamilton:

s

TEOREMA 1. Un naye mintual y es un naye neal ol y odle oi las wmectones
tangentes al lesantamienio 7 son no—mwm.
Demastracion: En virtud de lo dicho en la seccién III, basta con

demostrar que un campo vectorial X € I{V‘) es no-horizontal sl y sélo si

satisface las ecuaciones de Hamilton. Pero si

3 a 3 a 3
K=z +bo—+Cca—+d—*+e€ —
ax aqy aqz apy apz

es un campo vectorial no—horizontal, entonces L(X)‘no # 0 implica
all—pyb-pzcto

Combinando esto con la no homogeneidad de H en las variables p (ecuacién

(12}), el teorema de Euler implica a % O y, ya que sblo nos interesan vectores

tangentes a rayos virtuales, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

a = 1. De aqui resulta inmediataxente que la ecuacién L(X)dno =0 équlvale al

sistema
o8 84
d=- — e = - —
aqy aqz
8K 3N
b= — C = o
8py apz

que son precisamente las ecuaciones de Hamilton, Como este argumento

evidentemente se puede leer en la otra direcci6n esto prueba el teorema.
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VI. Transformaciones 6pticas y simplectomorfismos.

Para cerrar el circulo de ideas, en esta ultima secclén veremos cémo las
transformaclones épticas pueden caracterizarse como aquellas transformaciones
que respetan la estructura simpléctica de las fibras de V.; es decir, como

aquellas transformaciones T : V: - V; que satisfacen
(30) To =w R

donde CAR AN denotan las formas simplécticas de V: y V; respectivamente. En
la literatura de fisica a estas transformaciones se les ha llamado

tradicionalwente transformaciones canénicas, pero en matematicas, motivados

por la teoria de categorias, se les llama simplectomorfismos.

Con el fin de ilustrar las técnicas de la geqnetria simpléctica daremos
dos demostraciones del siguiente  resultade, que caracteriza a las
transformaciones dpticas:

TEOREMA 2: 9eanE1gE2¢ibmchqV;yv;tavampondLeiwtihwa
dev" Yina tanaformacion T : V:qv;dquwunat/uum&mmcu‘mbptwaenm

: R » - '
E‘ 4E2uq,ob£oue4unm£ectanm&mdevl_avz.

Demoaatraclén 1: Sea X el campo vectorial que define a T. En virtud del

teorema 1, X es n")-horizont.al. esto es i.()(__)dnO = 0. Por consiguiente dn es

invariante bajo X, ya que en efecto, de:(2)
2 . _
lxdno = i(X)d 0, * d(c(x)dnol =0

ya que ambos sumandos se anulan. Pero la restriccién de d'no a cada fibra V: es

precisamente w Y esto completa la primera demostracién.

Demootnacidon 2: Esta demostracién estd adaptada de [5], cuyo argumento

requiere sin embargo de una pequefia mgdificacibn.

Consideremos una imagen U & V: y sea  su proyecciédn en ]51 y llamemos TR

a la imagen de Q en Ez' Sea ahora Q el s6lido (tridimensional) en E generado
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por @, TQ y todas las geodésicas entre estas dos superficies, que se usan para
la definicién de T. La frontera de Q, 8Q, es entonces una superficie contenida
en E. Aplicando el teorema de Stokes a ,i.(dno) y ;'[dzno) se obtiene
R * 2
[ Fwnp = [ JtePny =0
aQ Q
pero por la construccién de Q
» »
[ #any = [ Fany - [ tany
a8Q ™ 4
- » .
= jm fw) - In Fw) .
de donde
[ Fwp = [ Ffwp
T Q
¥y por lo tanto
J' i) = | )
Q Q
y como esto suceée para toda region I se sigue que
: -Tt( ) _ K )
T () = 4 (0
y, puesto qu m, es semibasica, esto equivale a T.[ua) = (“’1]' que es la conclu
sién deseada. (La modificacién a la prueba de [5]1 consiste precisamente en .
argumentar con los pullbacks bajo 4 de las formas en V', modificacién
necesaria porque las imagenes completas son de dimensién 4, de modo que no se

aplica directamente el teorema de Stokes a la 2-forma d'nn.)
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