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El Teorema de Sylvester

Bernardo Abrego Lerma

1 Introduccién

“Considérese un conjunto finito de puntos en el plano con la propiedad
de que la recta que pasa por dos puntos cualesquiera contiene a un
tercero. jDeberdn estar todos los puntos sobre una misma recta?”

Hace més de cien afios Sylvester (1893) propuso este problema. En
aquella época no se encontré ninguna solucién satisfactoria, y el proble-
ma, parecié ser relegado al olvido. Cuarenta ainos después (1933) Paul
Erdos lo sacé a la luz como una conjetura en su forma contrapuesta:

“Si un conjunto finito de puntos en el plano no esta sobre una linea
recta, entonces hay una recta que pasa por exactamente dos puntos”.

Erdds en 1982 escribié al respecto “esperaba que el problema fuera
sencillo, pero para mi gran sorpresa y desencanto no pude encontrar una
demostracién”. En 1943, Erdos propuso el problema en “The American
Mathematical Monthly” adn sin saber que ya habia sido propuesto
cincuenta afos antes, y al afio siguiente aparecié impresa la primera
solucién del mismo por Gallai.

El objetivo de este trabajo es mostrar algunas de las pruebas que
se conocen del ahora Teorema de Sylvester-Gallai, haciendo énfasis en
la diversidad de técnicas que se han usado para su solucién; también
se plantea c6mo generalizar el problema hacia conjuntos determinados
por un nimero finito de puntos y se resuelve el problema con circulos
y vértices de tridngulos equilateros.
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2 Las pruebas del Teorema de Sylvester

Definiciones: Sea P un conjunto finito de puntos en el plano, se
llamaréd recta conectora a aquella que una dos puntos de P, y recta
ordinaria a aquella que pase por exactamente dos puntos de P.

En funcién de las definiciones anteriores, el Teorema de Sylvester es
el siguiente:

Teorema 1 (Gallai, 1944) Cualquier conjunto finito P de puntos,
no todos colineales, determina al menos una recta ordinaria.

Demostracion 1 (Gallai, 1944): Escdjase un punto p; € P. Si p; cae
en alguna recta ordinaria el teorema es cierto, por lo tanto se supondré
que p; no cae en ninguna recta ordinaria. Proyéctese p; a algin punto
al infinito (nétese que las proyecciones preservan las relaciones de inci-
dencia), y considérese ahora el conjunto de rectas conectoras que pasan
por pp; todas éstas son paralelas entre si, y cada una de ellas contiene
por lo menos dos puntos de P ademads de p;. El resto de rectas conec-
toras (las que no pasan por p, ), son transversales a las anteriores y por
tanto forman un cierto d4ngulo con el haz de rectas paralelas por p;. Sea
s la recta transversal conectora que forma el menor de dichos dngulos
(ésta existe, pues sélo hay un niimero finito de rectas conectoras, Fig.
2.1.A). Supéngase que s tiene por lo menos tres puntos de P; po, p3
Y P4, y ademds p; esté entre p; y py (Fig. 2.1.B). La recta conectora
por pi1ps no es ordinaria, por tanto contiene algin otro punto ps € P, y
entonces alguna de las rectas pops 6 pyps formaria un 4ngulo menor con
el haz de paralelas que el que forma s. Por lo tanto s tiene exactamente
dos puntos de P, es decir, es ordinaria como se queria demostrar. ®

La siguiente prueba es particularmente simple y totalmente eucli-
diana.

Demostracion 2 (Kelly, 1948): Sea P un conjunto finito de puntos no
todos colineales, y sea S el conjunto de rectas conectoras determinadas
por P. Por cada punto p € P y cada recta s € S que no pase por
p, sea d(p, s) la distancia euclidiana de p a s . El conjunto de todas
estas distancias es finito, ya que tanto P como S lo son; por lo tanto
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Figura 2.1: Primera demostracion.

hay una de éstas que cumple ser la menor. Sea p* € Py s* € S una
pareja que satisface tener dicha distancia es minima. Se afirma que s*
es ordinaria, ya que de lo contrario s* contendria al menos tres puntos
de P, de los cuales por lo menos dos caerian en un mismo semiplano
determinado por p*q, con q el pie de la perpendicular a s* por p*; sean
estos puntos p; y p; con p; entre q y p; (Fig. 2.2.A) 6 p; = ¢ (como en
Fig. 2.2.B). En ambos casos la distancia de p, a la recta conectora p*p,
seria menor que d(p*, s*) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto s*

es ordinaria y el teorema queda demostrado. [ |
q P1 P2 5 q=p1 P2 5t
P (A) P (B)

Figura 2.2: Segunda demostracién.

Demostracion 3 (Steinberg, 1944): Sea P un conjunto de puntos no
todos colineales, y sea S el conjunto de rectas conectoras determinadas
por P. Sea p € P, si p cae en alguna recta ordinaria el teorema queda
probado, por lo tanto se supondrd que p no cae en ninguna recta or-
dinaria. Sea £ una recta por p que no pase por ningtin otro punto de
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P, las rectas en S que no pasan por p intersectan a ¢ en los puntos
z1,Zg, ..., Tk, supdngase, sin perder generalidad, que el segmento pr,
no contiene a ningun otro z; (Fig. 2.3.A). Sea s € S una recta que
pase por z;, (Fig. 2.3.B). Entonces s es ordinaria, pues de lo contrario
habria tres o mds puntos de P en s. Némbrense p;, po y p3 a dichos
puntos de tal forma que p; y z;, queden separados por p; y p3 (Fig.
2.3.C). La recta conectora pp; contiene otro punto de P (recuérdese que
p no cae en ninguna recta ordinaria), sea este punto p,, ahora alguna de
las rectas conectoras paps 6 psps intersectaria a £ en el segmento “pro-
hibido” pz1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto s es ordinaria y

el teorema queda demostrado. »
z3
T2 Ty T ps
S S P
z1
P P p
Tk
Lo(A) L (B) L (o)

Figura 2.3: Tercera demostracion.

Esta demostracién tiene la virtud de ser una prueba elemental, en
el sentido de que el teorema habla de incidencia de puntos y rectas,
y la demostracién sélo utiliza estos elementos, a diferencia de las de-
mostraciones 1 y 2 en las que se usa el concepto de angulo y distancia
respectivamente.

La prueba que sigue muestra como el Teorema de Sylvester se de-
duce a partir de un hecho conocido sobre mapas en la esfera.

Demostracidn 4 (Steenrod, ?7): Se probara primero la siguiente propo-
sicion acerca de mapas en la esfera: Dado un mapa finito en la esfera
donde cada cara tiene tres o mas lados existe un vértice con valencia
menor que seis (la valencia de un vértice es el nimero de aristas que
inciden en él).
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Si V denota el nimero de vértices del mapa, A el nimero-de aristas,
y C el nimero de caras; se tiene la relacién de Euler:

V-A+C=2 (1)

Ahora, como cada cara tiene.por lo menos tres aristas, y cada arista
estd en exactamente dos caras se tiene que:

3C <24 2)

Supéngase que la valencia de cada vértice es mayor o igual que seis.
Como cada arista contiene exactamente dos vértices, entonces:

6V <24 (3)
De (1), (2) y (3) se sigue que:
12=6(V-A+C)=6V —6A+6C <24—6A+4A=0

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto existe algin vértice con
valencia menor que seis.

Piénsese el Teorema de Sylvester en el plano proyectivo y en su
forma dual, es decir: “Dado un conjunto de rectas en el plano proyec-
tivo, no todas concurrentes, existe un punto que cae precisamente en
dos rectas”. Considérese ahora el plano proyectivo como una esfera
identificando antipodas, y obsérvese que la identificacién no contribuye
en nada al problema; el planteamiento equivalente queda como sigue:
“Dado un nimero finito de circulos maximos en la esfera, no todos con-
currentes, existe un punto que cae exactamente en dos circulos”. De ser
falso el enunciado anterior, los circulos maximos generarian un mapa
en la esfera donde cada vértice caeria por lo menos en tres circulos
maximos, es decir, cada vértice tendria valencia por lo menos seis; lo
cual es imposible como se probd anteriormente. Por lo tanto el enun-
ciado es cierto y el teorema queda demostrado. [

3 Otros problemas tipo Sylvester

Sea R una propiedad sobre conjuntos del plano, y sea S una coleccién
de subconjuntos de E? (El plano euclidiano), tal que cualquier conjunto
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P de n puntos que cumpla R est4 contenido en algin elemento de S; y
ademas n es el maximo natural con esta propiedad.

Ejemplos:

1) R =0, S el conjunto de todas las rectas del plano y n = 2 (i.e.
cualquier conjunto de dos puntos estd contenido en una recta,
pero no cualquier conjunto de tres lo est3).

2) R la propiedad de no tener ternas colineales, S el conjunto de todas
las circunferencias en el plano y n = 3 (i.e. cualquier conjunto de
tres puntos no colineales estd contenido en una circunferencia, y
no cualquier conjunto de cuatro puntos lo estd).

Bajo estas consideraciones se puede plantear el siguiente problema:

Problema: Sea P un conjunto finito de puntos en el plano que cumple
R, y que ademés para cada subconjunto de n puntos de P hay otro,
de forma que los 7+ 1 estdn contenidos en algin elemento de S. ;Ser
cierto que todo P estd contenido en algin elemento de S?7

Noétese que si R, S y n son como en el ejemplo 1, entonces el pro-
blema resulta ser el Teorema de Sylvester. Si R,S y n son como en
el ejemplo 2 el problema es cierto, y Motzkin (1951) fue el primero
en dar cuenta del hecho, el problema con S el conjunto de cénicas
no degeneradas (elipses e hipérbolas), n = 5 y R cierta propiedad que
garantiza que cualesquiera cinco puntos esten contenidos en una cénica,
fue resuelto por Wiseman y Wilson (1988); mientras que el problema
con S el conjunto de pardbolas, n = 4 y R cierta propiedad anéloga,
permanece abierto.

A continuacién se resolvera el problema con R,S y n como en el
ejemplo 2, y también con S el conjunto de todas las ternas que son
vértices de tridngulos equilateros, R = § y n = 2. Adicionalmente se
probara que el problema con S el conjunto de todas las ternas de puntos
que son vértices de tridngulos is6sceles semejantes a uno dado, R = 0
y n = 2 es falso, excepto que el tridngulo dado sea equildtero.

Teorema 2 (Motzkin, 1951) Para cualquier conjunto finito de pun-
tos no tres de ellos colineales, y no todos sobre una circunferencia, hay
una circunferencia que pasa por exactamente tres de ellos.
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Demostracion Sea P un conjunto finito de puntos en E?, |P| > 4 pues
de lo contrario P no cumple las hipétesis. Sea C el conjunto de todas
las circunferencias determinadas por ternas de P. Témese p € P, y sea
C, C C las circunferencias de C' que ademds pasan por p (Fig. 3.1),
notese que P C C, y que ademds todo punto de P es interseccién de
por lo menos dos circunferencias de C,. Inviértase el plano con respecto
a alguna circunferencia arbitraria con centro en p (Fig. 3.1). Sean P’y
C, las imdgenes de P y C, bajo la inversién. Como C, es un conjunto de
circunferencias que pasan por el centro de inversién, entonces C, es un
conjunto de rectas que coincide con ser el conjunto de rectas conectoras
determinadas por P’; por lo tanto por el Teorema de Sylvester existe
¢ € C, que contiene sélo dos puntos de P' y entonces ¢ (la imagen
inversa de ¢’) es una circunferencia que pasa por p y por tnicamente
otros dos puntos de P. Probandose asi el Teorema. [ |

o
X

Teorema 3 (Abrego, 1994) Si P es un conjunto finito de puntos en
el plano con la propiedad de que por cada dos puntos de P hay otro, de
forma que los tres son vértices de un tridngulo equildtero; entonces P
tiene tres elementos.

Figura 3.1:

Demeostracién Supéngase que P tiene mas de tres elementos. Sean X
y Y dos puntos-en P a distancia maxima, por hipétesis hay Z € P
tal que AXY Z es equildtero. Como la distancia maxima entre puntos
de P es igual al lado del tridngulo AXY Z entonces P estd contenido
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en el tridngulo de Reuledux con vértices XY Z. Sea W el centroide de
AXY Z, considérense las regiones ZXW, XYW y YZW (Fig. 3.2.A);
por simetria se puede suponer que hay un cuarto punto V € P en la
regiéon YZW. Sean V; y V, los dos puntos en el plano que cumplen
que los tridngulos AXVV;, y AXVV; son equildteros y sean Z,ZW;,
y YY,W, las regiones obtenidas de rotar la regién ZY W desde X, 60°
y —60° respectivamente (Fig. 3.2.B). Como (VXV; =60° y |XV| =
| X V1| entonces V; estd en la region Z, ZW;, andlogamente V, est4 en la
region YY,W,. Dado que la recta W1Z es tangente al arco XZ en Z,
y la recta W2Y es tangente al arco XY en Y se tiene que las regiones
Z1ZW,, y YY,W, intersectan al tridngulo de Reuledux XY Z en los
puntos Z y Y respectivamente. Por lo tanto ni V; ni V; estdn en P, y
entonces la pareja XV no cumple con la hipétesis, contradiciendo asi la
suposicién de que P tiene mas de tres elementos. Por lo tanto P tiene
tres elementos. [

(A)

Figura 3.2:

Observacion: El teorema sigue siendo valido si P es un conjunto com-
pacto de EZ. P

Observacion: Si T es un triangulo isésceles con angulo desigual o
(o # 60°) existe un conjunto P de cinco puntos con la propiedad de
que por cada dos puntos de P hay otro, de forma que los tres son
‘vértices de un tridngulo semejante a T' (Fig. 3.3).
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a < 60° a > 60°

Figura 3.3:
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