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MOTIVANDO UN PRODUCTO ESCAIAR

Por Humberto Madrid de la Vega*

Sea V un espacio vectorial scbre R (el campo
de los nUmeros reales). Un producto escalar sobre V
es una funcidn ( }:V xV —=R que satisface las si=-

guientes propiedades:

{(a) (xX,x)>0 , ((i,%x) =0 siysolosi x=20
()  Gty) = (y.x)

(c) {Lax + Bx',y) = alx.y) + pix',y)
para todo x, x', yE€V ¥y o.,B€R.

Dos de los ejemplos mas comunes de producto escalar

son:
n n
1) Sea V = R y (x,¥v) = £ X.,y.
. i=l j R

si x = (Xyseeix ) 7 ¥y = (¥yreeery)

2) Sea C el espacic vectorial de funciones

[a;bj

continuas f:[a,b] - R. S8i £, g Ec[a,b] . Sea
(£,9) = [° £0x) g(x) ax
a
Observese que si Xk = (kl,...,kn) es un vector

no—-cero de Rn tal que ki;30 para toda i=1,2,...,n,

n
la funcidn (x,y)k = T kixiyi define un producto
i=1 ‘

* Profesor de Carrera de la Facultad de Ciencias, UNAM.



- 21 -

escalar en R'. En particular si ki = 1 para toda
i=1,2,...,n, se obtiene el producto escalar usual
en R° (ver ejemplo 1); y si k es un real no-cero,
. s n
? = ki para toda i, se tiene que <X’Y)k = .E k XY, =

i=1
k(x, y) define un producto escalar en R° ( (x, v¥)

il

denota el producto escalar usual en Rn).

La presente nota tiene como objeto motivar el
producto escalar del ejemplo 2) a partir de la obser-~

. o~ .
vacion anterior.

Sea al,...,aﬁ un nﬁmefo finito de puntos distintos
de R y sea -Vn el conjunto de las funciones
f:[al,...,an}-—~R. Vn es'un espacio vectorial de
dimensién n sobre R (una base estd dada por las
funciones fi(ai) =1, fi(aj) =0 i# 3, i=1,2,...,n))
el cual bajo la co;respondencia Vﬁ——>Rn

f——~»(f{a1),...,f(an)) es isomorfo a R .

51 k = (kl,...,kn) # 0 es un vector fijo en Rn.

con ki;:O para toda i, la funcién (f,g)k =

n _
T k.f(a,)g(a,) define un producto escalar en V .
. i™t7i i n
i=1
Sea c[a b el espacio vectorial del ejemplo 2,
a = Xy,.c00x =D una particién de [a,b] y sea v

el espacio vectorial de funciones ¥ 1las cuales son
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sstriceidn a {x.,...,X je element .
res A { 1’ . n} de elementos de Cra,b]

(ver figura 1). T
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Cbsérvese gque desde un punto dg'vista informal,

si n "crece", f’evn se aproxima a £ vy por lo tanto

A

Y se "parece" mas a V.
n

n
Sea AX el vector de R cuyas coordenadas son

AXi = xi—-xi 1 Asociado a este vector se tiene el

~ n
producto escalar en vn. (f;g)A}{ = iflfxxi)g(xi)AXﬁ

La parte de la derecha de €sta expresidn es una aproxi-—

. - rb - * .
macidn a J f(x)g(x)édx y si n- ==, irejor es la
a
aproximacién a la integral.

asi, resulta natural definir en el pro-

“[2,b]

ducto escalar como expresado en el ejenplo 2.



