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1 Introduccién

Las células del tejido animal requieren de una gran variedad de proteinas y otras macromoléculas
del fluido extracelular. Esto facilita su nutriciény regulacién de funciones bésicas. En la membrana
celular existen familias de moléculas conocidas como receptores supetficiales, las cuales le permiten
reconocer las diferentes moléculas de importancia biolégica y distinguirlas entre si. Los receptores
realizan sus funciones combindndose con otras moléculas extracelulares espectficas llamadas
ligandos. Por ejemplo, en las membranas de los fibroblastos, células del tejido conectivo humano,
podemos encontrar receptores que interaccionan con 1a hormona insulina, otros que se acoplan con
lipoproteinas de baja densidad (LBD) portadoras de colesterol, y algunos otros receptores que se
acoplan a otro tipo de moléculas. (Maxfield et al., 1978; Goldstein et al, 1979). En algunos casos,
el ligando deberd ser transportado al interior de la célula para proporcionar alguna substancia
necesaria, 0 para garantizar el funcionamiento celular. En otros casos, aparentemente el solo
acoplamiento ligando receptor es suficiente para provocar una determinada respuesta en la célula.

En virtud de 1a importancia de los receptores superficiales en el mantenimiento y 1a coordinacién
de los procesos celulares muchos, problemas en biologfa celular requieren de un entendimiento
adecuado de su comportamiento y de la mecénica de las interacciones ligando-receptor. En la
mayorfa de los problemas planteados, es necesario calcular ¢l tiempo promedio de captura para una
particula en difusién por una estructura celular de absorcién, en la cual los acoplamientos
ligando-receptor son atrapados antes de ser internados mediante invaginacion, Dichas regiones de
absorci6n se manifiestan en la superficie celular como pequeiias depresiones con un recubrimiento
proteinico que facilita la agregaci6n de los referidos acoplamientos. Las depresiones recubiertas
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son regiones de alta especializacién y aparecen en las membranas de la mayorfa de las células
animales. En lo sucesivo las llamaremos también simplemente "trampas". Las particulas en difusi6n
que consideraremos son los llamados receptores para lipoproteinas de baja densidad (LBD) . Las
particulas de LBD proveen a la célula del colesterol requerido para su funcionamiento. También
juegan un papel importante en la regulacién del metabolismo de dicho compuesto.

El conocimiento de la trayectoria de las particulas LBD proporciona elementos para entender et
metabolismo adecuado del colesterol y sus aberraciones las cuales generan padecimientos cardi4cos.
En un contexto m4s general, el estudio de la internaci6n de 1a LBD nos permite entender el proceso
conocido como "Endocitosis Via Receptores" (EVR), mecanismo mediante el cual la célula
transporta a su interior ligandos acoplados a receptores superficiales.

Debido a las razones arriba expuestas el proceso de internacién de 1a LBD se encuentra sqmetido
a intensas investigaciones experimentales. Uno de los aspectos de la EVR para la LBD que han
recibido mds atenci6n es el que trata de caracterizar el movimiento de los receptores hacia las
trampas. Algunos bidlogos celulares (Goldstein y Brown, 1977) suponen que su rnovimiento en la
superficie celular es inicamente por difusi6n. Otros, (Bretscher, 1980) sugieren que los receptores
oajo consideraci6én poseen un coeficiente de difusién tan bajo, que el transporte por difusién seria
insuficiente para explicar las tasas de agregaci6n que se han observado. llustraremos la manera en
la cual el uso de modelos matemiticos permite investigar la viabilidad de hipétesis sobre el
movimiento de los receptores hacia las trampas. Nuestro trabajo estd basado en resultados
preliminares presentados en Goldstein Wofsy y Bell (1981).

En la seccién 2 discutiremor ¢l sisterna biolégiro con més detalle, en 1a seccién 3 presentaremos
modelos matemdticos para el caso en el cual las trampas permanecen fijas en la membrana celular,
como predmbulo al tratamiento del problema en el cual las trampas poseen un comportamiento
aleatorio. En la secci6n 4 introduciremos un modelo matem4tico para estimar el tiempo promedio
de captura de particulas en difusién en un ambiente con miiltiples trampas que aparecen y
desaparecen continuamente siguiendo un patrén estocéstico. Usaremos los resultados generados
por el modelo para aportar informacién sobre la caracterizacién del movimiento de los receptores
hacia las trampas en fibroblastos humanos.

2 La endocitosis via receptores.

La lipoproteina de baja densidad LBD transporta aproximadamente dos tercios del colesterol en
el plasma sanguineo. (Brown y Goldstein 1979). Las células requieren colesterol pues es un
componente esencial de la membrana celular. Este a su vez representa un peligro potencial pues
sus moléculas son insolubles y pueden acumularse en las arterias. Las particulas de LBD
proporcionan un arreglo soluble que transporta a la célula colesterol del higado y los intestinos
através del torrente sangufneo. Elniicleo de una particula simple de LBD contiene aproximadamente
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1500 moléculas de colesterol. Una descripcién de la estructura de 1a LBD aparece en la Figura (1).

En los sere humanos la endocitocis via receptores para la LBD ocurre en las células fibrobldsticas
del tejido conectivo.

Fig. 1 Una particula de LBD tiene un niicleo de 1500 maléculas de colesterol esterificado. El niicleo
esti rodeado por una membrana compuesta de 800 moléculas fosfolfpidas y 500 moléculas de
colesterol. El receptor para 1a LBD es una cadena de glicoprotéina con carga negativa y con un peso
malecular de 164,000 Daltons. El receptor sc adhicre a la particula de LBD mediante el acoplamiento
con una maolécula de apoprotéina B.

Como casi 1a totalidad de las células de los mamiferos, los fibroblastos poseen en sus membranas
grandes cantidades de receptores LBD. Un fibroblasto humano, en condiciones normales puede
poseer hasta 50,000 receptores (Brown y Goldstein, 1979). En condiciones experimentales,
contfnuamente, cerca de las dos terceras partes del niimero total de receptores LBD en fibroblastos
humanos se localizan en depresiones sobre la superficie celular, cuya coneccién con el sector
citoplasmético de 1a membrana est4 constituido por una cubierta de 1a proteina Clatrina (Pearse
1975). Dichas depresiones recubiertas o trampas representan los sitios de internacién de moléculas
biolégicamente importantes. Los receptores se acumulan en las trampas de manera independiente
como en el caso de 1a LBD o bien en acoplamientos con ligandos como en el caso de algunas
hormonas, y el caso de las propias particulas LBD. Posteriormente, los receptores son transportados
al interior de la célula, conjuntamente con los ligandos presentes mediante vesfculas cerradas
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formadas en la invaginaci6n de las trampas. Despues de la internacién, las LBD son transportadas
a los lisosomas donde son degradadas para liberar el colesterol que transportan (Brown y Goldstein,
1976a) y los receptores LBD son reciclados a la superficie (Anderson Goldstein y Brown, 1977).
Una ilustracién del modelo conceptual para la EVR asociada a la LBD aparece en la Figura (2).
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A nivel celular, el colesterol derivado de las LBD tiene diversas funciones. Representa un
componente fundamental en la construccién de la membrana y sirve como sustrato para la
sintetizacién de hormonas esteroides. También controla un complicado sistema retroalimentador
que estabiliza el nivel celular del mismo. El control se ejerce en por lo menos tres formas diferentes:
inhibicién de una enzima que promueve la sfntesis del colesterol, activacién de una enzima que
promueve la esterificacién del colesterol libre y finalmente por la inhibicién de la sfntesis de los
receptores LBD.
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Se han identificado un gran nimero de mutaciones que causan e! funcionamiento defectuoso de
a5 receptores LBD y consecuentemente la internacién deficiente de la LBD. La enfermedad
asociada a la predisposicion genetica que causa el funcionamiento deficiente de los receptores LBD
se conoce como hipercolesterolemia familiar. Se caracteriza por altas concentraciones de LBD en
la sangre y por la depositaci6én del colesterol en las arterias y tendones. Esta anomalfa se conoce
como ateromatosis y el caso homozigoto de la enfermedad conduce a ataques cardidcos agudos
durante la infancia (Goldstein y Brown, 1979).

3 Modelos Matematicos preliminares

Las interacciones moleculares pueden concebirse como un proceso que involucra al menos dos
etapas. Primeramente, las moléculas deben encontrarse, luego dependiendo de su geometria y
estructura quimica, el acoplamiento se lleva a cabo por la accién de fuerzas fisicas. El agregado
puede ser reversible o esencialmente irreversible. Si una o ambas moléculas interactuantes se
encuentran en difusién, entonces el médximo valor que la tasa de acoplamiento puede obtener viene
dado por la tasa a la cual ocurren los encuentros.

A menudo es interesante saber si una reaccién molecular es controlada por difusién, esto es, si

est4 ocurre tan pronto como las particulas en difusién se encuentran. El valor &, , asociado al control
por difusién para la constante de velocidad de agregacién k, de una interaccién molecular, es el
valor promedio-del nimero de encuentros entre las moléculas en difusién. Al ndmero ;. se le
conoce también como limite difusivo de k,. El conocimiento del valor del limite difusivo k,;, nos
permite obtener informaci6n sobre la dindmica de la interaccién molecular en estudio. Por ejemplo,
si el valor experimental de la constante de velocidad de agregacién es mayor que &, concluiremos
que las particulas se han puesto en interaccién por algin proceso més activo que la difusién.

El obtener el tiempo promedio , para que una particula en difusién se encuentre con otra particula
también en difusién o con un cuerpo absorbente estacionario, nos permite calcular el valor del limite
difusivo k, . Para obtener la relaci6n entre #, y k,. obsérvese que si T es el tiempo promedio para

que ¢l niimero total de particulas sean capturadas por un cuerpo absorbente, entonces €l promedio
de particulas capturadas por unidad de tiempo serd T/t,. Como k. es la constante de velocidad de

agregacién por difusién de una particula en un tnico cuerpo absorbente si tenemos p cuerpos
absorbentes por unidad de 4rea se tendré que:

de donde se concluye que

k.,=— 3.1).
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Entonces si se requiere calcular el limite difusivo de la constante de velocidad de agregacion el
problema por resolver consiste en calcular el tiempo promedio de captura para una particula en
difusién.

Un procedimiento alternativo para calcular k4, es el llamado método de flujo. El valor de &,

para la interaccién de dos particulas esféricas en difusién en un espacio tridimensional fue calculado
usando este método por Smoluchowsky en 1916. Su resultado se basa en la teoria de Einstein sobre
¢l movimiento Browniano, la cual usando la ley de Fick establece la ecuacién de difusién

X _pvc

ot
enla cual C(x,y,z,t) representa la concentracién de particulas en difusién en una vecindad del punto
(x,y,2z) y al tiempo t y D es el coeficiente de difusién. Para ilustrar el método de Smoluchowski,
consideremos un cuerpo esférico absorbente de radio g, inmerso en un medio que contiene partculas
en difusién . (véase figura (3)). Suponiendo que las pariculas son atrapadas permanentemente, se
generard sobre su superficie de la esfera un flujo neto de particulas. Entonces podemos definir el
limite difusivo k,, como el flujo de particulas que se adhieren a la rampa por cada unidad de

concentracion de las mismas.

Fig. 3 Smoluchowski consideré un cuezpo esférico absocbeate de radio a inmerso en un medio que
contenia particulas co difusién. Una particula que al iempo t=0 a una pagicién 7 del ceatro
de la esfera absorbente dearnbala libremente bajo a influencia del proceso de difosién y sin ningiin
otro factor que controle su movimiento hasta que es atrapada.
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Smoluchowski abordé el caso de estado estable en la concentracién de particulas en difusién.
Esto se logra manteniendo un valor fijo para la concentracién en infinito, y usando una condicién
de frontera de absorcién sobre la superficie de la esfera. Suponiendo la existencia de un dnico
cuerpo absorbente de radio @ y en virtud de la simetrfa esférica, Smoluchowski introdujo para la
concentracién C(r) de particulas a una distancia r del cuerpo absorbente, el siguiente modelo:

DVC=0 (3.2)
C()=0 (3.2a)
Cleo)=C_ (3.2b)

Donde D es el coeficiente de difusién y C. una constante positiva. Usando la expresién
tridimensional del laplaciano en coordenadas polares y tomando en cuenta la simetrfa inherente se
tiene equivalentemente

Cuya soluci6n se expresa como

C(r)=C_( -%} asr<oo

usando este resultado se puede expresar el flujo de particulas hacia el cuerpo absorbente como

[flujo haoia la trampa] = [4rea de la chmlD[%C;' |,..]

C
= 4ua’1)(.—';'i |,=,)
r

=4maDC,,

El limite difusivo de la constante de velocidad de agregacién que se definié como el flujo hacia
la trampa por unidad de concentracién de particulas en difusién. Se expresa entonces como

k;,=4nDa - (33).

Usando en 1a ecuacién (3.1) el valor dado por 1a ecuacién (3.3) para el limite difusivo se obtiene
un tiempo promedio de encuentro
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3

“=3ba

parauna particula que se mueve con un cocficiente de difusién D y un cuerpo absorbente estacionario
de radio a. Este resultado supone que la densidad de estructuras de absorcién es de una por cada
esfera de radio b

La difusién molecular sobre superficies celulares es un problema bidimensional, y en este caso
la ecuaci6n (3.2) sujeta a las condiciones de frontera (3.2a) y (3.2b) no tiene solucién. Adam y
Delbruck en 1968, calcularon el tiempo promedio necesario para que un ligando en difusién en un
disco de radio b encuentre un receptor circular estacionario de radio a localizado en el centro del
disco (véase figura 4).

Fig. 4 El esquema de absorcién molecular de Adam y Delbruck, liamado de reduccién de dimensié
consistia en Ia agregacién preliminar de las moléculas en una esfera o cilindro que representaba la
membrana exterior de una céinia o bacteria. Las moléculas eran de este modo sustrafdas de un medio
en ¢l cual el cuerpo absorbente se encontraba inmerso. Posteriormente las moléculas en difusién sc
mfu-(mnmmnohwﬂuqmmmﬁammdmmndomm,ﬁmﬂmmmeglom
membrana interior de especializacién donde las moléculas eran atrapadas permanentzmente. Se
considerabe que estc mecanismo de reduccién de dimension haca més eficiente el pre de abeorcit
de moléculas de relevancia bioldgica para la célula.
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Adam y Delbruck consideraron que la concentracién al tiempo t, C(r,t) de particulas que se
difunden en el interior del anillo @ <r <b satisface el problema de frontera

pvc=5, £20 | 34
Cr,0=C, (3.4a)
Ca,n)=0 (3.45)
aC

> l,.s=0 (4.3c)

Donde D es el coeficiente de difusién bidimensional y C, una constante positiva.

El nimero P(t) de particulas que permanecen en difusién en el anillo al tiempo t se obtiene
integrando sobre las coordenadas espaciales la solucién C(r.t) al problema arriba planteado, Esto
es,

P@) = fcav
v

donde V representa el espacio de difusi6n.
Fl tiempo promedio de permanencia de una particula en el espacio de dxfus16n, es decir el tiempo
promedio requerido para que una particula alcance el cuerpo absorbente se definié como

(AP0
T—J(; ‘dz{l p(O)}“‘ 3-3)

Nétese que la expresion entre paréntesis en la integral es la derivada de la fraccién de particulas
que tienen un tiempo de permanencia en el anillo menor o igual que t, por ende se identifica con la
funcién de densidad de probabilidad de los tiempos de captura.Obteniendo la solucién a la ecuacién
(3.4) Adam y Delbruck derivaron para P(t) la expresién,

P(t) =P(0)l§'.18,ex1{—% y,’r] (3.6)

En la cunal

5= O’
"7 3.0 - @D Vol X~ 100

P(0) = C,nb*(1 — (a/b)?)
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siendo y, la enesima raiz de la ecuacién

Jo(k)')Yl(y) - Yo(k)’)’z(}’) =0
dondeJ,() y Y,() son funcionesde Besseldeordenny k=a/b.

Usando la expresion dada en la ecuacién (3.6) para P(t) con el prop6sito de evaluar la integral
(3.5) sc obtiene el tiempo promedio de captura

Los resultados de Adam y Delbruck indican que si b es mucho mayor que a entonces el tiempo
promedio de captura ¢, viene dado aproximadamente por

1,= (b%D)(nb/a) - 1/2) X))

En 1977, Berg y Purcell presentaron un procedimiento més simple para calcular ,. En el mismo
caso limite considerado por Adam y Delbruck, cuando b >> g Berg y Purcell obtuvieron para z,

t,=(b’72D)(n(b/s) - 3/4) (3.8)

El problema biolégico que Berg y Purcell abordaron involucraba la interaccién de ligandos en

difusién con receptores estacionarios distribuidos ordenadamente sobre la superficie celular. Para

obtener el valor dado en la ecuacién (3.8) Berg y Purcell introdujeron una aproximacion al sistema

perfodico de receptores miiltiples mediante un receptor circular de radio a, cuyo centro coincide
con el centro de un circulo de radio b que satisface la relacién

Nmb)=A

En esta ecuacién N es el nimero de trampas en la superficie celular y A representa el 4rea de dicha
superficie, es decir se tiene

(m)p=1

donde p es la densidad de las trampas (véase figura 5).
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Fig. 5 Aproximacién al sisternade trampas rmiltiples. a) Representacién geométrica de un si pesiodi
de cuerpos absorbentes. b) La substitucion del sistema de trampas miiltiples puede sugerirse al notar que
laperiodicidad inherente permite asociara cada trampa una regitn anular de lamisma frea. De estailustracién
es posible intuir que cuando una particula en difusién alcanza la frontera exterior de un amillo particular,
padria internarse a otro anillo similar contiguo. Esta sitnacién puede simmlarse reflejando la particula en
dicha frontera. ¢) La hipétesis del movimiento por difusién y 1a periodicidad arriba explicada permite
substituir el si bosado en b) medi una inica trampa rodeada de una regién anular de radio
exterior b. Este radio exterior se obtiene asignando a cada trampa la parte proporcional de drea de membrana
celular que le coresponde de do con la densidad de trampas.
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Berg y Purcell consideraron que una tipica particula en difusién inicia su movimiento en un
punto aleatorio en el anillo de radio interior a y radio exterior b que rodea a la regién de absorcién,
moviéndose libremente hasta que es atrapada en la trampa. Para calcular el tiempo promedio de
captura W(r) para una particula que inicia su movimiento a una distancia r del centro de la trampa
donde a <r < b, Berg y Purcel usaron la ecuacién de Poisson.

DVw+1=0 (3.9)
con la condicién de frontera absorbente
w(s)=0 (3.9a)
y la condicién de reflexién en la frontera
ow
$ |r=b"' 0 (3°9b)

donde D denota el coeficiente de difusién.

Para justificar intuitivamente la validez de la ecuacién (3.9), SUPONgamos que en un espacio
bidimensional una particula inicia al tiempo t=0 un proceso de difusién en el punto (x,y) a una tasa
determinada por su coeficiente de difusién D, y que deambula libremente hasta encontrar algin
cuerpo absorbente donde al tiempo t es atrapada. Convengamos en que este proceso se repite un
gran niimero de veces, manteniendo siempre la posicién inicial (x,y), y denotemos mediante Wi(x,y)
el iempo promedio de captura de la particula liberada. Para encontrar la ecuacién deferencial que
satisface W(x,y), consideremos inicialmente una aproximacién al proceso de difusién mediante una
caminata aleatoria bidimensional con saltos de magnitud 8 en ambas direcciones y a intervalos de
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tiempo de magnitud Az. Una de estas particulas, con tiempo promedio de captura W(x.y), con igual
probabilidad puede ocupar al tiempo Az cualquiera de los puntos con coordenadas (x 13, y 15). Se
tendrd entonces que ’

Wiky) = At + 3 WG+ By) + W(x—8)+ Wk + )+ Wexy -8
Expandiendo W en series de Taylor alrededor del punto (x,y) tenemos

1 IFW  FW
Wi(x,y)=At+ Z[4W(K,y) +8 ? +52') + - '] (3.10)
Usando el factor de escala 8 = 4D At, relacién que estima como 8%l 4rea promedio que cubre una

particula en difusi6n en un intervalo A¢ y tomando el limite cuando 8 y At tienden simulténeamente
a cero tenemos que la ecuacién (3.10)se reduce a:

DVW+1=0

La condicién de reflexi6n en la frontera expresada por la ecuacién (3.9b) es el ingenioso artificio
que permite substituir el sistema ordenado de trampas miltiples, por una trampa tinica rodeada del
anillo antes descrito. Cuando se tiene un sistema perfodico de trampas, esta condicién de frontera
puede ser equivalente a decir que una particula que se aleja de una trampa y que se encuentra en la
frontera de un disco de radio b, observa, en virtud de la aludida periodicidad, una situacién muy
semejante a ambos lados de la frontera (véase figura 4b) es decir, otra trampa centrada a una
distancia b del punto donde se encuentra o bien a una distancia muy cercana a b. En cualquier caso
¢l tiempo promedio para alcanzar la segunda trampa serd similar al tiempo promedio requerido para
alcanzar la primera trampa, si la particula fuera simplemente reflejada en vez de internarse en el
segundo disco.

Joel Kaizer y colaboradores (Kaizer et al 1985), utilizaron métodos de termodindmica estadistica
de no equilibrio para abordar problemas similares al tratado por Berg y Purcell. Mediante dichos
métodos, es posible considerar el problema de miiltiples regiones de absorcién de manera directa
en vez de recurrir al artificio de substituir el sistema de trampas miltiples por una \nica rodeada
de un espacio anular de difusién. Los resultados de Keizer y su equipo en lo referente & la estimacién
del tiempo promedio de captura, no difieren en forma sustancial del valor calculado por Berg y
Purcell. La ventaja de utilizar la aproximacién debida a estos ltimos autores radica en el uso de
un formalismo matemdtico m4s simple, que facilita el estudio de las dependencias de las funciones
relevantes al problema biol6gico (como son el limite difusivo de la constante de velocidad de
agregaci6n y el tiempo promedio de captura) respecto a los valores de los pardmetros involucrados.
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Berg y Purcell resolvieron la ecuacién (3.9) con las condiciones de frontera dadas Ppara encontrar
W(r), el tiempo promedio de captura para una particula que inicia su movimiento a una distancia r
del centro del receptor o trampa. Considerando la simetrfa radial inherente, ¢l tiempo promedio de
captura 1, el cual corresponde al promedio de W(r) sobre todas 1a posiciones iniciales se expresa
como:

1 b
t‘=1t(_b2:23-£ 2rrw(r)dr

integrando y tomando el limite cuando & >> a (esto es cuando la distancia entre las regiones de
absorcién es mucho mayor que el radio de las mismas) obtuvieron la aproximacién dada en la
ecuacién (3.8) .

4 Trampas con comportamiento aleatorio.

Consideremos ahora el problema de calcular el tiempo promedio para la captura de un receptor
en una depresién recubierta o trampa con comportamiento aleatorio.

Los receptores para la LBD se transportan al interior de la célula a un ritmo considerable. Para
conservar la concentracién de receptores en la superficie celular a niveles adecuados se deben
insertar contfnuamente en la membrana celular los receptores que han sido llevados al interior
despues de haber sido sintetizados en los lisosomas. Se sospecha que los receptores no se reciclan
en gcncralenlasu'ampas,puesaunticmpodadosolocercaddGOporcienwdeellossclocalizan
en las mismas.

Anderson, Goldstein y Brown (1977) establecieron la hipétesis de que los receptores para LBD
después de ser insertados en la membrana citoplasmética en puntos aleatorios se mueven en la
superficie celular hasta que son atrapados en las trampas (véase figura 2). La pregunta fundamental
que trataremos de resolver es si el movimiento de los receptores es atribuible de un modo exclusivo
a un proceso difusivo. Algunos bidlogos celulares (véase Bretscher (1980)) sugieren que la difusién
como 1nico factor a consideracién en el movimiento de los receptores para LBD serfa demasiado
lenta para determinar las altas tasas de agregacién en las trampas. Esto es debido a que los receptores
LBD tienen un coeficiente de difusién muy pequefio. Bretscher sugiere la existencia de un flujo
transversal de lfpidos en la membrana que empuja alos receptores hacia las trampas. La posibilidad
de acelerar la tasa de captura de receptores en las trampas mediante reinsercién preferencial de los
mismos en las vecindades de los cuerpos absorbentes ha sido sugerida en Robeneck y Hez (1985).
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Mediante el uso de un modelo matemitico calcularemos la tasa a la cual los receptores son
atrapados en las trampas, bajo la hip6tesis de que una vez que los mismos han sido sintetizados en
los Lisosomas estos son insertados en la membrana en puntos aleatorios y luego se mueven
dnicamente bajo la influencia de un proceso difusivo hasta que son atrapados en las trampas.
Comparando el valor del tiempo promedio de captura asi obtenido con los datos experimentales
correspondientes a los tiempos de captura reales, podremos determinar la confiabilidad de hip6tesis
sobre la manera en la cual los receptores se desplazan en la membrana celular.

En el presente esquema el cdlculo del tiempo promedio para que un receptor en difusién sea
capturado por una trampa se complica por el hecho de que dichas estructuras aparecen y desaparecen
constantemente sobre la superficie celular, ya sea porque su invaginacion las interna a distancia de
la membrana para luego reaparecer en la misma posicién (Anderson, Goldstein y Brown, 1977) o
bien porque la invaginacién se produzca sin que la depresién recubierta se separe de la de la
membrana, es decir en este dltimo caso se puede concebir como trampas que abren y cierran
aleatoriamente. (Willingham et al., 1981). Si los receptores de las LBD cubrieran grandes distancias
en relacién a la distancia media entre las trampas, en el tiempo promedio que €stas permanecen en
la superficie, tendrfamos que el tiempo promedio requerido por un receptor para alcanzar una trampa
serfa aproximadamente igual al tiempo promedio de la captura calculado por Berg y Purcell para
particulas que se difunden entre trampas de vida infinita. La distancia media que un receptor con
coeficiente de difusiénd recorre en un tiempo 7, equivalente a la vida media de una trampaes \4DT
y una medida de la distancia entre los centros de lasdcprmioncsrecubienasesm dondepesla
densidad de dichas estructuras. entonces si V4DT » 1 podriamos usar con suficiente confianza el
tiempo promedio de captura dado por la ecuacién (3.8) como una aproximacién al tiempo promedio
para la captura de un receptor LBD en una trampa. Sin embargo, como el coeficiente de difusién
para receptores de LBD a una temperatura de 37°C es de 2.7x10™ cm?/seg , el tiempo promedio
T que una trampa permanece en la superficie celular es de 240 seg. y 1a densidad de las trampas a
la temperatura de 37°C es p=0.31um> [(los valores de T, y p se calculan usando datos
experimentales publicados en Goldstein et al (1979), Brown y Goldstein 1976 b; y Orci et al 1978.
Para una revisién de los métodos usados en el cdlculo de dichos pardmetros véase Goldstein, Wofsy
y Bell (1981)] . Entonces,

VaDT =9

es decir, el hecho de que la estructura absorbente posea un comportamiento aleatorio podrfa ejercer
cierta influencia en el tiempo promedio de captura. Para evaluar el efecto del comportamiento
aleatorio de la trampa usaremos un modelo matemdtico que se obtiene modificando la idea
presentada por Berg y Purcell y justificada por Kaizer y colaboradores.

El modelo que usaremos para el cédlculo del tiempo promedio de captura de un receptor LBD
en una estructura absorbente se concibe considerando inicialmente las hip6tesis que sustentan al
descrito para el caso de una trampa de vida infinita. Se considera una particula en difusién en un
anillo de radio interior s (el radio de la trampa) y radio exterior b que se obtiene de Ia relacién
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nhip=1
donde p es la densidad de las trampas en células fibroblasticas del tejido conectivo humano a una
temperatura de 37°C. La posicién inicial de la particula serd un punto aleatorio en el anillo, Para
tomar en cuenta el efecto debido al comportamiento aleatorio de la trampa la ecuaci6n diferencial
asociada al tiempo promedio de captura W(r) serd substituida por la ecuacién diferencial parcial
que corresponde a la densidad de probabilidad g( r.¢) para la absorci6n al tiempo ¢, de una particula
que empieza a moverse a una distancia r del centro de una trampa, donde s <7 <b.

Para obtener la ecuacién asociada a g(7.,1), sea A la tasa de invaginacién de las trampas. Resulta
razonable suponer que ¢l tiempo que una trampa permanece sobre la superficie de la célula es una
variable aleatoria exponencialmente distribuida con pardmetro A. Supondremos adem4s que las
trampas se internan de manera independiente . (Para una discusién de la evidencia de que las trampas
semwmmdemanmmdcpmdxmtedccﬂasmmmas,dchsacophmmnwshgmdomcpm yde
los receptores que atrapan, véase Goldstein y Wofsy (1981)). Entonces, e™, es la probabilidad de
que una trampa ocupando una cierta posicién al tiempo cero se encuentre en el mismo sitio al tiempo
t. Sea P(r,t) la densidad de probabilidad asociada al tiempo aleatorio ¢ en el cual una particula
inicialmente a una distancia r del centro de una trampa de vida infinita, y radio s es atrapada por la
misma.

Entonces la densidad de probabilidad q(r,t) asociada al tiempo ¢ aleatorio para ¢l alcance de una
trampa viene dada por

q(r,t)=p(r,te™ @.1)

Esto es la probabilidad de que un receptor sea absorbido por una trampa en un pequeiio intervalo
de tiempo centrado en ¢ es igual a la probabilidad de que el receptor alcance la posicién ocupada
por 1a trampa durante dicho lapso, multiplicada por 1a probabilidad de que la trampa se encuentre
axin en dicho sitio.

La densidad p(r,?) satisface la ecuacién de difusién

3p(r ?) DVZ (r.1) s<r<b, 0<t 4.2)

donde D es el coeficiente de difusién para un receptor LBD, en fibroblastos humanos.
La condicién de frontera absorbente para p es

p(s,r)=8%0)

donde &(1) es la delta de Dirac y la condicién de frontera reflejante es
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81 lr=b=0
o
ademds, se tiene 1a condicién
p(r,0)=0 s<r<b.

En virmd de que las trampas son estructuras de vida efimera, la tasa a 1a cual los receptores se
adhieren a las mismas, no se puede obtener calculando el tiempo promedio absoluto para la captura
en una trampa de un receptor con posicién inicial en una vecindad de dicha estructura, debido a
que existe una probabilidad positiva de que ¢l receptor no alcance el sitio donde se encuentra la
trampa antes de que esta desaparezca. '

Los receptores que no interaccionan con una determinada estructura absorbente no contribuyen
ala tasa de agregacién. En este caso, el limite difusivo para 1a constante de velocidad de agregacién
depende de un tiempo promedio de captura relativo;

z‘=f2m J;-tq(r,t)dtdr
fzur L-q(r,t)dtdr

.3)
La expresi6n anterior representa el tiempo de captura para aquellos receptores que eventualmente
chocan con una trampa dada. De las ecuaciones (4.1) y (4.3) se obtiene:

J:’rj;-tp(r,t)e“’dtdr
"= J:’ r L-p(r,rk*Mr

donde p satisface la ecuacién (4.2) y las condiciones de frontera dadas. En vezderesolverlaecuacién
diferencial para p encontraremos una expresién para #, en términos de la funcién W) que satisface
una ecuacién diferencial relacionada. Definamos

v(r)=_£-p(r,t)e'“'dt. @.4)

9 b
4= —alx{'[ (v(r)dr]. (4.5)

Para obtener la ecuaci6n que satisface v(r), integramos por partes la ecuacién (4.4) y obtenemos

entonces
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v(r)= %'J;- e'“'(—-—ap g’ t)}it

entonces de la ecuacién (4.2) se sigue que
v(r) =%V2v r).

usando la representacién del laplaciano en coordenadas polares obtenemos

D|dv 1ov
v(r) ~I[a—r§+;$]. 4.6)
Las condiciones de frontera para p(r,z) se transforman en

vis)=1

oy
a_r lrzb- 0
La solucién general para la ecuacién (4.6) ticne la forma
v(r)=CKy(ar)+C,l(or)

donde a=YAMD y k, e I, son las funciones modificadas de Bessel de orden cero (véase
Abramowltz y Stegun, (1970) seccién 9.6). Las condiciones de frontera determinan

_Iob)
= A

_Ki(ob)

C.
27 By

dondel, y K, son las funciones modificadas de Bessel de orden 1y

A;=1{ab)K (as) + K (ab)l (as)
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s¢a:

3, =I(ab)K (os) + K (b))l (0s) i=0,1

entonces substituyendo la expresién obtenida para v(r) en la ecuaci6én (4.5) se obtiene el tiempo
promedio de captura

Lol 2 (bZ-s3) (b3-sii)
““2aDla’ Ay Ay

cuando b >>s (esto es cuando ¢l 4rea cubierta por las trampas es una fraccién despreciable de la
superficie de la c€lula):

1 {3+(b Zo=s 3)) bro(am}. @n

“4=2aD o Aw 1,(0b)

Esta férmula se aplica en el caso que nos ocupa, pucsto que las trampas cubren Gnicamente
alrededor del 1% de la superficie celular. La expresién para 1, que se ha dado en la ecuacién (4.7)

tiende en el limite cuando ¢ — eo al valor dado por la ecuacién (3.8) (esto es, cuando el tiempo de
permanencia de la trampa sobre la superficie de 1a célula tiende a infinito).

Los parimetros que se requieren para encontrar f, son:

A =0.25/min
D =2.7x10""cm? sec
s =0.10uwm

1
b=‘\’—=1.011m
P

td= 1.9min

Entonces

El propésito de calcular el tiempo Z, que le tomaria a un receptor LDL alcanzar una trampa, una
vez que los receptores se hubieran insertado en puntos alealorios de la superficie celular y después
se movieran por difusién hacia las mismas, fue el de suministrar una base para evaluar la hip6tesis
de que los receptores LDL se comportan de esa manera. E! tiempo promedio de captura asociado
a un movimiento difusivo debe ahora compararse con ¢l tiempo promedio de captura determinado
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experimentalmente. La estimacién experimental se basa én el uso de una ecuaci6n para la tasa de
cambio respecto al dempo del nimero dc receptores en las trampas, y no considera ningin
mecanismo (por ejemplo difusién) como el responsable del acarreo de los receptores a las estructuras
absorbentes.

sean:
R,(t) = nimero de receptores en las estructuras de absorcién al tiempo ¢
R(#) = mimero de receptores no capturados por unidad de drea al tiempo ¢
p(?) = niimero de trampas por unidad de drea al tiempo t, entonces:

drR
#:kﬂ—k R,-AR, “4.3)

donde k, es la constante de rapidez de agregacién de un receptor LDL en una trampa, k_es la
constante de velocidad de disociacién y A es la tasa de internaci6én de la trampa. Una hip6tesis
subyacente en la ecuacién (4.8) es que el nimero promedio de receptores LDL por trampa es pequeiio
en comparaci6n al mdximo niimero que dicha estructura puede retener. Esta hip6tesis se fundamenta
en los estudios de Brown y Goldstein (1967 b), quienes compararon la internacién de LDL para
fibroblastos humanos normales y para aquellos con niimeros reducidos de receptores LDL en sus
superficies (células con mutaciones que inducen concentraciones superficiales deficientes de
receptores LDL). De sus experimentos obtuvieron que

AR,/(R +R,)=0.17 min™

para las células normales y 0.13 min " para las células con concentraciones deficientes. Si las
trampas funcionan a niveles cercanos a la saturacién, al incrementar el nimero de receptores LBD
en la superficie celular el cociente disminuird (A permaneceria constante, mientras que la fraccién
de receptores LBD en las trampas deberfa disminuir). En virtud de que ¢l cociente AR,/(R, +R) no
esmenor para células normales que para células con concentraciones deficientes, todo parece indicar
que las trampas no se hayan saturadas de receptores LBD.

En un estado estable (dicho estado se obtiene bajo condiciones experimentales en los que los
cultivos se mantienen a una temperatura de 37°C ), tenemos:

kp = (. +M)R,/R. 4.9)
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Usando el equivalente a la ecuacién (3.1) para la constante de velocidad de agregacién se tiene
que, ¢l tiempo promedio 1, que un receptor permanece sobre 1a superficie antes de ser atrapado por
una trampa esta dado por:

RIR,
L= .
‘¢ (kotA)

4.10)

El valor de la constante de disociacién k_no se ha estimado, pero la ecuacién (4.10) permite obtener
una cota superior para f,:

i, <RIR\ @11

Laigualdadsecumplesiunavezqueelreoeptoralcanmunauampaéstepmaneoewapado
permanentemente.

Laconstante A para la velocidad de internacién de las trampas tiene un valor A =0.25/min y como
cerca del 69% de los receptores LBD se encuentran en las trampas, bajo condiciones de estado
estable, podemos establecer la desigualdad

¢, < 1.8min
dondclaigualdadsccumpleenelcasoenelcuallosreccptoressonau'apadosdemanmirrcvcrsible.

De acuerdo con el modelo usado, la ecuacién (4.7) indica que el tiempo promedio #, requerido
para la captura de un receptor en difusién es de aproximadamente 1.9 min siendo este valor muy
cercano a la cota superior obtenida experimentalmente para z,. Como esta cota superior corresponde
a 1a agregaci6n irreversible de receptores en las trampas, concluimos que si asi es el caso, entonces
¢l movimiento por difusién serfa suficiente para determinar las tasas de agregaci6n estimadas. Sin
embargo, si la agregaci6n es imreversible esto es si #, < 1.8 min, entonces podrfa ser necesario
considerar otro mecanismo més activo para el transporte de los receptores hacia las trampas, bajo
1a hipétesis de que son insertados uniformemente sobre la superficie celular y luego se mueven
hacia los sitios donde son atrapados. Una evaluacién de 1a potencialidad de flujos convectivos e
insercién preferencial como mecanismos para acelerar la agregacién de receptores en las trampas
aparece en Echavarria Heras (1988). Los resultados de este trabajo indican que con valores
fisiolégicamente plausibles para la magnitud de tales flujos, no se producirin cambios draméticos
enel ﬁempopromediodccapmcalculadomnhsemladifusiénoomoﬁdwmecmism.&mo
conclusién establecemos que resulta sumamente importante el disefiar experimentos para determinar
el valor de la constante de disolucién &_. Su valor determinar la magnitud del cardcter reversible
o irreversible de la interaccién de los receptores con las trampas. Si dicha interaccién fuese
irreversible nuestros cdlculos han demostrado que 1a difusién como inico mecanismo de transporte
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seria suficiente para explicar las tasas de agregacién observadas. En caso contrario se deben de
formular nuevas hipétesis sobre el mecanismo responsable del acarreo de los receptores hacia las
trampas.

Hemos ilustrado mediante este trabajo, como el uso de la matemética aplicada puede suministrar
ideas tendientes a la validacién de hipétesis existentes o a sugerir experimentos para elucidar las
mismas, ent relacién al mecanismo responsable del transporte de los receptores LBD hacia los sitios
donde son internados en la Endocitosis Via Receptores, a la cual dichas particulas se asocian en los
fibroblastos del tejido conectivo humano.

Es conveniente destacar, como es el caso general, que el modelo usado para la estimacién del
tiempo promedio de captura , representa una aproximacién l6gicamente aceptable del sistema real.
Esto nos conmina a reflexionar sobre la validez de un modelo, sobre todo en lo relativo al grado de
incertidumbre asociado con sus predicciones, el precio que pagamos, al ser por necesidad
reduccionistas.
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