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CONSIDERACIONES HISTORICAS Y HEURISTICAS SOBRE LA ENSENANZA DEL CALCULO
DIFERENCIAL E INTEGRAL.

AlejahdrovLSpez Yéafiez*

0. INTRODUCCION

Sin los conceptos, métodos y re-

- sultados descubiertos y desarro-

.~ 11ados por las generaciones pre-

- 'vias hasta Ta Antigua Grecia, uno

, no puede entender las finalidades
.. y logros de las matemiticas de los

"~ G1timos cincuenta afios. ' ﬂ

Hermahn_weyi'

Nos proponemos, por medio de estas breves notas mostrar -algu-
‘nos elementos y aspectos del Cilculo que generalmente no aparecen en
los textos de Cdlculo y en consecuenC1a en la ensefianza usual de és
te. Consideramos que e] ‘conocimiento de este tipo de elementos y
aspectos por parte del profesor crea la posibilidad de enriquecer
las condiciones de aprend1zaJe y con0c1m1ento del Calculo por parte
de ]os a]umnos

Los e]ementos que presentaremos pueden ser considerados, en una
primera aproximacidn, de tres clases: histdricos, psicoldgicos y fi
los6ficos. A |

“*Facultad de Ciencias, UNAM.
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_Menc1onaremos algunos elementos 1mportantes de caracter histo-
,rico que conducen a tener una vision y entend1m1ento mids amplios

e integrados de las Matematlcas, con la consecuente meJora de -
posibil1dades a la hora de la ensenanza. ‘

La Historla muestra que 1as Matemat1cas son una c1enc1a ‘dindmi-

ca, en contlnua EVO]UCYOH en tOdOS aspectos, como.

Generac1on de conceptos y teor1as

_Concepc1ones y enfoques

v o

Metodo]og1as, cr1ter1os de verdad y r1gor

- Interacciones con otros campos de] saber humgno‘
;Apllcac1ones ' ‘

Formas y dlfu510n de la act1v1dad matematlca

';A] estud1ar 1a genes1s de una 1dea 0 concepto matematlco, en al.
.gunos casos. podemos obtener 1nd1cac1ones acerca de sus puntos -

claves 0 d1f1c11es Ys a. traves de los diferentes metodos 0 con-

,cepc1ones usadas en el pasado, generar a]ternatlvas para. su en-

sefianza. Podemos conocer las relaciones de esta idea con otras,

~Yya sea de caracter matemat1co, fisico, f1]osof1co,'etc. Podemo;

encontrar mot1vac1ones para SU descubr1m1ento (o] 1nvenc1on, asi

::como problemas 1nteresantes y menos art1f1c1ales conectados con

ella.

Por med1o de 1a H1stor1a, podemos human1zar y desm1t1f1car el -

~conocimiento y 1a actividad matemat1ca, smtuando]as en term1nos

de las personas .y c1rcunstanc1as espec1f1cas que las’ generaron$
con sus avances, éxitos,_crisis, errores, giros,vrecovecos; etc.

A través de la H1stor1a podemos s1tuar a 1as Matemat1cas en un
'contexto social, con 1as presiones que este ejerce sobre e]lass

las caracter1st1cas grem1a1es e 1nst1tuc1ona1es de 1la act1vadaa

'matemat1ca, la 1nteracc1on de factores extrac1ent1f1cos y cien-
 t1f1cos, 1as modas matemat1cas, la profes1ona11zac1on de la ar?1

vidad matema 1ca. etc.
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II. ‘Es ev1dente (basta ver los textos de matematlcas) que la ense-
ﬁanza actual de las matemat1cas, sobre todo a nivel medio supe
rior y superior, se reduce esenc1a1mente a presentar una serie

~de definiciones, teoremas y ejercicios encadenados l1dgicamente.
Esta forma,-que'es la més econﬁmica desde el pUntd de vista del
canocxmlento" del maestro y "entend1m1ento" del alumno, condu-
ce, entre otras cosas, a crear 1a 1magen en el estud1ante de -
que las matemdticas son una sucesidn log1camente encadenada de
‘def1n1r1ones y teoremas que han s1do creados por unas mentes su
peridgicas y que, cuando 81 sea capaz de segu1r paso a paso el
razonamiento deduct1vo de la prueba. de un teorema, ya ‘habrd en-
tendido éste, COnc1u51on totalmente falsa, ya que el tipo de -
consideraciones o argumentos 1ntu1t1vos, Casos part1culares, si
~tuaciones sugerentes, exper1mentac1on, analoglas, etc., que con
,ducen a entender 1o que el teorema dice, el por qué se estudia,
el por qué esas h1potes1s son necesar1as, dénde se aplica, el -
por qué es un enunc1ado opt1mo en a]gun 0 a]gunos sent1dos, po-
sibles var1antes 0 genera11zac1ones, puntas todos éstos, funda
menta]es para la compren51on de1 teorema, son desconoc1dos para
el estudiante. En partlcu1ar 1a mayorla de los elementos de na-
turaleza heurlst1ca quedan cas1 totalmente marglnados en la en-
sefianza actual. Decimos casi, porque sélo-a través de la resolu-
¢idn de algunos problemas o ejercicios, el estudiante entra en -
contacto de manera muy imp]icita con estas herramientas, y atn -
'aqu1, en forma def1c1ente, ya que los ejercicios usua]mente son
seieccxonados y presentados s1n cons1derac10nes y ordenam1entoo
’que fac111ten o prop1c1en el desarro]]o de ciertas habilidades y
la familiarizacidn con ciertas técnicas o trucos, {(que no por e-
_]ementales, son menos ut1]es) y carecen en genera] de comentarlos
sobre pos1b]es a]ternat1vas de va]or heur‘asmcos etc. ’

111. Es'importahte'hacer vef al estudiante que el Calculo (y en gene-
ral . las Matemat1cas) pueden ser conceb1dos, manejados y usados -
de dIferentes formas y cémo cada una de éstas ha cumplido o cum-
ple un papel, dependiendo del.contexto en que se esté situado o



\d@ 1as f?na11da

‘_m@nie,‘no 501amente a crear cond1c1ones més prop1c1as y varia-

s que se per519aﬂ Esto contr1bu1r1a notable-

E das para entender el mater1a1 del Ca]cu]o, §1no ‘tambidh a dar-

ffcos de matematlcas comOf

‘Luege presentaremas 13 fOrma enfque T

| "(Ea Idea de L1m1te en e] Cdlculo de A"““

-lo egemp]1f1caremos con la pr1mera parte de1 teorema

e 7le x1b111dgd a ciertas concepc1ones pa]eo]1t1cas ‘de” 1&5 ‘ma-
temdticas y de su ensefianza, que proc]aman ser La concepcxon 0

ﬂa forma de ensenar 1as maiemét1cas

En Tas notas pretendemos mostrar “a través de temas especifi-

Las ideas matemdticas’ evo1uc1o an y en algunos casos se_ ha re-

quer1do de mucho t1empo y esfuerzo para lleVarIas a su forma

pan ia idea de limite en el calcu]o de areas ' T ey
s, Cap. 1‘)’”,'*'1']‘ e i

h”AI 1qnovar 1ertos aSpecto h1stor1cos de un tema, se crean Ta-
'qunas o ‘huecos que repercuten en un conoc1m1ento fragmentado
‘Se puede decir que, en genera] Tas formu]as para cairular el
"Jvea de Tas f1guras geometr1cas e]ementa]es, esto es, tridngu-

You; no11gonos rpgu]aves e 1rregu1ares,y c1rcu1o, aparecen co
mo 1depend1entes unas de otras. Sin embargo usando la idea de seme-

Nk naa todas pueden ser dernmdas a;mrtwr de la determinacién del

éyca del tridngulo. Citaremos dos teoremas de los Elementos

“de Euclides y el Primer paso del Teorema de Eudoxo para'i1us-
" trar lo afirmado. (La Idea de'L%mite en'CéIcU]oﬂdgkaeasg

Cap; 1).

medes en Ia que se usan ideas de t1po mecan1co y geonf_
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~caso continuo es clara._ Este tipo. de analogfa, fué usada con

frecuenc1a por Le1bniz, y posiblemente Jugo un papel importan—
te en su descubr1m1ento del teorema. (La Idea de L1m1te en Cal
culo de Areas y E1 Teorema Fundamental del Calculo, Cap ly 3)

Hay muchas formas de enfocar, entender y maneaar una,“m1sma"
idea matemat1ca o resolver un problema, cada una con sus posi-

;b11idades y limitaciones determ1nadas por circunstancias espe-
_cificas. Esto sera eaemp11f1cado con las definiciones de l1a ci

cloide de Descartes, Roverbal y. Fermat y sus respect1vas solu-
ciones al problema de la construccidn de la tangente a esa cur
va. (Construcc1on de Tangentes, Cap 2)

Existen d1ferentes concepc1ones 0 1nterpretaC1ones de1 Calculo.

- Aqui descr1b1remos los aspectos pr1nc1pa1es de tres de el]as.
,‘(COncepc1ones del Calculo, Cap. 4) ‘ '

Finalizakemos puntﬁalizandO’que, aﬁn aceptando que‘la presenta
cion de la matematica formal de 1a ensenanza fuese el mejor ca

,;mino para introducir al estud1ante al conoc1m1ento de las Mate

maticas, es una def1c1enC1a grave el no hacerle conc1ente,,aun
que sea por medio de comentar1os y 1ecturas .marginales, de que

se le estd presentandovun aSpectpide_]as Matemdticas y queotros,

al menos tan importantes como éste, estdn siendo ig. norados por
el momento y que por To tanto, para lograr un conocimiento més.
amp]iofyxprofundo de las matemdticas, é1,tendré,-eVentualmenté,
que manejar esos otros,aspeqtds. -
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‘1. LA IDEA DE LIMITE EN EL CALCULO DE AREAS
INTRODUCCION

Uno de los antecedentes mis remotos de la idea de 1imite se
encuentra en el Método de Exhaucion de Eudoxo (+ 408 A.C., + 355
A,C.).1Sin.embargo,_e1 hecho de que en el trabajo dé‘gste matema
tico griego ya aparezca en una forma bastante desarrollada, hace
suponer 1a ex1stenc1a de precedentes mas ant1guos y e]ementales,
por To que se podr1a af1rmar que el desarrollo del concepto de
11mJte, des¢e,]a forma en que lo manejaba Eudoxo hasta la forma
en'ﬁue 1o presentamos a los estudiantes actuales de un curso de
.Cdlculo, le tomé a la humanidad alrededor de 22 siglos, a To lar-
- go de los cuales notamos periodos de mayor actividad matemdtica
"alrededor de ese concepto, como el que va de Cavalieri (1598-1647)
a‘Cauchy (1789-1857). Sabemos, en términos de nuestra experienéia‘
durante el conocimiento y la ensefianza de la idea de 11m1te, que
ésta es comp1eJa Yy d1f1c11 de ser captada y maneJada, Y que, de
hecho, a 1o largo del t1empo vamos descubr1endo nuevas facetas vy
:e1Ementos que permiten tener una visién y maneJo mds claros y pro
fundos de ella. Hay otros egemp]os (ndmeros irracionales, nimeros
negativos, nimeros imaginarios, medida, dimensidén, cardinalidad,
‘brdina1idad etc. ) en donde se presenta esta -situacidn de semejan
za entre ‘un proceso h1stor1co de desarrol]o pro]ongado de una ide:
fmatemat1ca, con momentos de gran actividad, crisis, irregularida-
des y obstdculos ¥, por otro lado, la existenc1a=de dificultades
mayores durante la ensefianza y el conocimiento actudes de esa ide:

Esto sugiere que un estudio hiStérico‘finO'del desarrollo de
la idea aportaria elementos péra construir un esquema global de 1.
informac1on, proced1m1entos y etapas requer1das para.su conoc1m1en
to 1os cuales serian de gran utilidad durante su ensenanza "

Antes de pasar a ilustrar con un ejemplo bel]o e impdntante

. Método de Exhaucidn de Eudoxo, haremos un paréntesis para discuti
la idea de Timite én'términds mis accesibles e intuitivos. Lo efe
tuaremps-pof medio de una analogia, con una simplificacién ma-
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tematica fuerte. la de pasar de un modelo continuo, el de los nu- '
meros reales, a un modelo dwscreto, el de los enteros._ '

Supongamos que estamos 1nteresados en estudiar un c1erto he
cho histdérico, digamos la realizacién de un. golpe ‘de estado, que
se lleva a cabo durante tres dias. Podriamos considerar varias -
pos1b1l1dades de estudlo del fendmeno con respecto al tlempo, -
por eJemplo° -

a) Estudiarvqué sucede durante ese intervalo de tres dias,
- que 1lamaremos el tiempo cero y denotaremos por To.

b) Se]ecc1onar una serie de 1ntervalos de tiempo inmediata-
‘mente anteriores al intervalo To digamos Tosy T-us T3,
’T-z, T-1, y estudiar primeramente 1o que sucedid en e1 T-5,

a continuacién 10 que suced1o en el T-, y asfi sucesivamen
te, tratando de ver si- se definen algunas tendencias o pa
tronequueldesemboquen en lo sucedjdo en el tiempo To.

: |Cuan grande serla nuestra sorpresa al ver que la segunda op- -
cidén no so]o nos da la 1nformac1on que obtenemos de ‘la primera, -
sino ademas 1nformac1on ad1c1onal“ (Observemos que estamos hacien-
do una suposicién de continuidad). : '

Aﬁnque quizas un poco mas de‘ref]exién nos haria ver que el
resuitado no es del todo extrafio, ya que en la segunda opcidn es-
tamos manejando, de alguna manera, mas informacidn que en la pri-
mera. En Ta segunda opc1on estarfamos en el caso de estudiar lo -
sucedido en el t1empo To a través del limite de lo suced1do ante-
riormente. ' '

Otra forma_de sugerir 1a importancia y necesidad de;]a idea de
limite seria a través de 1la observacién de que se puedevllegar a
- situaciones 1dent1cas por medio de trayector1as d1ferentes. Por e-
JempIO' si tenemos la interseccién de dos carreteras, podemos 1le-
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gar a e]]a al menos de dos d1recc1ones d1ferentes, s1 vemos un au-
tomov11 en reposo, es p051b1e que acabe de detenerse, que haya es-
tado ah1 los u1t1mos afios u otros casos diferentes. Con51derando
estas observac10nes, podemos dec1r que el concepto de limite nos
perm1te estud1ar una s1tuac10n dada -a traves de como se 11ego a
ella, o en term1nos de 10 sucedldo 1nmed1atamente antes"; esto ti
bién pone de manifiesto porqué en conJuntos 1nf1n1tos, tales que f
dos sus-puntos son de'acumulac10n, como los racionales, 1os reale:
el plano, la idea de limite adqu1ere su 51gn1f1cado e 1mportanc1a
p]enos. ‘ ‘

’Régresando’al Método de Exhaucién de EudoXo, presentaremos,ﬁl
teorema, tamb1en deb1do a Eudoxo, que aparece como Proposicidén 2.
de] Libro XII de 105 Elementos de Euc11des (+ 330, + 275 A. de C.;

TEOREMA 1. Las ireas de los clrculos son proprocibnaTes'a lo:
‘cuadrados de sus dlametros. Esto es, s1 tenemos un c1rcu1o con -
area . Cl Yy otro con area Cz Yy con d1ametros dy .y dz respect1vament<

.'entonces: - ,
C . df
o a%

, :La,idea'de la demostracidn, y“posib]emehte un origen del teo
ma , es concebir a la circunferencia como un poligono con un nime)
infihifo de ‘lados, 0‘podriamos'decir,‘éOmo'el 1imite de poligonos
regu]ares inscritos en ella con un niimeroc creciente de Tados. Comt
para los po]1gonos inscritos el teorema es va11do, es una ‘posibil:
dad viable que tamb1en sea- c1erto para el caso ]1m1te; Esa forma
concebir la circunferencia fué, en la ant1guedad, fuente de descu-
brimientos matematicos importantes y fué tomando diferentes forma:
y gemra]1zac1ones, siendo las mads conocidas las de N1c01as de Cusi
Kepler y Le1bn1z, esta altima conoc1da como EV Principio de Conti-
nuidad de Leibniz, que dice: "En cua]quler proceso o transicidon q
f1na11za en, a]gun term1no, es perm1s1b1e establecer un razonamien-
genera] en el cual e] term1no final puede ser 1nc1u1do
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2__OSTRACION La demostrac1on de] teorema 1 puede ser cons1
derada en tres pases.vEN; 19pr1mero, se demuestra el teorema ani
logo para pol1gonos. En el segundo, se demuestra que e] area del"
circu]o puede ser exhaustada o aprox1mada, con el grado de preci
sién necesaria, por medlo de las areas de pol1gonos regu]ares --” 
1nscr1tos de 2" lados, En el tercero, se usa el método de reduc-
~ cidn ‘al absurdo,‘o metodo 1nd1recto, para derivar el resu]tado —f:
,,buscado

1er. paso) Teorema (Propos1c1on 1 del L1bro XII de 1os Ele-

mentos de Euclwdes) "Las dreas de po]1gonos semejantes 1nscr1tos,wﬁ_

- en c1rcu]os son proporc1ona1es a ]os cuadrados de ]os dlametros

‘ Demostrécién Cons1derando como un hecho conoc1do que las - i
dreas de p011gonos semeJantes estan en la misma razon que los cua

.drados de dos cualesqulera Tados correspond1entes (Propos1c1on   *ﬁ
20 del L1bro VI de los E]ementos de Euc11des),ves suf1c1ente de-ﬁwg

mostrar que una pareja de ]ados correspond1entes estan en la m1s,‘
ma razdn que los d1ametros correspond1entes ' '

Aqui convendria obsérvar'que el drea de un triangulo es el

producto de dos de sus lados. por una constanté, que séJo'depende o

del angu1o formado por estos dos lados. En consecuencia las &dreas
de trxangu]os semegantes estan en la misma razdén que el cuadrado
de la razén de cua]esqu1era dos lados correspond1entes De aqui
podemos pasar a un caso mds. general, el de po]1gonos semeJantes,
ya que el adrea de un po11gono puede obtenerse tr1angu1ando]o, y
tendriamos la Propos1c1on 20 del L1bro VI de los E]ementos de Eu
clides. . '

. Cons1deremos los poligonos semeJantes AxB1C;DxE1 y AszCzozEz
1nscr1tos en los c1rculos correspond1entes Ciy Cav
Sean‘Qx y Qz ‘tales que,E1Q;‘y,E2024 son didmetros.



‘ tonCes el angu]o EiA1By es -igual al dngulo E,A,B, y los la-

~dos que 1os determman son proporcwna]es, ya que, por hipétesis,

Por 10 tanto Tos tr1angu]os EyA3B; Y
n

705 Pchgonos son semejantes.
angu'lo AIBJE1 = &n

EzA2B, son equ1angu1ares
9“10 ﬁszEz y en consecuencia, por ‘ser 1nscr1tos y subtender los -
A dd

ngu]o A1Q:E; = &dngulo A,Q,E, y como los a___ Tos EJAIQ1

De aqui obtenemos

-

m'lSmos -
y E; P\zQz | réctos, tenemos que los tmangu]os A101E1 .Y
eqwun?u'lar;s,?y por 10 ‘tanto,’ js_e_meJahtes De aqu1 1nfeﬁr‘1m‘r :
' E1Q: - Ei1Ay :
E2Q2 - E2Az2

con lo que term'anamos el primer paso, :
20. Paseceg). ‘Demostraremos ahora que las dreas de pohgonos regu]ares

_.n
de 2 lados exhaustan el irea del c1rcu1o,

A R _B"




Inscribaros un cuadrado AxB{Cjbl eh-~]‘circu1o;'demdstrar5m05 que
el area de este cuadrado es mayor que la mitad del area del c1rcu.
To. ’ ‘ , ‘ o S -
Consideremos e1 cuadradofgxcrito AszczDz,/con lados para1e_
los al cuadrado inscrito. Tenemos que'su érga es el dob]éidel drea
del cuadrado inscrito, ya que, 11amando 2, 2 la'IOngitud*&el lado
del} cuadrado inscrito y 22 a la del cuadrado excrito, tenemos, por
el teorema de Pitagoras: :
2 2 . :
e s Gy
y en consecuencia |
Y S 2 S
Entonces, el area de1 cuddrado 1nscr1to es la m1tad de] areqv] 
‘del. cuadrado excrito y como ésta es mayor que la de] c1rcu]o, te?“"
" hemos demostrado Io:que nos propus1mos. :

Ahora cons1deremos el octagono regu]ar obte: d s 0 a
arco superior A;B, en el punto E. Demostraremos que del exce o da;"
‘drea del circulo con respecto al cuadrado 1nscr1to, el écté“ .
inc?uye mas de la mitad. ‘

Tenemos que el area del segmento cichlar'detefminado por el
j@rco AE By y el segmento A;B; es menor que el area del recténgqu
éﬁjFGBiq C”a'amenté{“é]”bét§gﬂﬁ6“1ﬁéluyGAEYaCfamente'1as“éréaﬁ de
JO triangulos A,EH y HEB,, cuya suma es exactamente la mitad de]
ﬁrea del rectangu]o A,FGB,, por lo tanto el octagono 1nc1uye mis de
1a m1tad del drea ‘del segmento. - : '

De aqui, usando bidsicamente una consecuencia del principio, -
obvio para los matemdticos de la.época, de que dadas dos cantida- -
des podemos sumar la pequeﬁa:consigo misma un nimero suficienteménte
grande de veces hasta exceder 1la grande,~(1oxqge ahora es conoc1do ‘

“‘como el Axioma.de Arqu1medes), Eudoxo af1rma:quem1a d1ferenc1a del..
‘circulo- y la. de un poligono regu]ar de 2n 1ados,,con n suf1c ‘
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‘mente grénde, pqéde ser hecha mEnor que‘una_cantidad asignada de‘an

temano.

Prob1ema 0.1 A partir del Axioma de Arquimedes, esto es, de  que

dados dos numeros rea]es p051t1vos ayb ta1es que a < b, existe un
nGmero natura] n tal que na > b, demostrar que el drea de 1a c1rcun
ferenc1a es aprox1mada con el grado de precis16n requer1do por 1as

freas de 1os po]igonos regu1ares construidos’ anteriormente

_3er.“paso) Ahora cons1deremos dos circulos con dreas. Cl y C,

y con. d1émetros d, y d, respect1vamente, y. supongamos que
C d . : e,
, #* , . U g ,
ct_‘ I | | (1.0)
po 1o tanto tendremos que:
C, . d2 ¢, - d?
& <& ° & 7 &

En el primer caso existiré,Un c1rcu16 con §rea Cg; tal que,

Cy <Cp y | _ R
Cy =-g§ : S e

En el Segundo'cdso existiralun~c1rcu10 con area‘C;;Ztél que,

Cy <.c1 y

Prob]ema 1.| éCémo se aséguraba en esa &poca la existencia de
c3 y €2 | | |




Consideremos el primer caso, esto es,

con C3 <C,. Por lo demostrado en el segundo paso, podemos encon-
trar un pdligono regular de 2™ tados, inscrito en el circulo C,, tal
que, su drea P satisfaga |

€ty < P < €, . (1.2)

Consideremos un poligono regular de 2™ lados, con &rea P,, ins
crito en el cfrculo C,, entonces por 1o demostrado en el primer pa-

so, se tiene | L _
P.l. - d

P \
y considerando (1.1) obtenemos

L P )
s

]

€y
.(‘js

y ya que Py < Cj, Tlegamos a P < (4, To que contradice {(1.2). En
el segundo caso procediendo de manera completamente andloga llega-
mos también a ana contraditcﬁén.‘bpor 10 tanto, 1a_prbposici6n(1,0)

es falsa y asi concluimos la prueba del Teorema de Eudoxo,

Ahora consideraremos un problema en el que Arquimedes usdé con
éxito impresionante consideraciones de tipo mecinico para el descu-
brimiento de conocimientos matemdticos. En el problema que presen-
taremos, se conjugan CO"STdLYaC’On“S mecén1cas sencillas con intui-
ciones. geométr1cas profundas acerca del &rea, dando por resultado
una obra maestra del pensamiento matemdtico griego. Primero presen

taremos como Arquimedes descubre el valor del drea del segmento pa-



-rabdlico y poster1ormente daremos su demostrac1on “r1gurosau del

‘; resultado, usando el Método: de Exhuacion de Eudoxo

E] problema que se propone Arqu1medes es el de ca]cu]ar el
area de un segmento parabol1co. Sea este el determ1nado por el -
arco de parabola AB y el segmento de recta AB. Sea € el punto me
dio del segmento AB. Sea D el punto de 1ntersecc1on de la tangenv
te a-la parabola en B-con, la recta para]e]a al eje de la parabola'
que: pasa por C y 1lamemos E al otro punto de 1ntersecc1on de esta'
recta con la parédbola. Arqu1medes menc1ona, como un hecho ya cong
cndo en su. epoca, que DE = EC. . ‘ g
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[Prob]ema 2. ]Deméstfaf‘quefDE' EC. ZSe puede dar ‘una demos-
trac1on en la que no se use Geometr1a Ana]1t1ca7 - ‘ :

' 59§ F'el puntomdé:interSecciéhxde ]q’tangente con la recta
gue pasa por A, paralela al eje de la pardbola, y G el punto de.
tnﬁerséccfbd de esta recta con la determinada por los puntos B y.
E. Como el triingulo FBA es semejante al tridngulo DBC y DE = EC,
se tiene que FG = GA. Sea el puﬁto H sobre la recta qUe pasa por .
los puntos B y E tal que G sea el punto medio del segmento BH. U-
saﬂ&o el argumento anterior para demostrar que FG = GA, se tiene
que IJ = JK  para cualquier otra recta paralela al eje de la pa-
ribola. Sea L el punto de interseccidn de esta recta con la pard
bola.

A continuacién Arquimedes demuestra que:’

HG # LK = GJ & IK T (1.3)

Problema 3.|Demostrar la reiaciﬁh'HG o LK = GJ e IK;

_ Arqu1medes cons1dera el drea del segmento parabélicofcomo la
'“suma infinita" de las Tongitudes de ‘todos Tos segmentos LK, co-
} rrespondientes a todas las rectas paralelas al éje de 1a;ﬁarébola)
y el area del triangulo FBA como la "suma infinita" de las longi-
tudes de los segmentos IK, obtenidos al considerar todas las para
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lelas al'ejé de‘ﬁa pardboia que w?mrsectan e] segmento AR -
__formula (1 3) we?acm@na @gtgs to ng tudeg y Avqunmedes 1, 1nter~f

V,ConsidérQSQ JH eomo una palances n@n punto de apoyo er G
‘tonces si_cons{deram@& LK agmu un peso co?orado en H, e IK como
un peso colocado en J, tendremes ia palanca en eouw’wbr103 segin
~1a ley de la palarica en vista:d 1a Férmula (1.3), De aquxg?se
- tiene'qUe la suma de las ?Ongxgudes de los segmentus LK colocada
.en H equullbrara a la suma de los segmentos IK reposando en su’-
‘ punto medio, sobre eﬂ punto CQer%p@nuwenTe J de? segmento BG ‘
Esta iltima distyxbucson de peso es equxvaﬂ&nte a consmderar to_
~dos los segmentnb unbre el centro de gravedad del urwangulo FBA,
que estard colocado en el segmento GB y serd IEamado Z, 0o sea el
drea del tridngulo colocada @m Ly p@r 10 ‘tanto tendrenos: que '

(Area del twmangula FBA} o GZ {Area del gegménto pafﬁbé}i
co AEB) > GH. o o

Arquimedes demuestra ahova que GZ = % 687% %5 GH y por'1o 
‘tanto: e

S

Area del segmento parabdlico AEB = %'Area del triéﬁgu]o FBA

, L
Problema 4.} Demostrar que GZ = %JGBV

Por ﬁ]timo Arquﬁmedeg retaciona Tas éweés'de‘las triéngu1ds
FBA y AEB de ﬁa manera siguiente: primero demuestra que'eﬁ area
del triangulo AEB es la mitad del Area del tridnqulo GBA y esta
drea es a su vez la mitad del drea del twiéngu16 FBA: consecuent
'mente,'e] area del tridngulo AFB es cuatro veces la de] tr1angu1
AEB y de aqum inferimos que: '

.TEOREMA”Z;'EY”érea del segmento parabdlico AEB es dgual é‘%
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isf{dérese el segmento parabdlico determinad

pavébota AB y Ya cuerda AB. Por el punto medio del

sse una vecta paralela al

que ta tangente z la pardi

Provlema 6. 0emostrar la afirmacibdn anterior

Tomando las paralelas al eje de la pardbola que pasan por A
y B e intersectindolas con la tangente en C, obtenemos un parale
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lTogramo DEBA. Claramente, el tridngulo ACB tiene la mitad del -
rea del parale]ogramo y Ta de és te es mayor que la del segmento
‘parabo]mco Por 10 tanto, ei irea del tr]angula ACB es mayor que
‘1a mitad dei drea del segmento parabohco° Conswderemos ahora el
segmento parab011co determmnado por el arco CB y el segmento CB,
y construyamas el triangulo CFB de una manera andloga a ]a cons -
truccion del tridngulo ACH. Arquwmedes demuestra

Area del triéngu]o CFBk? % Area del triéngu]o,ACB : (1.4)

En consecuencxa e] drea de los trlangulos CFB y AGC es 1a -
cuarta parte del area del trxdnguio ACB. ’

Problema 7. Demostrar ta igualdad (1.4).

Tenemos también que el drea de cada uno de Tos triéngu]os‘ﬁ

o CFB es mayor que la mitad del. area del correspond1ente segmeng

parabollco Usando el mismo argumento gue Eudoxo manejo en el Tz

REMA 1. Arquimedes demuestra que la diferencia entre el area del

segmento parabo]lco 'y la suma de.las &reas de un cierto paso de

Ta division en tr1angu]os serd menor que una cantldad o ‘asignac
de antemano, esto es:

Area del segmento parabdlico-Area del tridngulo ACB - %fArea del
- tridngulo ACB-.. ‘ '
| e ;j%ﬁ Area delktriéngu1o ACB < a
: L]améhdd Bi al area de] tr1angu1o ACB prueba¢a.continuaci
que para cudlquler n.

1 - ‘i - | a e |
8y + 7 By + 4. F 7n Bi 3 (~n Bi1) = § : (1.5)_

Problema 8.} Demostrar ‘la igualdad (1.5)

Bl

Designemos por g. a : B1 Y Por B el drea del segmento pare

bolico en cuestidn.
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For Gltimo, usando el metodo 1nd1recto, Arqu1medes prueba el
TEQRE™A 2 ya que, si suponemos que B # g 81, digamos que 8 > =% 3 By
entonces es posible encontrar una red de_tr;angulos cuya suma de
dreas sea mayor que 7 Bis0 sea, ' "

61*4811"0” +%1n31>§-51

y esto contradice (1.5)

| Ahora, si B < g Bis es posible'encontrar‘triéngu]os'de un pa.
80 de la cadena, tales que su drea, digamos AJ, sea menor que
K] B1-8. Esto es posible, porque las dreas de trlangu1os suce-
sivos van acercandose a cero. Por un lado tenemos que

[ + 7 B ? KRy lm B1 < B para toda m. - (1.6)

por otro, ap11cando (l 6),tenemos que:
1 . A
By + Evsl'fi'f° + EJ Ba +/§ (TJ 81) ?'% Ba
en consecuencia ‘ |
. 1 .
(81 +1‘81+.‘..f+%v31‘) - B>0

1o cual contradice (1 5) Con esto términa'la demostracién‘dé] -
TEOREMA 2. | | -

No deja de ser sorprendente la actualidad de las demostracio
nes del TEOREMA 1 y del TEOREMA 2, as como su contenido geométri
co y en el caso del segundo teorema, el metodo de descubrimiento
.o razonam1ento heur1st1co que us6 e hizo exp11c1to Arquimedes, ya
que la mayoria de las veces la dindmica del descubrimiento queda
perdida, ya sea en la inconciencia, ya sea én el desihtgkés-por -
- comunicarla o en e]\interés por ocuitarla y haterrasf'aparecer -
mas impresionanté e ina]caniab]e la cheatividad‘del autor. Pocos
son los matemdticos que han escrito algo acerca de su eXperiencia
creativa; entre ellos podemos mencionar a Arquimedes, Descartes,
Leibniz, Euler, Boole, Poincaré, Littlewood y Hardy.
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. AV no cubr1r este t1po de mater1a1 en 1a ensenanza trad1c1o-
naI de las matemat1cas, creemos que se esta dando un gran salto e
que repercute en. genera] en def1c1enc1as var1as de 1a formac1on e
finformaclon del estud1ante. o

E] Metodo de Exhauc1on de Eudoxo y las cons1derac1ones heur1s
tlcas de. Arqu1medes estdn entre las contr1buc1ones mds hermosas
,y genia]es de la matemat1ca gr1ega a la matematwca un1versa1

Un siguiente  paso en la evolucidn de la idea de 1Tmite, aso

ciada al cdlculo de areas, podemos encbntratlo“gn;ei trabajo de -

Cavalieri (1598-1647). E1 considera, sigteméticaménte, un drea co

"mo la unidn de un ndmero indefinido'de segmentos paralelos y un -
volumen formado por un nimero 1ndef1n1do de areas planas y parale

las. Estos e1ementos son 11amados por e]' 1bs 1nd1v1s1b1es de drea
-y volumen‘ y reconoce que su numero debe ser 1ndef1n1damente gran

‘vde,,s1n prec1sar mas que qu1ere decxr con esto.’Como eaemp]o, éil

demuestra que el area del parale]ogramo ABCD es e] dob]e de] area'
del trlangu]o ABD o de] tr1angulo BCD demostrando que cuando GD-'
'BE. entonces GH = FE y por 1o tanto 1os tr1angu1os ABD y BCD estan
formados por una cantldad 1gua1 de segmentos 1gua1es y en conc]u-

sidn-sus dreas son 1gua1es.J_;i“ |
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Problema 9. IDemostrar que si GD = BE, entonces GH = FE,
Otros matemat1cos contemporaneos .de Cavalieri usaron ‘una idea
diferente, cons1stente en aprox1mar el area de 1a regién en cues
tidn por 1a suma de ireas de esos rectangulos y observaban que,--
cuando el nimero de rectingulos tendia a infinito, ciertos term1-f :
nos pod1an ser desprec1ados. esto es, 1mp11citamente estaban to-
mando el 11m1te de 1a suma- cuando n tiende a infinitoe.Stevin, Pas
cal y Fermat son algunos de los matemat1cos que usaron este meto-u’
do, pudlendo ca]cular dwferentes 1ntegra1es, como: =

para va]ores de n rac1ona1es y diferentes de -1 |
‘ Con la presentac1on de estas tres etapas del desarro]]o de la-
idea de 11m1te no pretendemos haber dado todos ]os e]ementos 1mpor
tantes de su evo]uc1on, ni en termxnos exclus1vamente ‘matemiticos,
ni con respecto a su re]evanc1a en 1a ensenanza de las Matematlcas.'
Pero s1 creemos haber mostrado e]ementos que sug1eren, por un Tado,
que 1as d1f1cu]tades exper1mentadas por ]os estud1antes en el aprenx
dizaje de c1ertos conceptos matematIcos estan 11gados a d1f1cu1ta-“f
des y aspectos manifestados en el proceso ‘histérico de Qesarrollo
de estos conceptos, y, por otro lado, que en el proceso de entendi
miento .y creacidn de las matemiticas hay elementos muy variados que
rebasan la frontera de éstas, y que son importantes en términos del
entendimiento y ensefianza de las matemdticas. E1 conocimiento de -
estos elemenfos'y una integracidn adecuada de é110s a las situacio
nes educat1vas, son condiciones necesarias para realizar una ensex
fianza en la cual 1la creat1v1dad sea un elemento fundamental, junto
“con otras caracterjst1cas 1mportantes del pensamiento c1gnt1fico.
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2. CONSTRUCGION DE TANGENTES

INTRODUCCION

- Hacia 1640 no habia afin una definicidn de tangente aceptada
_por losmatemiticos brincipales de 1a &poca. De hecho, se maneja-
ba a la tangente~désde‘varios~puntos de vista o con definiciones
;difgrentes,‘algunas_haciendo‘més énfasis en aspectos geométricos,
otras,en,aspgctos,dinémicos y otras en la idea de limite. Por me
dio del problema de construir la tangente a la cicloide, ilustra
‘femos tresFCanepciones diferentes de la tangente a-una curva, a;
saber la de Descartes (1596, 1650), la de Roberval (1602-1675) y
la de Fermat (1601-1665). Debe hacerse la aclaracidn de que todas
estas interpretaciones conducen en realidad a la misma recta tan
gente, pero lo interesante es que su derivacidn y su cbncebciﬁn
son diferentes, E .

- CONSTRUCCIONES DIVERSAS
Recordemos que uﬁa maneré.usuaﬂ de definir ]a'ciciaidé'es‘cg

mo la curva descrita por un punto de una cichﬁfe?encia que rueda
sin resbalar sobre una recta. Esta misma definicidon es Ta que ma-

'nejaba Descartes.
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E1 Método de Descartes para construir la tangente a la ci-
rioide se'baSa en los centros de.rotaéién instantédneos. Pensemos
#n un poligono que rueda sobre una linea recta y fijémonos en Ta
trayector1a que describe un punto fijo del po]igono. Observare-
mos que la curva descrita por el punto consiste en un cierto ni-
mero de arcos de circunferencia cuyos centres serdn los puntos so
‘bre la recta ocupado$ por los vértices del poligono. En consecuen
cia, la tangente a un punto de la curva serd la. perpEndicﬁlar a -
1a recta que une al punto con el centro de Ta c1rcunferenc1a del
arco en el cuai se. encuentra el punto. -

En la figura tenemos las curvas descritas por eIJVértice A
y pbr\e]'punto P del triangulo ABC al rodar éste sobre ]é recta.
Vemos como los centros de rotacién son C, luego B, posteriormente
A, luego otra vez C y asi sucesivamente. En cada caso la tangente
- al punto sera perpendicular a la recta que une el pUntovcon>e1<—
centro de rotacién, por tratarse de un arco de circunferencia. -
Ahora considerando la circunferencia como un po1igdno»de_un{hﬁmg
ro infinito de lados, tendremos que la tangehte en:un'punto de la
cicloide sera perpendicular a la recta que une e] punto con e] |
centro de rotac1on "1nstantaneo 0 11m1te

Prob]ema 10.}¢Cémo se definiria el centro de rotacién instan
tidneo? iPodria definirse el mismo concepto para otro tipo de cur-
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Jas? ¢cua]es y cémo?.
‘ La construcc1on de Descartes va asT:

Sea D cualquier punto del semiarco de la cicloide AB. Para-cdng#
truir la tangente tracese la paralela a AC que pasé por D. Sea
E el punto de interseccidén de esta paralela con la circunferen-
cia. Tracese la recta que une a:-C.y E y la paralela a ésta que -
pasa por D. Entonces la perpend1cu1ar a esta u1t1ma recta, que -
pasa por D, es la tangente a 1a c1clo1de en D.

Problema 11‘]&06mb se justificaria que el punto que descri-
be la c1clo1de a] pasar por D t1ene a ]a c1rcunferenc1a apoyada
en F? ' ' '

Roberval define a la cicloide de 1a manera siguiente:
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Consideremos que el didmetro AB del circulo se desplaza paralela
' mente a su posicidn inicial. con el punto A sobre ‘1a recta AC has
ta que 1lega a la pOS1c16n CD. Al mismo tiempo hagamos que el
punto A se mueva sobre la circunferencia de manera tal que la ve
locidad del punto A sobre 1a.circunferencia sea igual a la velo- .
cidad del didmetro AB a 1o largo de AC. En particular se tendrad
que el punto A alcanzard la posicién. D en el momento que el dis-
metro alcance la posicibén CD. O sea que el punto A es conducido
por dos movimientos: uno, el del propio punto a lo largo de la |
circunferencia y el otro el de tras]acidn de la sem1c1rcunferen~
cia.. S

Para construir la tangente a la cicloide en el punto E, RO -
berval traza la paralela a AC que pasa por E; &sta intersecta a
la semicircunferencia AB en F. Despus considera la tangente L a
Ta semicircunferéncia‘en F y su paralela en E;‘estavreéta forma
un cierto dngulo con la recta que pasa por F y E, cuya bisectriz
es la tangente buséada, ya que es el resultado de dos "movimien-
tos fguales". Esto es, uno de ellos, el deSp]azamiénto,]ateral,
darta como tangente a la recta qUe‘pasa'pbr FyE; el otro, el '
movimiento a 10 largo de la circunferencia, darfa como tangente
alycomo las ve]ocidadés_son“iguaIeéﬁ la tangente resultante
es N. ’ o ‘

Este método de Roberval es similar al que supuestamente usé
Arquimedes para encontrar la tangente a la espiral de su nombre.
Recuérdese que Arquimedes define esta esp1ra1 también como la
composicwﬁn de dos movimientos, a saber, un rayo rotando sobre
un plano alrededor de su punto inicial, con velocidad angular,
constante, y un punto que'partefde] extremO-ihicial del rayo y;’
se mueve a 1o largo de &1, con velocidad constante. Este punto
describird una curva conocida con el nombre de Esp1ra1 de Arqui-
medes. (Véase 1a referencia nﬁmero 10).

Ahora pasemos,al método de Fermatt'-
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; — :
EF - R
P e
h

E '/A - c -D,_.v_‘

. Sea AB 1a tangente en P.'a una curva dada, es clarO,(EEEEEEE? |
:E:EZ] Ver‘si realmente es claro), que la determinacion de la tan
gente es enu1va]ente a la determinacidn del punto Ay esto es equi
valente a la determinacion de la distancia entre A y C. Esta dis- °
. tancia es ]Iamada.porAFermat l1a subtangente y es la que se propo-
ne encontrar. Sea h un incremento en C que nos determina el pun-
to D. ConsidErandolla paralela a PC que pasa por D obtenemos B. y
y de manera semejante obtenemos loS»pUntOS'auxiiiares‘E y F que a
parecen en la figura. Los:triéngulos'APC y PBE son semejantes y

por lo tanto ,
, b
EB

| 21%:’

*y para h pequeiio tenemos que EB vy EF son casi 1gua1es, asi que
AC h '

“°!
n
O
!

-
)

o en términos de f(x), s
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CAC h
FOXT T T+ BT = F(xT

y de aqui

b of(x)
Ac f(x + h) - {x)

Ah@ra se divide e] numerador y denom1nador entre h y se hace h =

0 para obtener TQ en términos de x. Por supuesto estos dos alti-

mos pasos no siempre pueden realizarse; sin embargo-para un buen
nimero de curvas con las que trabaao Fermat, el método funciond,

en partzcular para la c1cloxde. ‘

-[br9b1ema 13.] Encontrar la ecuacién de la cicloide en‘cdordg
padas cartesianas y aplicar el método de Fermat para encontrar -

“la subtangentel

Como se ve, el método de Fermat es practicamente el mismo -
gue usamos actualmente, con la diferencia de que ahora usamoslli
mites y aunque es a primera vista mds complicado que los metodos
anteriores, su generd1dad es mayor.

Es conveniente comentar que Descartes también inventd un mé
todo general para encontrar la tangente a una curva el cual es -
muy semejante al de Fefmat, aunque de cardcter puramente algebrai
co {esto es, no se hacia h = 0) y aplicable sélo a algunas de las
curvas para las cuales el método de Fermat funcionaba.

Se ve, una vez mds, como en el manejo e interpretaciones de
los objetos y problemas matemdticos aparecen entes y consideracio
nes variados que enriquecen las posibilidades de entendimiento y
manejo de aquéllos. o
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3. EL TEOREMA FUDAMENTAL DEL CALEULD

INTRODUCCION

i.a Historia de ]as Matemat1cas juega un papel- muy importante
en la Ensefianza de las Matemat1cas ya que a través de ella se ob-
tiene una visidn de conJunto de las Matemdticas en la que apare-
cen los diferentes elementos que -se conjugan:. para determinar el
‘desarrollo de las mismas. Uno de estbs‘eiementos es la relacion -
que existe entre las Matemiticas y las necesidades concretas de -
' 4]os'pueblos. Parece “indudable que las mateméticas Primitivas estu
vieron directamente vinculadas a las neces1dades pr1mord1a]es de
tipo econdmico y social y que fueron evoluc1onando muy lentamente
y en.cierta forma 1ndepend1zandose de las s1tuac1ones concretas -

- que las habian producido. La armtmet1ca,que actualmente estudiamos
en la escuela p#imaria,es el fruto de siglos de exﬁeriencia mate-
mdtica, aunque a nosctros nos parezca simple y elemental, o, en -
“otras palabras, podriamés decir que las ideas matematicas tienen
una eyolucidn durante la cual cada vez se vuelven méas abstractas y
aparentemente se alejan mas de las situaciones. concretas. que las -
originaron, Decimos aparentemente, porque es sabido de sobra cémo
disciplinas matemdticas que nacieron de consideraciones mas pura-
mente mateméticas’posteriormente han probado ser herramientas dti-
les en ciencias o en aplicaciones de cardcter muy concreto. Los di
ferentes usos o aplicaciones de las Mateméticas, que le confieren
'a Bstas su status de ciencia por excelencia, es otro elemento que
aparece en el estudio de la Historia de las Matemdticas y que con-
tribuye notablemente a aclarar la vida de éstas, su importancia pa
ra otras ciencias, para la técnica 'y paré la sociedad en general.

- Dentro de l1a evolucidén de las ideas matemdticas, podemos .inter
tar establecer algo asi como ]ineas;geheraes‘de desarrollo de ciei
tos conceptos. Por ejemplo, una suma, una serie y una integral son
tres ideas matemat1cas con mucho en comin, casi nos atreveriamos a
decir que es una m1sma 1dea pero en d1ferentes contextos. En el pr:
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mer case tenemos una cantidad finita de .sumandos, en el segundo -
una cant1dad numerabie de sumandos y en el tercero una cantidad
"continua" de sumandos. Siguiendo en este camino, podr1amos pensar
que una suma es a una integral como una d1ferenc1a es a una dife-
rencial. Esto quizés suene demasiado nebuloso o hueco, sin embargo
este tipo de analogias y consideraciones, fueron hechas por impor-
tantes matemdticos, y cohdujeron a entender"y‘descubrir algunos he
chos mateméticos importantes. Baste_cjtar a Leibniz, quién usé las
analogias sistemdticamente y fué el primer matemdtico que observé
que los procesos de diferénciacién—e integracidn son inversos uno
del otro. Para mostrar que la relacidon entre el caso finito y el -
caso continuo de la suma y la diferencia es menos -trivial de lo --
‘ que uno puede suponer a primera vista, daremos dos versiones del -
Teorema Fundamental del Cdlculo, en,]as cuales 1a anabgia es clara.

‘Analogias para el Teorema Fundamental del Cilculo

Para recordar y precisar el téma, véam05~una'pre$entaci6n del
Teorema Fundamental del Cdlculo en la forma mis o mends tradicio-
nal. | : | ‘ '

Teorema 1. Si f(x) es derxwab1e en- (a, b] y ff (x) es contmnua
en [a b} entonces b

f{x)dx = £(b) - f(a)
Ja |
Demostracién; Para cua?quier particiodn

a = X9 < X3 <... <an = b

L n S ey
f(b) - f(fl) =i§1 [f(xi): - f(xiwi”‘

=z f'.(“"i) (x; = x;_,) con __‘“"i € I1x; s "_i[ L "(3,1)
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siendo esta dltima jgualdad una mnSeguencia del Teorema del Valor
Medio. Si consideramos el -limite de las sumas de Riemann (3.1), -
cuando la particién se refina obtenderemos que (3.1) tiende a

b
| f'(X)dxl |

.a‘

que por hipdtesis existe, ya quefff(x)'es‘continuaf
Teorema 2. S1 f{x) es continua en [a,b]__‘ y

X

F(x)‘=" f(t)dt paréjx € [a,bl,

entonceé F(x) es derivable y F'(x) = f(x).

Demostracidn: Para X, € [a,b] se tiene que

[’“"Ax r,x.o
| Flxotax) = Flxs) ='£1-x'_ CF(t)de 2 f(t)dt
| | Ja Ja
rXo+Ax
-1 f(e)ar
)Xo

- Como f eslcontinua en X, dado € > 0 exjste § > 0 tai que
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f(xo) -e< f(t) <f(xo) + €
para |  _ %o - §<t<xt 5.‘” R R (3,2)

- Ya que la 1ntegra1 es mon6tona, 1ntegrando (3 2) obtenemos para
X>Xo : : ’ co :

[f(x;) - €ldt < | f(t)dt <1 [f(xo) + eldt f"l(3;3)'

w0  xe xe
y para x < xo tenemos,

(o (Xo tXe

[f(xo) - €ldt < | f(t)dt < _-[f(xo) + €]dt :(3;4)

'1ntegrando en (3. 3) y (3 4) y d1v1d1endo entre X -.x, nos queda, -
para | x= xol < &,

1

1 | Y
X=Xo |, ’f(t)d.t < f(xo) + €
Xo ‘

y de aquf pasamos a que si [x - Xo| < & entonces,

f(x°)ﬂ;ﬂe < F(x) - F(XQ)-< f(xo) + c
) : .X'XQ ' .
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o sea, si X - xg¢] < & entonces

1f(xe) - F‘*’x:xﬁ‘*°’ <

o equivalentemente,

Fi{xe) = 1im F(x) -xF(xl = f(x )
. X*Xg X=Xo

¢on 1o que QUeda demostrado el teorema.

} Veamos 10 que llamariamos el Teorema Fundamental del Cdlculo
. en su vers1on f1n1ta.v '

Supongamos que F es una func16n def1n1da en un 1ntervalo de -
niimeros naturales [1,J+1] C Ny con valores en los reales, defina-
Mos una funciodn f(n) que 1lamaremos 1a d1ferenc1a de F(n) de la ma
 nera siguiente:

f(n) F(n41) - F(n) = 6 F(n) | (3.5)

- Observemos que la funcién f(n)'vendria siendo 1a diferencial en el
¢caso finito.

‘ Tenémos que
1 ‘ e - o
z. f(n) = F(J) - F(i) AR (3-6)

La demostracién es simple y s6lo depende de cancelaciones sucesi-f
vas, ' - : '

ks s f(n) = F141) - F(1) + Flit2) - FU#1) + was + FUI-1) - F(3-2) +

[

F(3) FLI-1) = F(3) - F(4)
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0 sea que, hemos visto el andlogo de -
b

f(x)dx = F(b) - F(a)
a

donde F'(x) = f(x), en el caso finito..

Veamos que la semejanza o analogia no s6lo aparece en los re
sultados, s1no también en las demostraciones.

Sea F(x) ta] que - su derivada f(x) es Riemann integrable en -
a,b , entonces ’

b
fx)dx = F(b) - F(a) B € Y )
a

Para demostrar (3.5) consideremos una particion arbitraria del in
tervalo a,b o ' '

2= Xo <X3 <Xxz<.,.<x = b

y sea N la norma de la particidon, esto es,

. - N . | |
' . Af{x)dx = 1im 2 -
entonces (%) ey i1 f(ti) (xi xi-x)
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para cualquier eleccion de t; €lx; ,xi]

En particular por el Teorema del Valor Medio '~ ~** =

i S

R RS R E S CURCEE R N O

EEP R |

para algin & E"lxiﬂxyxi[, por 1o tanto
b ce

f(x)dx = 1lim E F(x ) - F(x )
N2>0 i=1

y otra vez, por cancelaciones sucesivas.

1im (F(x ) - F(Xo)) = F(x ) - F(Xo)
N+0

F(b) - Fla),

con respecto a notacidn tenemos que (3,8) puede ser‘escfita como -
y su.andlogo (3.5) como'
| F{n+l) - F(n) = GF(n)An

Por otro lado, (3.6) la representamos por

3 '
£ 8F(n) an = F(3) - F(i)

n=1i

y (3.7) por | | b

DF(x)dx = F(b) - Fla).
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Problema 14.] Extienda esta analogia a otros temas del Cidlculo
en todos los niveles y aspectos posibles. - -
~ Claramente se ve la necesidad de estudiar la historia de las

matemdticas con la intencion de descubrir los elementos de cardcter
heuristico, tanto del pensamiento matemitico psicoldgico, como del
pensam1ento matematlco socia], para poster1ormente buscar formas a-
decuadas para que los estudiantes maneJen Yy desarrol]en estos ele-
mentos dentro y_fuera de las matemat1cas
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4. CONCEPCIONES DEL 'cALfcun.o"

Hay varias formas de enfocar ] conceb1r e] Ca!cuﬁo D1ferenc1a]
e Integra] Se podrla dec1r que Newton lo concebxa ¥y trabaJaba mas
en term1nos de problemas e 1deas de la F1smca y conSIderac10nes .
geometrucas, tratando de ap11car Ta metodo]og1a ‘de demostracidn de
Arqu%medes, Eudoxo, etc., m1entras Leabn1z To enfocaba de una mane-
ra '‘més puramente matemat1ca, en term1nos ‘de” analoglas con otras si-
tuacwones matemat1cas y haciendo enfas1s en su genera!wdad, estruc-
turac1on y sus aspectos comb1nator1os y simbélicos. Le1bn12 afirma~
" ba que la teorla que estaba construyendo guardaba la misma relacién

en termmnos de genera11dad ef1c1enc1a y mecanwcndad con 1os méto-

}

dos de Arqulmedes, como la Geometr1a Analitica de Descartes a la

| Geometrla de Euc11des. En esta concepcidn se enfatizaba el aspecto
‘/algebralco del Ca]cu]o, que nos perm1t1a resplver familias de pro-
"blemas sin tener que ingenidr para cada caso una solucidn, 51no sim
p]emente aplicar: féormulas y: computar. Este enfoque tomd mucho auge
en“ta Europa Continental, en contraste con el enfoque de_iuswmatemg'
tiGOS*ingleses‘que“ acentdaban-los-aspectos geométricos y ﬁe movi-
miento y- trataban de - darle validez a los resultados del Calcu]o, u=
sando demostrac1ones de tipo geometr1co como las del M@todo de Exhau
cvon de Eudoxo. Lap]ace ‘dice en su “Exoos1c1on del Smstema del Mun- .
do“° E] ana]ms1s a]gebra1co (Ca]cu1o) nos ‘hace olvidar pronto el ob
Jetxvo pr1nc1pa1 enfocando nuestra atenc1on en las comb1nac1ones -
abstractas y un1camente al f1na] regresamos al ‘objetivo or1g1na1 -
Pero, al sumerg1rse en las operac1ones ‘del ‘and@lisis, uno es conduci-
do, por la generalldad de sus’ metodos y la inestimable ventaaa de -
transformar e] razonam1ento a proced1m1entosmecan1cos, a resultados
frecuentemente inaccesibles ‘a ]a‘geometr1a.wTal es la ‘fecundidad dé
: analms1s, que es suf1c1ente tréducir verdades particulares a este -
lenguage unlversal para ver emerger de su ‘mera expresidn una. multi-
t%tud de verdades nuevas e 1nesperadas. N1ngun- otro lenguaje tiene
Ta capacxdad para Ta e]eganc1a, que ‘surge de una larga suces1on de
eéxpresiones’ ‘encadenas una a otra y todas ramificindose de una idea -
fundamental. En consecuencia, 10s gedmetras (matemat1cos) de este -
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sialo, convencidos'de su superioridad, se han ded1cado, pr1ncipalmen
be, -2 extender su dom1n1o Y- -.agrandar sus pos1b111dades.

Lagrange, en el prefac10 de Su . “Mecan1ca Ana11t1ca", dicé' Ya -
tenemos varios tratados sobre Mecan1ca, pero el plan de este, es com
pletamente nuevo, Me he impuesto el’ prob]ema de reduc1r ]a mecdnica
y el arte de Ta resolucidn de sus prob?emas a formd]as genera]es cu-
yo simple desarrollo proporciona . todas las ecuac1ones necesarlas pa-'
ra las soluciones de cada problema... N1ngun dlagrama sera encontra-
do. en este trabajo. Los métodos que_e;pqngo.no‘requjeren:construcc1g
nes o razonamientos geométrjcos‘o meténicos, sinO'Qnicamenteyopera-
<iones algebraicas sujetas-a un procedimiento regu]ar’y uniforme;'A-
npuellos que gustan -del Andlisis: veran con p]acer como la mecan1ca de
yiene en una de sus ramas y me quedaran agradec1dos por haber exten-
dido su dominio.

“'Esta concepcidn del Cdlculo se podria extender-a todas las mate
w?ficaS“y'COnstrasta'errtemente‘con aquella que las considera como
el arte de resolver cierto tipo de problemas haciendo-énfasis en 1os
a&pectos de so]uc10nes partlcu]ares 1ngenmosas ‘para cada. caso.

Se'puede decir de estas dos concepciones que 1a de Leibniz pfo-
picid el desarrollo del Cdlculo y en cambio la de Newton puso esco-‘
1tos para este desarrollo, de . .tal manera que en los anos s1gu1entes
a estos dos matemdticos, el desarrollo. del Ca]cu]o en la Europa Con-
tlnenta] aventaJo por . mucho . -al .dado por 1a escuela 1nglesa.

En la act@a]xdad, con el desarro]]o del A]gebra L1nea1 y el Cal
culo en Variedades, se. ha genera11zado un enfoque cons1stente en in-
terpretar el Cdlculo como e],estud1o@de] “compqrtam1entq cua]1tat1vo
de una cierta clase de funciones, a, saber, las'funciones difefenéih-
bles, a través del comportam1ento de las func1ones 11nea]es,”enten-
diendo por estudio. del comportamlento cua]1tat1vo ‘de Tas func1ones,

el estudio ya sea de cardcter. local 0. g]oba] de e]ementos como:

Inyectividad
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Sdbba&e;tﬁﬁidéd L
vCeros  B |

~ Singularidades

| Crécimigﬁto |
 AcQtamiento :

Periodicidad

En ‘este enfoque 1a’idea de derivabilidad queda como la de apro-
ximacion local a la func16n or1glna1, por med1o de una funcién T1ie-
neal. - '

Este enfoque tlene ]a ventaaa de darle gran unidad a la proble
m&tica del Cdlculo en sus diferentes- formas: Ci]cu]o de func1ones,-
de una var1ab1e, de varlas var1ab1es, en var1edades, en espacios de
dimensidn infinita y también la de re1ac1onar més int1mamente dife-
rentes ramas de las matemiticas. '

~ También se podria. pensar el C&lculo como un modelo 1fmite de -
modelos discretos de medicién de cambio. Dentro de- este modelo 11-
mite tiene Tugar 1a situacion ideal de 1la med1c1on s1n error e 1ns-
. tantdnea, que: claramente no es pos1b1e en la pract1ca, y que permi-
te entonces pensar en el cambio o comportamiento puntual o instantd
‘neo. Para que este modelo limite sea constru1do neces1tamos una .
geometr1a y una concepcién del tjempo "contwnuos”, o en otras pa]a—v
bras, sin agujeros 0 saltos. En 1& evo]ucién del prbbiema'de] movi
miento planetario, se ve claramente como,a medida que se iban refi-
nando 1as mediciones del movimiento de los astros, iba surgiendo 1z
necesidad de buscar nuevos modelos de cardcter mecén1co-geometr1cc
que se adaptaran a la situacidn experimental de la época. Aunque -
_el continuo geometr1co y el-continuo t1empo estdn. intimamente 1iga-.
~dos, 1a concepcion del tiempo como un continuo aparece mucho més -
 tarde que el continuo geometr1co,quizés entre. otras cosas por el ca
‘récter mis abstracto del tiempo en contraste con- las mediciones de.
figuras geométricas que son més permanentes, pefceptibles,be.imagie



nables. Para ejemp]ificar“lo'que’acabahos'de decir consideremos un
objeto que se mueve de un lugar A a un ]ugar B.en un tiempo T, en-,
tonces la velocidad promedio del mov1] de A a B estaria ‘dada por B
1a distancia entre A y B dividida entre e] taempo T, si’ neces1tara”
mos calcular velocidades promedio para subtrayectos del trayecto.

AB, cada vez tendriamos una cierta lista de nimeros, a la cual po-
driamos asociarle una funcién digamos escalonada, por eJemplo su-
pongamos que: distancia de A a B, que denotaremos por d(A,B) = 430

km. d(A,A,) = 100 km
d(A,A;) = 60 km
- d{A2,B) = 270 km

para ir de A a A; empled de las 2:00'a las 3:15
para ir de A; a A, empled de las 3:15 a las 4:45
para ir de A, a B emp]eo de las 4 45 a las- 7 00

entonces las func1ones escalonadas que representar1an las ve]oc1da¢;,
des promed1o, quedar1an 1 -
' a) S1 tomamos todo e] trayecto R

120 ¢

go}

120

g0}

10

o - 200 30 400
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donde-e 'y t representan. e1 espacio recorr1do y el tlempo transcu-
rrido,,respect1vamente e
--b) Considerando los subtrayectos

g0}

40

1zof

ot

45'

4007 o 200 . .. 300 . . . 400

.Entonces, para cada med1c1on tendr1amos una pareJa de func1ones -
que nos representar1an 1os cambios de ve]oc1dad en los d1ferentes
subtrayectos con respecto a] t1empo y a] espac1o, y as1, una des-~
cripc1on matemat1ca del modelo estar1a dada por una fam111a de Pa
reJas de func1ones,'aunque ya desde aqu1 es c]aro que si tenemos
:dos parejas de funciones, una correspond1ente a una subd1v1;1on.4
de los subtrayectos de la otra, en genera] aque]]a contiene mis -
informac1on que esta Gltima. Esto nos conduce a que mientras mas
.fina es una part1c1qn,respecto a otra, mas,1nformac1on hay en el
mode]o'correspondiente.'Entonces si existiena.. un modelo que co-
“rrespondiera a una particidon mas fina que cualquier otra, tendrig
‘amos ahi mds informacién que en cualquier otro modelo.
 &Cudl seria la particién mds fina que cualquier otra? Pues -
claramente la particién'puntua] y esto noslleva a pensar en la ve
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locidad ‘en un punto y en un instante. Es muy posible que durante
los siglos que 1levd la gestacidn del Cilculo esta situacidn de -
refinamiento paulatino de modelos discretos para problemas geomé-
tricos y de mov1m1ento, en términos de necesidades concretas y ne
cesidades mis puramente matemdticas, haya sido una de las 1deas -
motrices y conductoras para su desarrollo.

Consideramos que seria interesante explorar mids esta pos1b1-4
lidad. ’

Qtra concepc1on del Ca]culo p]antea a éste como la teoria ma
temitica que estud1a Tas ideas de cambio y de movimientos. Remiti
remos al lector a lasreferenc1as(8) y (9) de 1a B1b11ograf1a, para

una exposicion de este enfoque. : v

Notemos que en las concepciones comentadas hay e]ementos ‘de-
cardcter filos6fico,y como &stos, en un momento dado, influyen en
el mayor o menor desarrollo de las ideas matemiticas. De la misma
; m&nera es muy factible que los elementos de_caricter_fi]oséquo‘f
puedan jugar un papel importante en ciertas situaciones de 1la éné
sefianza de las matemiticas. ' o , S

Queremos recalcar que la intencidn de estas notas es 1nqu1e-_
tar a] profesor de matemdticas para que busque elementos de apoyo-
para la realizacion de una. ensefianza mas efect1va y rica en posibi
ladades Yy, en part1cu]ar, hemos sena1ado a]gunos temas y d1recc1o-
nes que cohs1deramos que t1enen mucho que ofrecer a] entend1m1ento
y ensenanza de 1as matematacas. No pretend1mos n1 ser exhaustivos
ni mucho menas que se 1nterprete con r1g1dez y dogmatwsmo 10 que -
,hemos p1anteado, ya . que, si algo requlere la ensenanza actua]mente
'es deshacerse de estos dos aspectos que la ahogan,y en su 1ugar po
ner 1a 1mag1nac1on y la autocr1t1ca.
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para cualquier eleccion de t; €lx; ,xi]

En particular por el Teorema del Valor Medio '~ ~** =
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para algin & E"lxiﬂxyxi[, por 1o tanto
b ce

f(x)dx = 1lim E F(x ) - F(x )
N2>0 i=1

y otra vez, por cancelaciones sucesivas.

1im (F(x ) - F(Xo)) = F(x ) - F(Xo)
N+0

F(b) - Fla),

con respecto a notacidn tenemos que (3,8) puede ser‘escfita como -
y su.andlogo (3.5) como'
| F{n+l) - F(n) = GF(n)An

Por otro lado, (3.6) la representamos por

3 '
£ 8F(n) an = F(3) - F(i)

n=1i

y (3.7) por | | b

DF(x)dx = F(b) - Fla).




- 83 - , :
Problema 14.] Extienda esta analogia a otros temas del Cidlculo
en todos los niveles y aspectos posibles. - -
~ Claramente se ve la necesidad de estudiar la historia de las

matemdticas con la intencion de descubrir los elementos de cardcter
heuristico, tanto del pensamiento matemitico psicoldgico, como del
pensam1ento matematlco socia], para poster1ormente buscar formas a-
decuadas para que los estudiantes maneJen Yy desarrol]en estos ele-
mentos dentro y_fuera de las matemat1cas
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fundamental. En consecuencia, 10s gedmetras (matemat1cos) de este -
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sialo, convencidos'de su superioridad, se han ded1cado, pr1ncipalmen
be, -2 extender su dom1n1o Y- -.agrandar sus pos1b111dades.

Lagrange, en el prefac10 de Su . “Mecan1ca Ana11t1ca", dicé' Ya -
tenemos varios tratados sobre Mecan1ca, pero el plan de este, es com
pletamente nuevo, Me he impuesto el’ prob]ema de reduc1r ]a mecdnica
y el arte de Ta resolucidn de sus prob?emas a formd]as genera]es cu-
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npuellos que gustan -del Andlisis: veran con p]acer como la mecan1ca de
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w?ficaS“y'COnstrasta'errtemente‘con aquella que las considera como
el arte de resolver cierto tipo de problemas haciendo-énfasis en 1os
a&pectos de so]uc10nes partlcu]ares 1ngenmosas ‘para cada. caso.

Se'puede decir de estas dos concepciones que 1a de Leibniz pfo-
picid el desarrollo del Cdlculo y en cambio la de Newton puso esco-‘
1tos para este desarrollo, de . .tal manera que en los anos s1gu1entes
a estos dos matemdticos, el desarrollo. del Ca]cu]o en la Europa Con-
tlnenta] aventaJo por . mucho . -al .dado por 1a escuela 1nglesa.

En la act@a]xdad, con el desarro]]o del A]gebra L1nea1 y el Cal
culo en Variedades, se. ha genera11zado un enfoque cons1stente en in-
terpretar el Cdlculo como e],estud1o@de] “compqrtam1entq cua]1tat1vo
de una cierta clase de funciones, a, saber, las'funciones difefenéih-
bles, a través del comportam1ento de las func1ones 11nea]es,”enten-
diendo por estudio. del comportamlento cua]1tat1vo ‘de Tas func1ones,

el estudio ya sea de cardcter. local 0. g]oba] de e]ementos como:

Inyectividad
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En ‘este enfoque 1a’idea de derivabilidad queda como la de apro-
ximacion local a la func16n or1glna1, por med1o de una funcién T1ie-
neal. - '

Este enfoque tlene ]a ventaaa de darle gran unidad a la proble
m&tica del Cdlculo en sus diferentes- formas: Ci]cu]o de func1ones,-
de una var1ab1e, de varlas var1ab1es, en var1edades, en espacios de
dimensidn infinita y también la de re1ac1onar més int1mamente dife-
rentes ramas de las matemiticas. '

~ También se podria. pensar el C&lculo como un modelo 1fmite de -
modelos discretos de medicién de cambio. Dentro de- este modelo 11-
mite tiene Tugar 1a situacion ideal de 1la med1c1on s1n error e 1ns-
. tantdnea, que: claramente no es pos1b1e en la pract1ca, y que permi-
te entonces pensar en el cambio o comportamiento puntual o instantd
‘neo. Para que este modelo limite sea constru1do neces1tamos una .
geometr1a y una concepcién del tjempo "contwnuos”, o en otras pa]a—v
bras, sin agujeros 0 saltos. En 1& evo]ucién del prbbiema'de] movi
miento planetario, se ve claramente como,a medida que se iban refi-
nando 1as mediciones del movimiento de los astros, iba surgiendo 1z
necesidad de buscar nuevos modelos de cardcter mecén1co-geometr1cc
que se adaptaran a la situacidn experimental de la época. Aunque -
_el continuo geometr1co y el-continuo t1empo estdn. intimamente 1iga-.
~dos, 1a concepcion del tiempo como un continuo aparece mucho més -
 tarde que el continuo geometr1co,quizés entre. otras cosas por el ca
‘récter mis abstracto del tiempo en contraste con- las mediciones de.
figuras geométricas que son més permanentes, pefceptibles,be.imagie



nables. Para ejemp]ificar“lo'que’acabahos'de decir consideremos un
objeto que se mueve de un lugar A a un ]ugar B.en un tiempo T, en-,
tonces la velocidad promedio del mov1] de A a B estaria ‘dada por B
1a distancia entre A y B dividida entre e] taempo T, si’ neces1tara”
mos calcular velocidades promedio para subtrayectos del trayecto.

AB, cada vez tendriamos una cierta lista de nimeros, a la cual po-
driamos asociarle una funcién digamos escalonada, por eJemplo su-
pongamos que: distancia de A a B, que denotaremos por d(A,B) = 430

km. d(A,A,) = 100 km
d(A,A;) = 60 km
- d{A2,B) = 270 km

para ir de A a A; empled de las 2:00'a las 3:15
para ir de A; a A, empled de las 3:15 a las 4:45
para ir de A, a B emp]eo de las 4 45 a las- 7 00

entonces las func1ones escalonadas que representar1an las ve]oc1da¢;,
des promed1o, quedar1an 1 -
' a) S1 tomamos todo e] trayecto R

120 ¢

go}

120

g0}

10

o - 200 30 400
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donde-e 'y t representan. e1 espacio recorr1do y el tlempo transcu-
rrido,,respect1vamente e
--b) Considerando los subtrayectos

g0}

40

1zof

ot

45'

4007 o 200 . .. 300 . . . 400

.Entonces, para cada med1c1on tendr1amos una pareJa de func1ones -
que nos representar1an 1os cambios de ve]oc1dad en los d1ferentes
subtrayectos con respecto a] t1empo y a] espac1o, y as1, una des-~
cripc1on matemat1ca del modelo estar1a dada por una fam111a de Pa
reJas de func1ones,'aunque ya desde aqu1 es c]aro que si tenemos
:dos parejas de funciones, una correspond1ente a una subd1v1;1on.4
de los subtrayectos de la otra, en genera] aque]]a contiene mis -
informac1on que esta Gltima. Esto nos conduce a que mientras mas
.fina es una part1c1qn,respecto a otra, mas,1nformac1on hay en el
mode]o'correspondiente.'Entonces si existiena.. un modelo que co-
“rrespondiera a una particidon mas fina que cualquier otra, tendrig
‘amos ahi mds informacién que en cualquier otro modelo.
 &Cudl seria la particién mds fina que cualquier otra? Pues -
claramente la particién'puntua] y esto noslleva a pensar en la ve
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locidad ‘en un punto y en un instante. Es muy posible que durante
los siglos que 1levd la gestacidn del Cilculo esta situacidn de -
refinamiento paulatino de modelos discretos para problemas geomé-
tricos y de mov1m1ento, en términos de necesidades concretas y ne
cesidades mis puramente matemdticas, haya sido una de las 1deas -
motrices y conductoras para su desarrollo.

Consideramos que seria interesante explorar mids esta pos1b1-4
lidad. ’

Qtra concepc1on del Ca]culo p]antea a éste como la teoria ma
temitica que estud1a Tas ideas de cambio y de movimientos. Remiti
remos al lector a lasreferenc1as(8) y (9) de 1a B1b11ograf1a, para

una exposicion de este enfoque. : v

Notemos que en las concepciones comentadas hay e]ementos ‘de-
cardcter filos6fico,y como &stos, en un momento dado, influyen en
el mayor o menor desarrollo de las ideas matemiticas. De la misma
; m&nera es muy factible que los elementos de_caricter_fi]oséquo‘f
puedan jugar un papel importante en ciertas situaciones de 1la éné
sefianza de las matemiticas. ' o , S

Queremos recalcar que la intencidn de estas notas es 1nqu1e-_
tar a] profesor de matemdticas para que busque elementos de apoyo-
para la realizacion de una. ensefianza mas efect1va y rica en posibi
ladades Yy, en part1cu]ar, hemos sena1ado a]gunos temas y d1recc1o-
nes que cohs1deramos que t1enen mucho que ofrecer a] entend1m1ento
y ensenanza de 1as matematacas. No pretend1mos n1 ser exhaustivos
ni mucho menas que se 1nterprete con r1g1dez y dogmatwsmo 10 que -
,hemos p1anteado, ya . que, si algo requlere la ensenanza actua]mente
'es deshacerse de estos dos aspectos que la ahogan,y en su 1ugar po
ner 1a 1mag1nac1on y la autocr1t1ca.
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