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CONSIDERACIONES HISTORICAS Y HEURISTICAS SOBRE LA ENSEÑANZA' DEL CALCULO 

DIFERENCIAL E INTEGRAl. 

Alejandro López Yáñez~ 

o • I N T Ro DU e e I o N 

Sin los conceptos, ·métodos y re­
sultados descubiertos y desarro­
llados por las generaciones pre­
vias hasta la Antigua Grecia, uno 
no puede entender las finalidades 
y logros de las matemát)cas de 1 os 
Oltimos cincuenta años. 

Hermann Weyl 

Nos proponemos, por medio de estas breves notas mostrar algu­
nos elementos y aspect~s del Cálculo que generalmente no aparecen en 
los textos de C8lculo y en consecuencia en la enseñanza usual de é~ 
te. Conside~amos que el conocimiento de este tipo de elementos y 

aspectos por pa~te del profesor crea la posibilidad de enriquecer 
las conditiones de aprendizaje y conócimiento del Cálculo por párte 
de los a.lumnos .. 

los elementos que presentaremos pueden ser considerados, en una 
primera aproximaci6n, de tres clases; hist6ricos, psicol6gicos y fi 
los6ficos. 

*Facultad de Ciencias, UNAM. 
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Menc.i o-r1aremo s a 1 gu nos e.1 ementos importantes· de carácter h is tó-, 

rico que cnnducen a tener una visi6n y entendimierito más amplbs 
e inte9rados d~ tas Matemáticas, con la consecuente mejora de -
posibilidades a la hbra de la ensenanza. · 

a) la~ Historia muestra que las Matemáticas son un.a ciencia.dinámi· .. 
ca. en continua evolución en todos aspectos, como: 

G'neraci5n de_conceptos y teorfas 
.~oncepcio~es y enfoques 
~etodologfas, criterios de .verdad y rigor 
Interacciones con otros campqs del saber huntano 
Aplicaciones 
Formas y difusión de la actividad matemática 

b) Al estudiar la g~nesis de una idea o conc~~t-0 matemático, en a! 
gunos casos podemos obtener indicaciones acerca de sus puntos -
claves o diff~iles y, a trav~s de los diferentes mitodos o con-, 

cepciones usadas en el pasado, generar alternativas ~ara su en-
sefianza. Podemos conocer las relaciones de esta idea con otr~s, 

' ' . . . 
ya sea de carácter matemático, fisico, filosófico, etc. Podemos. 
•ncontrar motiva~iones para su descubrimiento o invención, asi 
~o~o problemas interesantes y menos a~tificiales conectados con 
ella. 

el Por.m~dio de 1~ H~storia, podemos humanizar y desmitificar el -
con6cimiento y la actividad matemática, situándolas en términos 
de las personas ~Y circunstancias especificas q~e las generaron. 
con sus avances, ~xitos, crisis, errores, giros, recovecos, etc. 

d) A trav~s de la H~storia,podemos situar a las Matemáticas en un 
e~ntexto social, con las presiones que ~ste ejerce sobre ellas~ 
las caracte·rísticas gremiales e institucionales de la activ·idac: 

. " 

matemática, la ~nteracción d~ factores extfacientíficos y cien-
. tifitos, las modas matemáticas, la profesionaliz~ción de la arti 

vidad matem~tic~, etc. 
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·Il. Es evidente. (basta ver los textos de matemáticas) que la ense­
ñanza actual de las matemáticas, sobre todo a nivel medio sup~ 

;, 

rtor y superior, se ~educe esencialmente a 2 presentar una serie 
de definiciones, teoremas y eje~cicios encadenadas 16gicamente. 
Esta forma, que es la más econ6mica desde el punto de vista del 
11 cpnocimiento 11 del maestro y 11 entendimiento'1 del a1umno·9 condu-

1, 

ce, entre otras cosas, a crear la imagen en el estudiante de -
que las mat~máticas son una sucesi6n 16~icamente encadenada de 
.defini~iones y teoremas que han sido creadós por unas mentes su 
p~r16gicas y que, cuando él sea capaz de seguir paso a paso el 
razonamiento deductivo de la prueba de un teoremi, ya habri en­
tendido éste. conclusión totalmente falsa, ya qu~ el tipo de -
consideraciones o argumentos intuitivos, ca-sos particulares, sj_ 
tua~iones sugerentes, experimentacj6n, aralogias, etc., que co~ 
ducen a entender lo~e el teorema dice, el po~ qué se estudia, 
el por qu~ esas hipótesis son ~ecesarias, d6nde se aplica; el -
por qui es un enunciado 6ptimo en algGn o algunos s~ntidos§ po­
sibles variantes o generalizaciones, puntos todos éstos, fund~ 
mentales para la comprensi6n del teorema, son desconocido~ para 
el estudiante. En particular la mayoría de los elementos de na­
turaleza heuristica quedan casi totalmente marginadris en la en­
sefianza actual. Decimoi casi, porque s61o ·a través de la resolu­
ción de algunos problemas o ejercicios, el estudiante entra en -
contacto de manera muy implícita con estas herramientas, y aún -
aqui, en forma deficiente, ya que los· ejercicios usualmente son 

' . 

seleccion~dos y presentados sin.consideraciones y ordenamientos 
que faciliten o. propicien el desarrollo de ciertas habilidades y 

la familiarizaci~n con ciertas t€cnicas 6 trucos, (que no por e­
lementales, son menos atiles) y carecen en general de comentarios 
sobre po~ibles alternattvas de ~alor heur,sttco~ etc. 

III. Es importante hacer ver al estudiante que el Cál~ulo (y en gene­
ral las Matemiticas) pueden s~r concebidos, mariejados y usa.dos -
de diferentes f6rmas y t6mo cada uria de istas ha ~umplido o cum­
ple un ·papel, dependiendo del contexto en que se estfi situado o 
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4é la.s fina·l ida.~e~ que se persigan~ Esto contribüi.r1a notable­

narnte, no solariiénte a crea1" co1fdicion~smá~· propicias y varia­

d a s p a r a e pt e nq e r e l m a t e r ·i a 1 d e 1 C á 1 e u l o , ! in o ta m b i é h a d a r -
1 e f ·¡ e>< i b i 1 i d ad á c i e r t a s e o n C: e pe i o ne s p a l e o l í t i e a s de la s m a -

temáticas y de su enseñanza, que procla~an ser la concepci6n o 

la forma de enseñár las mat.eíllát1cas. , 

En las notas preten.demo.s mostr:-ar; a través de tf,!m'as específi-
cos de matemáticas, como: ,¡·'-':\'~; ·• 

IL l~s _ideas matemática.s eyolpcii:>n~n y ~ti a'lgunos caso.s se ha re­
guerido de mucho ti.eiJ!po y e$TÚ&~z({ pá~a lleva~J<i~ a sÚ f9rma --.... -... ·.. ' .. · -·. ...... . . 

Ectua1_. Presentaretnos ·un toorem~ de Eudoxo ·:lurio de Arqul.1neoés 
. en los cuales se Usa el Méto4p ~r~·Exhauciónde Eudoxo· qut?>e,5 
. ün antecedente .muy claro· y evolú~io.nado d~.r:·~ancepto>·~ré.;l;i:mlte. 

Luétjo pré'seritaremos 1 a fo.rhia én qué; tª·v~'':lt~',~[~"t y t-e!t:m··~'.~':'.~i~~:$'3)i:~ 
bin la idea de 1,mite en el cálculo de fré~s~ 

(La Idea de· Límite en el Ciilculo de At•ªs, Cap. 1) 
.. ,, ; ',"' 

B •. Al ignorar ciertos aspec·to·s.históricos de dn téma, se crean la­

srn.n.~-º--11.uecos que repert:u.t(!n en ·un c~no~.t~i·ento fra·gmehtado. 

c. 

Se puede decir que, en general, las fórmulas para calcular el 

·área de las figuras geomé:tt.;i·cas élemental~'s, esto es, triángu­

los\ól poJígonos regulares e irregulares,y círculo, aparecen c.Q_ 

mo 'independientes ·unas de otras. Sin embargo usando la idea de seme­

Janza todas pueden ser derivadas a partir de la determinación del 

área de1 triángulo. Citaremos dos teoremas d-e los Elementos 

de Euclides y el Primer paso del Teorema de Eudoxo para 11us-

t r a r 1 o a f i rm ad o . ( La I de a de L í m i te e n e 4 1 c u lo <I e A re as , 
Cap. 1). 

El proceso creativo de matemáticas es muy complejo y t.,(:r%.urre 

en general a diversos elementos que deb~n s·er destaca#á?. Esto 

.10 ejemplificaremos con la primera parte.del teorem~ de Arquí­

medes en la que se usan ideas de tipo mecánico y geqm~trico P~. 

ra descubrirlo y con uan presentación del Teorema Fun~~1¡1~ntal 

de 1 e ey 1 e u 1 o , en 1 a e 1,1a·1 la P na 1 o g í a e n tr·e e, 1 e a s o f':i.tf'J··,~F Y e l 
., .. ,· . ::,;·:·.:. ,'.,:.·:.· ·: 
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caso continuo es clara. !ste ~ipo de an~log,a, fu~ usada con 
frecuencia por Leibniz~ y posible~ente juga un papel importan­
te en su descubrimiento del teor.ema. (La Idea de. L,mite en Cá}. 
cul~ de Areas y El Teorema Fund~~ental del Cálculó, Cap. 1 y 3) 

D. Hay muchas formas de enfocar, entender y manejar una "misma" 
idea matemátic' o resolver un problema, cada una con sus posi­
bilidades y limitaciones determin.adas por ctrcunstancias espe·-

.·c;ficas. Esto será ejemplificado con l.as definiciones de la ci 
c·loide de Descartes, Roverb.al y. Fermat y sus respectivas sol u­
ciones al problema ~e la construccf6n de la tangente a esa cur 
va. {Construcci6n-de Tangentes, tap. 2). 

E. Existen diferentes ~oncepciones o interpretaciones del Cálculo. 
Aqu1 describiremos los aspectos principales de tres de ellas. 
(Concepciones del Cilculo, Cap. 4). 

Finalizaremos puntualizarido que, aOn •ceptando que la pr~sent~ 
ci6n de la matemitica formal de la eriseftariza fuese el ~ejor c~ 
mino para int~oducir al estudiante al conocimiento de las Mate 
miticas, es una d~ficiencia gr~ve el .no h~cerle conciente, aun 
quesea por medio de comentarios y lecturas.marginales, de que 
se le está presentando un aspect~o de las Matemáticas y que otros, 
al menos tan import,ntes como ~ste, están siendo ig. norados por 
el momento y que por lo tanto, para lograr un conocimiento más 
amplio y profundo de las matemlt1cas, ~1 tendrá, e~entualmente, 
que manejar esos otros aspectos. 
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1. LA IDEA DE LIMITE. EN EL CALCULO DE AREAS 

INTRODUCCION 

Uno de los antecedentes m~s ~emotos de la idea de l•mite se 
enctientra en el·M~todo de Exhauci6n de Eudoxo (+ 408 A.C.,+ 355 - -
A~C.). Sin embargo, el hecho de que en el trabajo d~ este matemá 
tico griego ya aparezca en una forma bastante desarrollada, hace 
suponer la existencia de precedentes más antiguos y elementales, 
por lo que se podrla afirmar que el desarrollo del concepto de 
ltmite, desde la forma en que lo manejaba Eudoxo hasta la forma 

' ' 

en que lo presentamos a·1os esttidiantes actuales de un curso de 
.Cilculo, le tom6 a la humanidad alrededor de 22 siglos, a lo la~­
go de los cuales notamos periodos de mayor actividad matemática 

1 

,alrededor de ese concepto, como el que va d~ Cavalieri (1598-1647) 
a"cauchy {1789-1857). Sabemos, en tirminos de nuestra experiencia 
durante el conocimiento y la ensefianza de la idea de limite, que 
~sta es compleja y dif,cil de ser captada Y.manejada, y que, de 
hecho~ a lo largo del tiempo vamos des¿ubriendo nuevas facetas y 

elementos q~e permiten tener una v•si6n y manejo más claros y pr~ 
fundos de ella. Hay otros ejemplos (nümeros irracionales, nümeros 
negativos~ nGmeros imaginarios, medida, dimensi6n, cardinalidad, 
ordinalidad~ etc.} en donde se presenta esta ·situación de semeja~ 

za entre un proceso histórico de desa~rollo prolongado d~ una ide¡ 
matemática, con momentos de gran actividad, crisis, irregularida­
des y obstáculos y, por otro lado, la existencia-de dificultades· 
mayores durante la ensefianza y el ¿onocimiento actu~es de esa ide; 

Esto sugiere 9ue un estudio hi~t6rico fino del d~sarrollo de 
la idea aportaria elementos para construir un esquema global de 1 
inform~ci6n, procedimientos y etapas requeridas para ~u conocimien 
.~o los cuales serian de gran utilidad durante su ensefianza. 

~ntes de pasar a ilustrar con un ejemplo bello e impo~ta~te 
. Método de Exhauct6n de Eudoxo, haremos un parªntesis para discuti 

la fdea de.limite en tirminris más accesibles e intuitivos. Lo efe 
tuaremos por medio de una anal~g'a~ con una simplific~ci6n ma-
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'tt:mática fuerte:. la de p~sar de 'un modelo continuo, el de los nú• 
meros reales, a un modelo discreto, el de los enteros. 

Supongamos que estamos interesados en estudiar un cierto he 
cho histórico, digamos la realización de un golpe de estado, que 
se lleva a cabo durante tres dfas. Podrfamos considerar vartas -
posibilidades de estudio del fen6men6 con res~ecto al tiempo, 
~or ejemplo: 

a) Estudiar quA sucede durante ese intervalo de tres dias, 
que llamaremos el tiempo cero y ~enotaremos pbr To. 

b) Seleccionar una serie de intervalos de tiempo inmediata­
. mente anteriores al intervalo To digamos T-s9 T- 4 , T- 3 , 
• ·"' 4 

T- 2 , T• 1 y estudiar primeramente lo que sucedi6 en el T~s, 

a continuaci6n lo que sucedió en el T-, y asi sucesivamen 
te, tr~tando de ver si se definen algunas tendehcias o p~ 
trones que desemboquen en lo sucedido en el tiempo To. 

iCuán grande sería nuestra sorpresa al ver que la segunda op­
ci6n no s61o nos da la inf6rmac16n que obtenemos de la pri.mera, -
sino adem§s informaci6n adicional! (Observemos que estamos hacien­
do una supos~ci6n de c~ntinuidad). 

Aunque quiz§s un poco m~s de reflexi6n nos baria ver tjue el 
resultado no es del todo extrano, ya que en la segunda opci6n es~ 
tamos manejando, de alguna manera, más informaci6n que en la pri­
mera. En la segunda opc16n estarfarnos en el caso de estudiar lo -
sucedido en el ti~mpo To a trav€s del limite de lo sucedido ante­
riormente. 

Otra forma de su ge r i r 1 a i m por t a n c i a y ne e es i da d de , 1 a i de a de 
limite ser1a a travAs de la observación de que se puede llegar a 
situaci-0nes idénticas por medio de trayectorias dif~rentes. Por e­
jemplo: si tenemos la intersección de dos carreteras, podemos lle-
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gar a ~lla al menos d~ dos direcciones diferentes; si vemos un au· 
tom6vil en reposo, es posible que acabe de. detenerse, que haya es· 
~ad~ ahl los Gltim6s afios u otros casos diferentes. Considerando 
estas observaciones, podemos decif que el concepto de límite nbs. · 
permite estud1ar una situación dada a través de como se llegó·a 
ella, o en términos de lo sucedido "inmediatamente a~tes"i esto t¡ 

bién pone de manifiesto porqu~ en ~onjuntos infinitos, tales q~e 1 

dos sus puntos son de acumulación, como los racionales, los reale! 
el plano,. la idea de llmite adquiere su significado e importancia 
plenos. 

Regresando al Método de Exhaución de Eudoxo, presentaremos ur 

teorema, tambiin debido a Eudoxo, que aparece como Proposición 2. 
del Libro XII de los Elementos de Euclides (f 330, ± 275 A. de c.: 

TEOREMA l. Las áreas de los circulas son proprocionales a lo! 
e u a d r a d o s d e s u s d iá me t ro s . Es to es , s i ten e.m o s u n e 1 r c u 1 o c Q n 
firea C1 y otro con área C2 y con diámetros d1 y d2 respe~tivamenti 

·entonces: 
h = 4i 
.C2 · d2 

La .ided de la d~mostraci6n, y posibl~mehte un origen .del téo1 
ma , es concebir a la circunferencia como un poli~ono co~ un núme1 
infinito de .lados, o podriamos decir, como el límite de polígonos 
régulares inscritos en ella con un númerd creci.ente de lados. Come 

• ,' 1 

,p a r a lo s p o l í g o n o s i n s c r i to s e 1 te o rema e s v .á l i do , es un a p o s i b i1 · 

dad viable q~e también sea cierto para el caso límite. Esa forma ' 
concebir la circunferencia fué, en la antigUedad, fuente de descu· 
brimientos matemáticos importantes y fué tomando diferentes forma! 
y genra.lizaciones, siendo las más ~onecidas las de Nicolás de Cus¡ 
Kepler y Leibniz, ésta Gltima conocida como El Principio de Conti· 
nuidad de Leibn.iz, que dice: "En cualquier proceso o transición q1 

final iza en. algún término, es permisible establecer un razonamien· 
general en el cual el término final pued.e ser incluido". 
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#EMOSTRACION. La ~e~ostracióri del teo~ema 1 puede ser consi 
derada en tre~ p~~o~ .. ·En' ~1 primero, se demuestra el teorema aná 
logo para pol1g~~o •• ~~ el segund~, se demueitra ~ue el &rea del 
ctrculo ~ued~ ser exhaustada o aproximada, con el grado de preci . '' . . .. . . . . . -
si6n necesaria, por medfo de las &reas de pollgonós regulares -­
inscritos de 2q lados. En el tercero, se usa el m~todo de reduc­
ción al ~~surdo, o m~todo in-irecto, para derivar el resultado -
buscado. 

·. ler. paso) Teorema· (Proposición 1 del Libro XII de los Ele~ 
mentas de Euclides): "La~ &reas de pollgonos semejantes inscritos 
en c1rculos. son proporcionales a los ~uadrados de los di&metros? 

. . 

Demostraci6n.-CQnsi~ci~ando como un hechó conocido ~ue las -
&reas de pollgonos semej'~~es est&n en la misma· razón que los cua 
.drados de dos cu.alesq4iera lados correspondientes (Proposftion. 

' • • • • ' ' 1 • • 

20 del Libro VI ele los Elementos de Euclides), tfs suficiente dei 
mostrar que una Pareja de lados correspondient~~ est&n en la mis 
ma razGn que los diijmetros correspondientes. 

Aqut convendr~a observár que el &rea de un tti&ngulo e~ el 
producto de dos de sus la dos por una c_on·stantºe, que sólo depende 
del &ngulo formado por estos dos lados. En consecuencia las &reas 
de tri~ngulos semejantes est&n en la misma razón que el cuadrado 
de la razón de cualesquiera dos lad9s correspondientes.· De aqul 
podemos pasar a un caso mis general~. el de polígonos semejantes, 
ja que el irea de un pollgono puede obtenerse triangulindolo, Y 
tendriamos la Proposición 20 d~l Libro VI de los Elementos de Eu 
e 1 id.es. 

Consideremos los pollgonos semejantes A~B1C1D1E1 Y·A2B2C2D~E2 
inscritos en los círculos correspondientes C1 Y C2, 

Sean Q1 y Ch ·tales que E1Q1 y E2Q 2 son di&metros. 

' f ·. 
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1 I 
1 I 
1 I 
1 I 
\ I 

1 / 

' 8 ' , 

~~ton.ces el ángulo E1A1B.1 es igual al ángulo E2A2B2 y los la-. 

dos q l.t' 1 o $' de ter mi n a n s o n pro p o re i o n a 1 e s , y a qu e , p o r h i p ó te s i s , 

1;os p~;fíganos son semejantes. Por lo tanto los triángulos E1A1B1 Y 

E 2 A z B 2 .s ·o n e q u i a n g u 1 a re s • De a q u í obten e m o s : á n g u l o A i B 1E1 = á n 

gulo.A'2.B2E2 y en consecuencia, por ser inserí.tos Y.subtenoer.los - .. 

mismos ar:~():~) án~ulo A1Q 1 E1 =ángulo A2 Q2 É2 y como los á~g,ulos E1A1Q 1 

Y Ez~2.~'i:~;-~"rf rectos, tenemos que los triángu)os AiQ1É~ Y ~~QiE2-son. 
equian.~ulat~s, y por lo tanto, semejantes. De aquí in'feri!mos 

~ _ EiA1 
E2Q2 .- E1A2 

con 1o que :terminamos el primer pasó, 

2o. pa-so,). Demostraremos ahora que las áreas d.e polígonos regulares 
. n . 

de 2 l a do s ex h a u s ta n e 1 á re a del e í r cu 1 o , 

Q.emcstx"ilc i Ón: 
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·Inscnbar.:os un. cuadrado A1B1'c1D1 en el. circulo; demostraremos que 
·el ~rea de este c~adrado es mayor que la ~itad del área del circ~ 

1 o. 
/ 

Consideremos el cuadrado excrito A2B2C2D2, con lados parale-
los al cuadrado inscrito. Tenemos que su &rea es el dobl~ del área 

' ' . 
del cuadrado inscritos ya que, 11 amando R.1 a 1 a 1 ongi·tüd ·del lado 
del cuadrado inscrito y R.2 a la del cuadrado excrito, tenemos, po~ 

el teorema de Pitágoras: 

(!i) 2 l 2 
2 + cr-> = 

y en consecuencia 
2 .eJ = .t.~ 

Entonces, el área del cuadra.do inscr.it.o es la mitad.del ~rea 

del. tuadrado ·excrito y como ~~ta es mayor que la del circulo, te-,, ' 

nemas demostradQ lo que nos propusimos. 

Ahora c.onsi(Jer.e.mQ$ el octágono regular obten.i.(.i;Q bisectcln·.d'ó 
arco superior A1B1 en el punto E. Demostraremo·s que del ~xdéi.6 dé 

área del círculo con respecto .al cµadrado inscrito, el óctá·gQ.}rfo .. 
'i :·\:: . ..:,. '._, =..;~' ' 

incluye más de la mitad. 

Tenemos que el área del segmento circtilar determinado por el· 

arco A1E B1 y el segmento A1B1 es menor que el .área del rectángulo 
.,A1fGSJ,º Cia¡·'arilente, e1 óétá'góñó iricluye·exactamente las áteérs de 
.los triángulos A1EH y HEB1, cuya suma ~s exactamente la mitad del 
~rea del rectángulo A1FGB1, por lo tanto el octágono incluye más ~e 
la mitad del área 'del segmento. 

De aqu,, usando básicamente una consecuencia del principio. -
obvio para los matemáticos d~ la ·ªpoca, de que dadas do~ cantióa~ · 
des podemos sumar la peque~a consigo misma un nOmero sufi·cientemente 

grande de veces hasta exce.,der la -~r~n.~1ty(1~~·· ~~.:~·\~.,o,Q;l'.'ª e~ conocido 
como el Axioma .de Arquímedes), Eu.doxo-. afirmil· . .qu·~ la ·ct•i .. feréncia. de.1-." · 

•, ch·culo-·y·la de un polígono regular de 2n lados, con.n suficitenté-:­
~·.·,;.>)>. . . 1¡_,:_ 

... · .. ··- .... 

1 ._,., 
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IProblema O.\ A partir del Axioma de Arqu1medes, esto es, de.que 

dados dos nameros reales positivos a Y b tales que a< b, existe un 

nameTo natural n tal que na > b,. demostrar que el área de la circun 

ferencia es aproximada con el grado de precisi6n requerido por las 

lre-as de los po11gonos regulares construidos anteriormente. 

3er. ·paso). Ahora consideremos dos c1rculos ~on &reas c1 y c2 

y con diámetros d1 y d2 respectivamente, y ~upongamos que: 

(1'.o) 

po lo tanto tendremos que: 

o 

'· 
En el primer caso existir& un c1rculo con &rea c3 , tal que, 

C3 < C2 Y 

( 1.1) 

En el segundo caso existir& un c1rculo con área C4 , tal que, 

C4 < C1 Y 

[Problema 1.J lC6mo se aseguraba en esa ~poca la e~istencia de 

C3 Y Ci.? 
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Consideremos el primer caso, esto es, 

= 

con C3 < C2 • Por lo demostrado en el ~egundo paso9 podemos en~on­

trar un pol,gono regular de 2m lados, inscrito en el c,rculo C2 , tal 

que, su !rea P satisfaga 

(l. 2) 

Consideremos un pol,gono regular de 2m lados, con &rea P1 , ins 

crito en el clrculo C1 , entonces por 1 o demostrado f!n el primer pa­

so, se tiene 

y considerando (1.1) obtenemos 

e, . 
-e-;-

y ya que P1 < C1 , llegamos a P < ~ 3 , lo que contradice (1.2). En 

el segundo caso procediendo de manera completamente an&loga llega­

mos también a ana contradicción. Por lo tanto, la pr~posición (1.0) 

es fa 1 s a y a s 1 c o ne 1 u ,i m o s 1 a p r u e b a de 1 Te o rema d e E u d o x o , 

Ahora consideraremos un problema en el que Arqu1medes usó con 

éxito impresionante consideraciones de tipo mecánico para el descu­

brimiento de conocimientos matem~ticos~ En el problema que presen­

taremos, se conjugan consideraciones mecánicas sencillas con intui­

ciones.geométricas profundas acerca del §~ea, dando por resultado 

una obra maestra del pensamiento matemático griego. Primero prese~ 

taremos ccimo Arqufmedes descubre el valor del &rea del segmento pa-
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· rab61ico y posterformente daremos su dem~straci6n Pr1gurosa" del 

~esu 1 ta do, usando e 1 Métod,o .: de:. Exh ttác i ón de· Eudoxo ~· . 
". 1'·1 1 " • ' • ' .: .. ' l ' ' .• \ : •• ' ,• '.' : ' . "~·. ) .• 

El problema que se. propone Arquímedes es el de calcular el 
&rea de un segmento parabólico. Sea ~ste el dete~minado por el -
arco de parábola AB y 'el segmento de recta. AB. Sea C el punto m~ 
dio del segmento AB~ Sea D el punto de. intersección. de la. tangen 
te a la párábola en B con la recta paralela al eje de la parábola 
que; pasa por C y llamemos E al otro punto de inte~secci6n de esta 
recta con la parábola. Arquimed,es menciona, como un hecho ya cono . . . . 

cido en su época, que DE = EC. 
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(Problema 2.f Demostrar que DE= EC. lSe puede dar una demos­
tración en la que no se.use Geometría Analítica?. 

Sea F el punto de intersección de l~< tangente con la recta· 
'ue pasa por A, paralela al eje de la pará'bola, y G el punto de 
intersección de esta recta con la determinada por los puntos By. 
L lt»mo el· triángulo FBA es semejante al triángulo. DBC y DE = EC, 

se ti~Be •ue FG = GA. Sea el punto H sobre 1~ recta que pasa por 
les .Jn.rntos B y E tal que G sea el punto medio del segmento BH. U­

sand>O el argumento anterior par.a demostrar que FG = GA, se tiene 
que IJ = JK para cualquier otra recta pa~alela al eje de la pa-
ribol a. Sea l el punto de intersecciifl de esta recta cofl la pará 
bola. 

A continuaci6n A~quimedes demuestra que: 

HG • LK = GJ • I K ( 1 • 3) 

( Prob.lema 3.J Demostrar la relaci·ón HG • LK = GJ • IK. 

Arqu,medei consideri el .irea del segmento parab6li~o como la 
· 

11 suma i n f i n i ta 11 d e 1 a s l o n g i tu des d e t o do s · los s e g me n to s L K , e o -
rrespo~dientes a todas las rectas paralelas al eje d~ la parábola, 
y el área del triángulo FBA como la "suma infinita 11 de las longi­
tudes de los segmentos IK~~ obtenidos al considerar todas las par~ 



·- 6 4 -· 

lelas' al ej·e. de la pa.rábo'ia que inteJ'sectan el segmentó A'B.; la'-: 

fórmula {l.3J re1ac:i(~fíla est~,~ ]101úag·itudes y· Arqr..iim~des la inter-

preta as1: 
. ,, ,·. 

Considérese JH como tH'1Jó\ pal21r1c1~'. con ¡:n.1ntó 'de ·apoyo eri G, e!!. 
tonces si consf~eramos LK como un peso colocado ~n H~ e ~K como 
u.n peso co1oir..ado en J~ tendremo:s ·ia pa1aílca en eqtd1ibrio, según 

la ley de la pala~ca en vista de la f6rmu1a (1.l)i De aqui, s~ 

ttene qüe la suma de las longitudes de los segmento~ LK colocada 
. en. H equ11ibrar5 a la suma de los segmen~os IK reposando en su -

punto ,medio, sobre e·1 putrito corresprond:iente J del segmentó BG •. -

Esta última dist1tibución de peso es equiva"lente a considerar to.­

. dos los segmentos sobre el centro de gravedad del triángulo FBA, 
que estará colotado en el segmento 68 y s~rfi llamado Z, o sea el 
área· de.1 triángulo col«i.lcada en Z y por lo tanto tendremos que .. -

(Are~ del triingulo FBA) m GZ = (Area d~l. segmento par~b61~ 
co AEB) 0 GH. 

Arquímedes demuestra ahora ql!.le GZ 

· tanto: 

Area del segmento parab611co AEB 

'1, 

'I 
- J GB 1 = 3 GH y por 1 o 

1 = - Area del tri&ngulo FBA 3 .. 

que GZ :'.! ~- GIL 

Por Oltimo1 Arqu1medes relaciona las ireas de los triángulos 
FBA y AEB de la man~ra siguiente: primero demuestra que el Srea 
del triingul-0 AEB es la mitad del área del trii~gulo GBA y esia 

1 

área es a su vez la mitad del área del triángulo FBA: <:ons;ecu.ent 

mente, el área del triángulo AFB es cuatro ve.ces la del ttiángul 

AEB y de aqu, inferimos que: 
.r' ' 

•',, .·. 

TEOREMA 2. El área del ségmento pa.rabó1 it.o ·A.EB es igual 4 a -3 
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21 Are~ del tr1Sngulo AEB 

u,medes tiene unft idea tan desarroll~da 1 y 

ti~ tan actual, de lo que es una demostrnc16n matem tic0w • 1 

~;, ·¡ i!l! 11 ;r .iJ. l t~ s r a z tJ1 ri ci m ·¡ f\'~ n t ü ~1 · ic:i üi t E: r· ·¡ u V' e :i:; t: o m ti ~.2 11~ ¡~ J d u1. o \.J l » 

1: 1 ~\. e u b r ;; ., h r;; e h o s nu1 t t~ m ií t ·i t i:1 'S y chrnHH! s t r a I:" ~; t it: r itHH' e: rn Jj. ¡Hn ... 
dY·~ ;dC,·L 

d v.'·1gtn·o$iHnc:nti~ miltmN~~tico,, q1rn hace us(i d~d Mé!:ncfo dü ;1h. u ¡ 

a Eu xo, Pasemos a ver su demostrac16n. 

t T CION 
G e:; ~, s ·i d é: r e s e e 1 s: e g m %? n t t~ p a r ?i b ó ~ ·f e o d r::: t ~;- r t'\'I ·¡ n i1 d n p o ¡ · e, ·~ '/' e n 

e a par8bola AB y la cuerda AB. Por el puHto medio del ~2gm~nl 

cese una recta paralela al eje de la r· 
·~ _,,, 

1 µunto en que esta.recta inters~cta a la par&bola. Ento ce se 
uestra que la tangente a la par!bola en C es parale 6 al 1~ 

Tomando las paralelas al eje de la paribola que pasan por A 
y B e intersectindolas con la tangente en C, obtenemos un parale 
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logra.mo DEBA. Claramente, el triángulo ACB tiene la mitad del á­

rea del paralelogramo Y la de Aste es mayor que la del segmento 
parabólico. Por lo tanto, el área del triángulo ACB es mayor que 

la mitad del irea del seg~ento parabólico. ~onsideremo~ ahora ~1 

segmento parab6lico determinado por el arco CB y el segmento ca, 
y construyamos el triingulo CFB de una manera anfiloga a la cons­
t~ucci6n del triángulo ACB. Arquimedes. demuestra: 

A'r e a d e 1 t r i á n g u 1 o C F B = ~ Ar e a d e 1 t r i á n g u 1 o A e B .(1. 4:) 

En consecuencia el &rea de los t~i¡ngulos CFB y AGC es la -
cuarta parte del área del triingulo ACB. 

jProble~ill Demostrar la igualdad (1.4). 

Tenemos también que el área de cada uno de los triángulos·; 
6 CFB es mayor que la mitad del irea del correspondiente segment 
parabólico. Usando el mismo argumento que Eudoxo manejó en. el TE . * . . 
REMA 1. Arqu,medes demuestra que la diferencia entre el i~ea del 
segmento parabólico y la suma de.las ireas de un cierto paso de 
1 a d i v i s i ó n e n t r i á n g u 1 o s s e r á me no r q .u e u na e a n t fd ad a. a s i g n a e 
de ántemano~ esto es: 

Area del .segmento parab6lico-Area del .triángulo ACB - l Area dél 

triángulo ACB- ••• 

_ in A re a d e 1 t r i á n g u 1 o A e B < ci. 

llamando S1 al área del triángulo ACB, prueba a continuaci 

que para cualquier n. 

1 
~l t 4 131 t ' •• + 1 " ' + l ,1 .· } 4 4n 1-'l ·3 \..4n '31 = 3 fh ( l . 5) 

[Pro b 1 e m~= 8 . J Demostrar l a i gua l dad ( 1 . 5) 

D • 1 ° y· por f3 1 a~rea del segmento pare es1gnemos por si a 4i µl . e 
bélico en cuestión.· 
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?or ül timn, usando el mét-odo indirecto, Arqu1medes prueba el 
TE o Re: !·~A 2 y a· q u e , . s i s u pon e m os q u e B . ~ j ~ i , d i gamo s q u e s > j f3 i 

en~onces es posible encontrar una red de tr1in9ulos cuya suma de 4 . 
áreas sea may~r que.3 ~1*º. sea,, 

l l 4 . al + 4 ~1 + ••• +.~al> 3 ~J 

y esto contrad,ice (1.5) 

4 Ahora, si B < 3 $1, es posible 
so de la cadena, tales que su ár.ea, 4 . 

~ncontrar triin~ulos de un_p~ 
digamos A., s~a menor que 

J . . 
3 fh-a .. Esto es posible, porque las áreas de triángulos suce-

sivos van acercándose a cero. Por un lado tenemos que 

l l 
S.i + 4 €31 + • • • + 4m 131 < S para toda m. (1. 6) 

por otro, aplicando (1.6), tenemos que: ' . 

1 . 
81 + 4 B1 + .... 1 1 1 

+ 43 a1 + ·3 <4J a1) = ·4 
3 B1 

en consecuencia 

e a1 + ¡ a i + • • • + ~J fh > - a> o 
lo cual contradice (1.6). Con esto termina la demostración del -

TEOREMA 2. 

No deja de ser sorprendente la actualidad. de las demostracio 
nes ~el TEOREMA 1 Y del TEOREMA 2, asf como su contenido geomitr! 
coy en el caso del segundo teorema, el ~itodo.de descubrimiento 

. o razonamiento heurfstico que us6 e hizo explfcito Arqufmedes, ya 
~ue la mayorfa de las veces la din~mica de1 descubrimiento queda 
perdida, ya sea en la inconciencia, ya sea en el desinteris por -
comunicarla o en el inter~s por ocultarla y hacer asf apa~ecer -~ 
m~s impresionante e inalcan~able la creatividad del autor. Pocos 
s-0n los matemáticos que han escrito algo acerca de su experiencia 
creativa; enti~ ellos podemos mentionar a Arqufmedest Descartes, 
Leibniz, Euler, Boole, Poincaré, Littlewood y Hardy .. · 
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... Al'. no cub.rir.,e~te tipo de material en la en_señan:za tradicio­

nal d~ las m.ate111áticas_, cr.e_emo.s que se está .d~ndo un gran salto -

que repercute. en. general en _defici~ncias vari,s de la formaci6n e 

inlormaci6n del estudiante~ 

El Método: de '.Exha . .ución de Eudoxo y l.as consideraciones heu·r'ís 
. . ' " ' -. . 

ticas de Arqu'ímed~s est(n •ntre las ¿ontribuciqnes más hermosas· 

y geniales de la matemática ·gri.,ega a la matemática universal. ' .. . .,, .· . . 

Un siguiente. paso en la evoluci6n de la idea de limite, aso 

·ciada al cálculo de áreas, podemos .encontr:>arlo 'en ei trabajo de -

tavalteri {1598-1647). El considera, sistemáticamente, un área e~ 

~o la unión de un nGmero indefinido de segmentos paralelos y un -

volumen formado por un n~mero indefinido 

las. Estos elementos son ll~~ados por ~1 
; ·. ••• .·. ·:.: .: • .i . . . , • . 

y v.oru,men y reconqc_e qu_e s'u nGmero .debe 

de áreas planas y parale 

itl'"os 'indivisibles de ár;a 

~ir in~~f~nid~mente gran. . ··. . ... • .· -. 
de; sin ~re~isar m~s~.q~i ~uiere decir con ~sto~ 'como ejemplo, él 

demuestréi .que el ,área del. pa~a le.l ogramq AB,GD e~ ~1 d~bl e del ár~a 
del ·t~iá~·gulo As'o o d~l tri.ángulo BCD~·· de111ost~and~ que ~uando GD= 

·BE enton~es G.H = FE, y por' l~ tanto los triángu,los ABO y BC.D están 
'' . ,· . . . . .', : ,. . . . 

formados por una c,~ntidad i9ual de segmentos iguales y en co.nclu-

sión su~ ár-eas s_on igu~les •. 

o 
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, 1~roblema.9.]oemostra.r que si GD = BE, entonces GH = F.E' 

Otros' matemáticos éontemporáneos ·de Cava 1 ferf usaron u na idea 
diferente~· consis.tente'en aproximar el área de la región en cué~ 
ti.ón pof la suma de áreas' de esos rectangulos y observaban que., -- . 
cuando el nQmero de rectángulos tendia a infinito,. cie~tos t~rmi~ 
nos podfan ser despreciados, esto es, implfcitamente estaban to­
mando el limite de' la suma cuando n· .tiende a infinitg.Stevin, Pa~ 
cal y Fermat son algunos de los matemátfcbs que usaron,este méto­
do, pudiendo calcular dffert:fotes integrales, como: · 

J

a n 

0

x dx = 
an+1 

n + 1 

. .,. " 

para valores den racionales y diferentes ~e -1. 
Con_ la presentact6n de estas t~e~'~tapas ~el desar~ollo de la 

idea de limite'··'no pretend~mos haber déido todos lo~ e'lementos im;por. 
tantei ~e"su evolu~ión, ~i en términos e~clusivamente mate~át~cds, 
. - . . .. ~ : . , . ·: , . .r' : .. : : . . . . : .i,· ; , . : : . .• . . . ·:; '. : . 

ni con r~specto a su ~eleiaricia e~ 1~ en~~Hanza'de las Mate~áticas~ 
Pero sí cré.einos haber mostrado e 1 ementb s _que sugieren, por un 1 ado, 
qu~ las di f i cu 1 ta des experimentadas por i o~ estudiantes en el a pren. 
dizaj~ de ciertos c~~ceptos matemáticos estin ligados a difiéulta­
des y as pectas manifestados en :e 1 proce.so h is tórt co de d,,e sarro 11 o 
de estos conceptos, y, por otro lado, que en el proceso de entendi 
miento .y creaci6n de las matem4ticas hay elementos muy variados que 
rebasan la frontera de éstas, y qu~ son importantes en términos del 
enten~imiento y en~eHanza de las matemáticas. El conocimiento de -
estos elementos y·una integraci6n ádecuada dé ellos a· las situaci.Q. 
nes educativas, s~n cgndiciones necesarias para realizar una ense~ 

fianza en la cual la creatividad sea un elem~nto fundamental, junto 
con otras caractetlsticas importantes del pensamiento cientifico. 
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2. CONSTRUCCION DE TANGENTES 

HiTRODUCC ION 

Ha e i a 164 O no ha b í a a ú ITI u 11 a d e f i n i e i ó n de tangente a e e p ta da 

por los matemáticos principales de la época. De hecho, se '~aneja­
ba a la tangente desde varios puntos de vista o con definiciones 
diferentes, algunas. haciendo mis infasis en aspectos geomitricos, 
otras en aspectos dinámicos y otras en la idea de límite. Por me 

. . ' 4 -

dto del problema de construir la tangente a la cicloide, ilustrA 
remos tres concepciones diferentes de la tangente a una curva, a. 
saber la de Descartes (1596, 1650), la de Roberval (1602-1675) y 

la de Fermat (1601-1665). Debe hacerse la aclaración de que todas 
estas in~erpretaciones conducen en realidad a la misma recta ta~ 
gente, pero lo interesante es que su derivaci6n y su concepción 
~on diferentes, 

CONSTRUCCI-ONES DIVERSAS 

Recordemos que una manera usual de d~finir la cicloide es e~ 
mo la curva desc~ita por un punto de una circurifefencia que rueda 
sin resbalar sobre una recta. Esta misma definición es la que ma­

'nejaba Descartes. 
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El Mªtodo de Descartes para construir la tangente a la ci­
~loide se ba~a en los centros de rotaci6n instantáneos. Pensemos 
en un po1Tgono que rueda sobre una linea recta y fijémonos en la 

. t 

trayectoria que describe un punto fijo del poltgono. Observare-
mos que la curva descrita por el punto consiste en un cierto nO­
mero de arcos de circunferencia cuyos centr~ serán los puntos s~ 

. bre la recta ocupadoÍ por los v~rtices ~el pol,g~no. En consecue~ 
cia 9 la tangente a un punto de la c~rva será la. perpendic~lar a -
la recta que une al punto con. el centro de la circunferencia del 
arco en el cual se. encuentra el punto. 

En la figura tenemos las curvas descritas por el vértice A 
y por el punto P del triingulo ABC al rodar éste sobre la recta. 
Vemos como los centros de rotaci6n son C, luego B, posteriormente 
A, luego otra vez C y ast sucesiva~ente. En cada caso la tangente 

·.al punto seri perpendicular a la retta que une el punto con el -
centro de rotaci6i, por tratarse de un arco .de circunferen¿ia. -
Ahora constderando la circunferencia como un poltgono ~e un nGme 
ro infinito d~ lados» tend~emos que la tangente en un punto d~ la 
cicloide seri perpendicular a la recta que une el punto con el -
centro de rotación "instantáneo o limite". 

·1Problema10.)lc6mo se definir'ª el centro de rotici6n insta! 
t~neo? lPodria definirse el mismo concep~o para otro tipo de cur-
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vas? ¿cuáles y cómo?. 
La construcción de Descartes va ast: 

Sea D cualquier punto del .semi arco de la ~icloide AB. Para cons­
truir la tangente tr§ces~ la paralela a AC que pasa por D. Sea 
E el punto de intersecci6n de .esta paralela con la circunferen~ 
cia. Tricese la recta que une a C y E y la paralela a Asta que -. 
pasa por D. Ent-0nces la perpendicular a esta ül~ima recta~ que -
pasa por D , es 1 a tangente a l a c i c lo i de en D. 

[ Probl~ma 11.¡lcómo se justificaría que e1 punto que descri­
be la. cicloide al p~sar por D tiene a la circunferencia apoyada 
en F? 

Roberval define a la cicloide de la manera siguiente: 
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Consideremos que el di4metro AB del c1rculo se desplaza paralel~ .. 
mente a su pos i clón t n t c ta 1 , con e 1 punto A sobre 1 a recta AC ha!_ 
ta que llega a la posiciOn CD. Al mismo tiempo hagamos que el 
punto A se ~ue~a sobre la ctrcunferenci.a de manera tal que la v~ 
loctdad del punto A sobre la circunferencia sea igual a la velo­
cidad del di4metro AB a lo largo de AC. En particular se tendra 
que el punto A alcanzara la posición D en el momento que el di!­
metro alcance la posición CD. O sea que el punto A es conducido 
por dos movimientos: uno, el del propio punto a lo largo de la 
circunferencia y el otro el de tra.slaci6n de la semici'rcunferen­
cta ... 

Para construir la tangente a la cicloide en el punto E, Ro­
berva 1 traza ·1 a para 1e1 a a AC que pa;sa por E; @s ta in tersecta a 
la semicircunferencia AB en F. Después considera la tangente L a 
la semicircunferencia en F y su paralelá ~n E; esta recta fo~ma 
u.n cierto !ngul o con 1 a recta que pasa por F y E, cuy.a bi sec tri z 
es la tangente buscada, ya que es· el .resultado de dos "movimien­
tos iguales". Esto es, uno de ellos, el de~plazamiento .lateral, 
darta.·como tangente a la· recta que pasa por F y E; el Otro, el 
movimiento a lo largo de· la circunferencia, darta como tangente 
a L y como las velocidades son'.iguales"', la tangente resultante 
es N .. 

Este mAtodo de Roberval es similar al que supuestamente us6 
Arqu1medes para encontrar la tangente a la espiral de su nombre. 
Recu~rdese que Arqu,medes define es~a espiral también como la 
composición de dos movimientos, a saber, un rayo rotando scibre . . 
un plano alrededor de su punto inicial, con velocid~d angular 
constante, y un punto que parte del extremo inicial del rayo y 
se moeve a·lo largo de él, con velocidad constante. Este punto 
describir! una curva conocid~ con el nombre de Espiral de Arqu,­
medes. (Véase la referencia número 10). 

Ahora pasemos al mAtodo de Fermat~ 
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S~a AB la tangente en R a una curva dada, es c1aro9{froble-· 
-~-a-1-2 ..... ] Ver si realmente es claro), que la determinación de la ta_!!; 

gente es ~s.u_ivalente a la de.terminación del punto A y esto es equi 
val ente a la determinación de la distancia ent~e A y c. Esta d~s­
tancia es llamada por Fermat la subtangente y es la que se propo­
ne encontrar. Sea h un incremento en C que nos determina el pun­
to D. Considerando la paralela a PC que pasa por D obtenemos B y 

y de manera semejante 
parecen en la figura. 
por lo tanto 

·Ac = re 

obtenemos los p~ntos auxiliares· E y F que a 

Los t~i§ngulos APC y PBE son semejantes y 

h 
EB 

·y para h pequefio tenemos que EB y EF son casi iguales, asf que 

AC 
pe = 

o en términos' de. f{x), 

h 
FD-P.C 
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AC h 
f (X ) = 7f r(.x~+-,h~)..---;-·-f,.,...,( ..... x.,..) 

,'!/ de aqui 

AC = ·h ·f(x) 
f(x + h) - f(x) 

Ahora se divide el numerador y denominador entre h y se hace h = 
O para obtener ·TQ eri términos de x. Por supuesto estos dos ~lti­
mos pasos no siempre pueden realizarse; sin embargó para un buen 
nDmero de cutvas ton las que trabajó Fermat, el mét~do funcion6, 
en particular para la cicloide. 

-(Problema 13] Encontrar 1a ecuación de la cicloide en coorde 
ijadas cartesianas y aplicar el método de Ferm~t para encontrar -

· 1a subtangente. 

Como se ve, el método de Fermat es prácticamente el mismo -
\ 

que usaMos actualmente, con la dif~rencia de que ahora usamos li 
mites y aunque es a primera vista más complicado que los métodos 
anteri6res, su gener~idad es mayor. 

Es cohveniente comentar que De~cartes también inventó un mé 
todo general para encontrar la tangente a una curva el cual es .;. · 
muy semejante al de Fermat, aunque de caracter puram~nte algebrai 
co (esto ess no se hacia h = O) y aplicable s~lo a algunas de las 
curvas para las cuales el mfitodo de Fermat funcionaba. 

Se ve, una vez más, como en el manejo e in.terpretactones de 
los objetos y problemas matemáticos aparec•n entes y consideraci~ 
nes variados que enriquecen la~ posibilidades de entendimiento y 

manejo de.aquéllos. 
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J~. EL TEOREMA. FUDAMENTAL DEL C'Atcuto 

INTRODUCCION 

La Historia de las Matemáticas juega un papel muy importante 
en la Enseílanza de la~ Matemiticas ya qué a travis de ella se ob­
ttene una visión de conjunto de las Matemáticas en la que apare­
cen los diferentes elementos que se conjugan:. para deter~inar el 
desarrollo de las mismas. Uno de estos elementos es la re1aci6n -
que existe entre las Mat~miticas y las.necesidades concretas de -
los.pueblos. Pare~e indudable qtie las matemáticas primitivas est~ 
vteron directamente vinculadas a las necesidades primordiales de 
tipo económico y social y que fueron evolucionando muy lentamente 
y en.cierta forma independizándose de las situaciones concretas -
que las habfan producido~ La aritmªtica,qu& actualmente estudiamos 
.en la escuela primaria, es el fruto de siglos de experiencia mate­
mitica, aunque a nosotros nos parezca simple y elemental, o, en -
otras palabras, podriamós decir que las ideas matemáticas tienen 
una evolución durante la cual cada vez se vuel~~~ m~s abstractas y 

aparentemente se alejan mis de las situaciones.concreta~. que las -
ortg1naron. Decimos aparentemente, po~que es sabido de sobra c6mo 
~tsciplina~ matemáticas que nacieron de consideraciones mis pura­
mente matemáticas posterior~ente han probado ser heframientas Oti­
les en ciencias o en apl~caciones de ·carácter muy concreto. Los di 
·ferentes usos o apltc·aciones de las Matemáticas, que le confieren 
a @ s ta s s u s ta tu s d .e c i e n c i a p o r ex c e 1 e n e i a , e s o t ro e l eme n to q u e 
aparece en el estudio de la Historia de las Matemáticas y que con­
trib~ye notablemente a aclarar la vida de ~stas~ su importancia p~ 
ra otras ciencias, para la t€cnica y para la sociedad en general. 

Dentro de la evolución de las ideas matemáticas, podemos inte! 
tar establecer algo asi como lineas gener~es de desarrollo de cier 
tos conceptos. Por ejemplo, una suma, una sede y una integral son 
tres ideas matemáticas con mucho en coman, casi nos atreveriamos a 
decir que es una misma idea pero en diferentes contextos. En el pr~ 
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mer casp tenemos una canttd~d finita de sumandos, en el segundo -
una cantidad numerable de sumandos y en el tercero una cantidad 
Mcontinua" de sumandos. Siguiendo en este camino, podrfamos pensar 
q u e un a • s u m a es a un a i n te g r a 1 e o m o u na d i fer efn c i a es a ú na d i fe -

rencial. Esto quiz&s· suene demasiado nebuloso o hueco, sin embargo 
este tipo de analog,as y consideraciones, fueron hechas por impor­
tantes matemáticos, y coridujeron a entender y descubrir algunos h~ 
chos matemiticos importantes. Baste citar a Leibniz, quién u~6 las 
analogías sistemáticamente y' fué el. prime.r matemático que observó 
que los procesos de diferenciación e integraci-ón son inversos ,uno 
del ¿tro~ Para mostrar que la relación ·entre el caso fi.nito y el -

caso continuo de la suma y la diferen~ia es menos;trtvial de lo -­

que uno puede ~uponer a primera vista, daremos dos versiones del -
Teorema Fundamental del Cálculo, en las cuales la a.nabgía es clara. 

·Analogías para el Teorema Fundamental del Cálculo 

Para record~r y precisar el tema, v~amos una presentación del 
• • < 

Teorema Fund~mental del C~lculo en la forma más o menos tradicio-
nal~ 

Teorema l. Si f(x) es deri~able en (a,b) y f 1 (x) es continua 
en (a 11 b) ·entonces b 

/ 

f'(x)dx = f(b) - f(a) 

Demostración. Para cualquier partici6n 

f(b) 

se tiene 

a= Xo < X1 <••e <X = b 
n 

[ f(x.) 
l 

f(x. )] 
;l.P"J 

~. f'(&.) (x. - x. ) con & e ']X x [ 
i=l . l 1 l-1 . i i-1' i 

(3. 1) 
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siendo esta Gltima igualdad una mnsecuencia del Teorema del Valor 
Medio. Si consideramos el 1,mite de las sumas de Riemann {3.1), -
cuando la partici6n se refina obtenderemos que (3.1) tiende a 

b 

f 1 (x)dx 

a 

que por hipótesis existe,. ya que f' (x) res continua~ 

Teorema 2. Si f(x) es contin~a en· ~,~.·y 

·x 

F(x) = f(t)dt para x e [ a,bl ... , 

a 

entonces F(x} es derivable y F'{x) = f(x). 

Demostración: Para Xo E [a,b] s.e ti ene que 

Xo+Ax ?<o 

F(xo+6x) - F(~o) = 1 
/),,X !J.X . f(t)dt f(t)dt 

a a 

Xo+Ax 

i:A~ f(t)dt 

Xo 

Como f es continua en Xo dado e > O existe ~ > o t~l que 
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f(xol - e < f(t) < f(xo) +e 

para Xo .... 6 < t < Xo + 6, . (3' 2) 

Ya que la integral es mon6tona, integrando (3,2) obtenemos para 
X > Xo 

. r , f(><. l 

Txo 

. ¡X IX 
.. e)dt < . f(t)dt < . ·. [ f(x 0 ) t e) dt 

. Xo Xo 

y pa.ra x < Xo tenemos, 

·¡Xo 
X ( f(Xo) • 

· Jxº 1· Xo e] dt < f lt)dt < [ f (xo-l 

X X · . . 

+ e) dt 

{3~3) 

( 3.~ 4) 

integran~o en (3.3) y (3.4) y dividi~ndo entre x - x0 nos queda, -
para lx-x~I <o, 

· f(xo) - e < _.!__ X-Xo .¡x f(t}dt e f(x,r + e 
Xo 

y de aquf pasamos a que si fx x;I < r entorices, 

f(xo) "e< F(x) ~ F(xa) < f(xo) te · x-xo 
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o sea, si lx - Xo ¡ · < c5 entonces 

lf{xo) - F(x) - F(xo) l<e 
x .. xo 

e equivalentemente, 

lim 
x+xo·. 

F(x) - F{x) = 
X .. Xo 

to~ 1 o que queda demostrado el tea.rema • 

. Veamos lo que llamar1amos el Teqtema Fund~mentaJ del Cálculo 
e~ su versi6ri finita~ 

Supongamos que F es una funci6n definida en un intervalo de -
~dmeros naturales [ i,j+l 1 e N y con valores en los reales, defina­
mos una función f(n) que llamaremos la diferencia de F(n) de la ma 
nera siguiente: 

f(n) = F(n+l) - F(n) = c5 F(n) .(3.5) 

Obsetvemos que la funci6n f(n) vendr1a siendo la d1ferehcial en el 
íCaso finito. 

Tenemos que 

j-l 
n!i f{n) = f(j) - F(i) (3.6) 

La demostraci6n es simple y s61o depende de cancelaciones sucesi-­
vas, 

J-l 
~. f(n) = f(i+l) - F{i} + f(it2) - f(i+l) + 

n~J. •.' ' + f{j-l) - F(j-2) + 

F{j) Flj-1) = f{j) ... F(1) 
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O sea· que, hemos visto el an~logo de 
b 

f(x)dx = F(b) - F(a) 

a 

donde Fª(x) = f(x), en el caso finito •. 

Veamos que la. semejanza o analogia no s61o aparece en los re 
sultado~, sino tambi~n en las demostraciones~ 

Sea F(x) tal que su derivada f(x) es Riemann integrable en -
a,b , entonces 

b 

f(x)dx = F{b) - F(a) . (3.7) 

a 

P a r a demos t r a r .( 3 . 5 ) con s i de remos u na p a r t i e i ó n a r b i t r a r i a de 1 i n 

tervalo a,b 

a= Xo < X1 < X2 < ••. <X = b .. n 

y sea N la norma de la partición, esto es, 

entonces 

N = m a x · {x . x . } 
i<Í~n 1 - 1-1 

b 

f (x }d.x 
n 

= 1 im l: 
N+O ~=l 

f(t.) {x. - X. ) 
1, . ;i. ;i.-1 

a 
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p a r a e u a 1 q u i e r e 1 e c c i ó n d e t . ef .x . ' i'X i ] 
.· .. ' -~ •\ ~~-.l .· 

E.n pa ~ti cu lar' poi e;l Teorema del Vaior Médfo i > • 

b 

a 

f (x)'d.x = 
·n 

lim ~ 
N+O i=l 

y otra vez, por cancelaciones sucesivas 

:·"'f .. 

f(x.) .. F(x. ,) 
l, i- .. 

',-··· 

,: •.i' \ 

(3,8) 

= 11m (f(x·) .. f(xo)) ~ F(xn) ... F(x·o) 
N+O n 

= F(.b) ... F(a), 

con res pecto a nota e i ón tenemos qu.e (.3, 8 l puede ser e$CJ'i'ta como 

,·f'(x
1
.) - F(x. ) ~ DF(&.)Ax 

i-1 1 

y su an§1ogo (3.S) como 

F(n+l) - F(n) = 6F(n)An 

Por otro lado, (3.6) la representamos por 

,j 
~ 6f(n} An = F(j) - F(i) 

n=i 

y {3. 7) por 
b t D ftx l d X = f ( b l - F (a ) . 
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(Problema 14.i Extie-nda esta .analogfa a otros temas del Cálculo 
en todo~ los n~veles y asp~ctos posibles. 

Claramente se ve la necesidad ~e estudiar la historia de las 
matem~ticas con la inténci6n de descubrir los ~lementos de earicter 

' ' " , ' 

heurfstico, tanto del pensamiento matemitico psico16gico, como del 
pensamiento matemático social, para posteriormente ~uscar formas a­
decuadas para que los est~diantes manejen y d~sarrollen estos ele­
mentos dentro y fuera de las matemitica~ 

! 
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4 •. CONCEPCIONES DEL CALCULO 

Hay varias formas 'cie enfocar o concebir el Cá1 culo Diferencial 

e Integral~ Se podr,a d~cir que ~e~ton lo conceLfa y trabijaba más 
en térmfn'os d'e p·rcÚ)lemas 'e ide'as de la F{sica y cons·ideraciones 

ge~métricas, tratando de ·a'plfcar .la metodoJogíá de demostración de 
" '" . . ' . . ... ' . 

Arquímedes, Eud:oxo, etc.', mientras Léfbniz lo enfocaba de una mane-

~ r~ m~s pur~~~~t~ matemática, en t1rminos de inalogias con otrés si~ 
tu~ciones mat'emáticas y haciendo' ~nfas·is en su general id ad~ estruc­

turaci6n y ius:aspectos com6{~atorto~ j ~imb611tos. Leibni~ afirma~ 
ba qu~ la teoría que estaba construyendo guardaba la misma relación 

• . . ' .:·. . . ' ·. . . . ' . . . 1 
e~ términos de generalidad, eficiencia y mecanic"ictad>con los méto-
dos de Arquiniedes, como la· Geometría Analítica de Descartes a la -

Ge6metr,á d~ Euc~ides. En est~ concepci6n se enfatizaba el aspecto 
1 a1gebraico 'del c§1culb;<que nos permitía resolver fami1ias de pro-. . ~ 

ble.mas sin tener que ingeni.ár para cada caso una so1uci6n, sino sim 

plemente a p 1 ita r fórmulas y comp,uta r. Es te enfoque tomó mu e ho auge 
. . 

en 'la, Europá Continental, en ·contraste con el enfoque de ·1os ·matemá 
. 1 1 ' -

tic:os <ingleses que. acentuaban. los aspectos geométricos y de movi­

miento y trataban de dar.le. validez a los resultados del. Cálculo, u• 

sando dem~straciones de tipo geométrico como 1as del Méiodo de Exha~ 
ció'n de EUdoxo. Lá.plac'e iice en< s·u "Expos1ción del Sistema del Mun­

do11: El análfsis}algebraico (Cálculo) nos hace olvidar pro.nto el ob 

j~fi~o p~incipal, enfotand~ ~u~stra ~t~ntión en las combinaciones -

abstractas·, y únicamente al final regresamos al objetivo original. -

Pero, al surrier~irse ~n las operáciones del análisis, uno es conduci-

do, ~orla generálidad de sus métodos y la inestimable ventaja de -
' ' . . , . ' . . 

transformar el razonamiento a procedimieritosmecánicos, a resultados 

frecuentemente inaccesibles a la geometría. Tal es la fecundidad de 

anl1isl~; que es su~t~iehte traducir ver~ades particulares a este -
' . . 

lenguaje universal para ver emerger de su 'mera expresión u_n·a mu1ti-

titud de v'erda'des nueva~ e inesperadas. Ningún otro lenguaje tiene 

la capacidad para la elegancia, q~e su~gé de una larga sucesión de 

~xpresiones encadenas una a·~tra i tódas ramificándose de una idea -

fundamental. En consecuencia, los geómetras (matem&ticos) de este 
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~glo, convencidos'de su superioridad, se han dedicado, principalme~ 
te, a extender su dominio y ~grandar sus posibilidades. 

lagrange~ en el prefacio de su "Mecinica Analftica", dice: Ya -
tenemos varios tratados sobre Mecánica, pero el plan de ~ste, es com 

. . ,·,.Í ' . ; : > -

pletamente nuevo, Me. he impuesto el·problema de reducir )a mecáni~a 

y e1 arte de la resolución de su.s problemas a fó.tmulas generales cu-
~ ., ,. ' 

yo .s imp 1 e des a rrol 1 o proporciona toda s. 1 as ecua e iones ne cesa rf as pa-
ra las soluc·iones de cada problema ••• Ningún diagrama será encontra­
do.~n este trabajo. Los m~todos que expongo no requieren construccio 

' . . . . -
nes o razonamientos geom~trjcos o mecánicos, sino unicamente opera­
~tones algebraicas sujetas· a un procedi~i~nto regular y uniforme. A­
que1los que gustan del Análisis· verán con placer comó la mecánica d~ 
vi;:~ne en una de sus rama.s :¡me quedarán agradecidos por haber exten"." 

' dido su dom.inio. 

Esta concepción del Cálculo se po.dría extender a todas las mat~ 
yr;fticas· y constrasta fuertemente con a1quella que. las considera como 
el arf.e de resolver cierto ti'po de problemas .haciendo'· é.nfasis en los 
aspe et os de so 1 u e iones par ti e u l ar es / f "'9 en i os as par a e ad a. caso • 

Se puede d e c i r de es t.a s dos con ce pe i o ne s , que 1 a de le i b n i z pro -
pic:ió el d.esarrollo del Cálculo y en camoi.o la de .Newton puso esco­
l'los para este des.arrollo, de. tal manera que en los año~ siguientes. 
a estos dos matemáticos, el .desarrollo ,del Cálculo en la Europa Con­
tinental aventajó por mu¿'ho al dado por la escuela ingles'a. 

• . . . ' ,, ·.i· ' ". . : 

E n 1 a a e t/u a 1 i. da d , e~ n e 1 d es a r ro 11 o d e 1 A 1 g e b r a Linea 1 y e l C á l 
culo en Variedades, se ha generalizado un enfoque consistente en in-

, ' . ~ . 

terpretar el C81culo como· el estudio del "comportamiento cuiíitativo" 
de una cierta clase de funciones, a saber, .Jas funciones diferen~i~­
bles~ a trav~s del comportamiento de las funciones lineales, enten­
diendo por estudio del comportamiento ~ualitativo de las funciones, 
el estudio ya sea de carácter .local o .. global, de elementos como: 

lnyectividad 
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Suprayectividad 

Ceros 

Singularidades 

Crecimiento 
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~ Acotamiento 

Periodicidad 

·En "este enfoque la idea de derivabil 1dad queda comQ .la d~ apr.Q: 
ximación local a la funci6n original, por medio de un~ func16n li-­
neal. 

Este enfoque tiene la ventaja de darle gran unidad a·1a prOble 
. -

mátú:a del Cálculo en sus difere'nteS· formas: Cllculo de funciones -
de una variable, de varias variables, en variedades, en espacios de 
dimensión ·infinita y también la de re.lacionar m~s fntimamente dife­
rentes ramas de las matemáticas. 

También se podrfa.pensar el C~lculo como un modelo lfmtte de -
modelos discretos de medición de cambio. Dentro de e~te modelo lí­
mite tiene lugar la situación ideal de la .medición· sin error e ins~ 

tantánea, que claramente no es posible en. la práctica, y que permi­
te enton~es pensar en el cambio o comportamiento puntual o instantá 
neo. Para que este modelo límite sea construido' necesitamos una 
geometría y una concepción dél tie~po "continuos", o en otras pa.la­
bras, sin agujeros o saltos. En la evolución del problema del movj_ 
mi.ento planetario, se ve claramente cómo,a medida que se iban refi­
nando las mediciones del movimiento de los astros, iba surgiendo la 
necesidad de bu sea r nuevos mode 1 os de carácter mecánico - geométrico 
que se adaptaran a la situación experimental de la época. A~~qu~ -
el continuo geométrico y el continuo tiempo están. íntimamente 1 iga- . 

. dos, la conceptión del tiempo·como un continuo aparece mucho más 
tarde que el continuo geométrico,quizás entre.otras cosas por el c~ 

ráctermás abstracto del 'tiempo en contraste con·las mediciones de 
figuras geométtic~s que son m8s permanerites, perceptibles, e imagi~ 
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na bles. Para ejemplificar lo que acaba!"os de decir consideremos un 

objetó que s~ mueve de un lugar A a un lugar B.en un tiempo T, en­

tonces la ~elocidad promedio del móvil de A ·ª B estarla dada por'·-· 

la distancia entre A y B dividida entre el t':-iempo T, si' necesitara· 
' . -

mos calcul.ar velocidades promedio para subtrayectos del ,trayecto 

AB, cada vez tendrfamos una cierta lista de n~meros, a la cual po­

d r f amo s a .s o e i a r l e u n a fu n c i 6 n d i gamo s es ca 1 o na d a , p o r e j e m p 1 o s U~ 

pongamos que: distancia de A a B, que denotaremos por d(A,B) = 430 

km. d(A,A1) = !00 km 

d(A,A2) = 60 km 

d(A2 ,e ) = 270 km 
para ir de A a A1 empleó de las 2':00 ·a las 3:15 
para ir de Ai a A2 empleó de las 3: 15 a las 4:45. 

para ir de A2 a B empleó de las 4:45 a 1as·-7:00 
. ,,. .. . 

entonces las funciones es~alonadas ~µe representar1an las velocida 
' . . ' -· 

des promedio, quedarlan: 

á) s';' tomamos todo el trayec:to 

'1 

\20 

f'O 

"'º 
t ,. 2 1 3 4 5 1 

, '·.· 

'U" 

''· 
... 

120 

f 0 

40 
'~ ' . 

.e. 
100 200 300 ·. "100 
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dond.e e y t represent'ari. el espacio recorrido .y el. tiempo transcu· 
r r i do., " r e.s pe e t.i v amen te . 

b) Conslderando .1 os s.ubtrayectos · 

v .. 
110 

'º 

2 .3 . '\' '5' 1 

120 

go .... ·------

;·,.¡,··: e. 
'ºº' 300. 400 

. Ent.onces, para cada med.ición tenclr.ídmos uria pareja de funcione's 
que nos repres~ntartan l~s ca~bios.de-~elocidad en los diferentes 
subtrayectos con resp~cto ai tiempo y al espacio, y'a1f, una d~s-

:·. 1 .'" ·' ' ,: 1 •. • :·· : .• ·'" ' ' • .• 

cripci6n matem&tica del modelo estaria dada pór una familia de p~ 
r~jas de funciones, aunque ya ~esde iquí es claro qu~ si ~enemas 
dos parejas de funciones, una correspondiente a una s·uodi'vf;,i'ón' -
de los subtrayectos de la' otra, en gene~al aquella contiene más -
informaci6~ que esta filtima. Esto nos conduce a que mientras más 
fina es una partición ~espetto a otra, mis información hay en el 

. . . 
modelo correspondiente. Entonces ~i existiena .. un model-0 que ca-

. rrespondiera a una partición más fina que cualquier otra, tendrí~ 
amos ahi más información que en cualquier otro modelo. 

· lCuál seria la partición más fina que cualquier otra? Pues -
1 

~laramente la partición puntual y esto nos lleva a pensar. en la ve 
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locidad: en un punto y en un instante. Es muy posible que dura,nte 
los siglos que llevó la gestación del Cálculo está situación de ,_ 
refinamiento paulatino de modelos discretos 'péfra problemas geomé­
tricos. y de movi~iento, en términos de nec~si~ades concretas y n~ 
cesidades mis puramente matemáticas, haya sido una .de las ideas ~ 

motrices y conductoras para su desarrollo. 
Consideramos que sería interesante ~xplcirar más esta posibi-

1 idad. 
· Otra concepción del Cálculo plantea a éste como la te6ría m~ 

temática que estüdia las ldeas de cambio y de movimientos. Remftj_ 
remos al lector a las referencias (8) y ·(9) de la Bibliografía, para 
una exposict6n de este enfoque. 

Notemos que en las concepciones comentadas hay elementos de · 
carácter filos6fico,y como éstos, en un momento dado, influyen en 
el mayor o'menor· des~rro)lo de las ideas matemáticas. De la misma . . .. 
manera es muy factible,que los elementos de carácter filos6fj~o -
puedan jugar un papel importante en ciertas situaciones de la en~ 
señanza de las matemáticas. 

-

Queremos recalcar que la. intencj6n de estas nptas es inquie-
ta!' al profesor de matemáticas para que busque elementos de apoyo 
para la realizaci6n de una enseñanza mis efectiva y rica en posibj_ 
lidades y, en particular, hemos señalado algunos temas y direccio-. . ',, ' ' 

nes que consi~eramci~ que tienen mucho ~ue of~ecer al eritendimiento 
y enseñanza de las matemát·icas. No pretendimo~ ni ·ser e~haustivos 

' ' ' . , ' ~ ' . ; . . . 

ni mucho menos que se interprete con r~gidez y dogmatismo lo que -
• ' ,: < ' 

hemos planteado, ya que, si algo requiére la enseñanza actualmente 
e s des ha e e r s e de . e s to s . dos a s pe et os q u e 1 a a h o g a ,n, y en s u 1 u g a r p .Q. 

ner la imaginación y la. autocrítica. 
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p a r a e u a 1 q u i e r e 1 e c c i ó n d e t . ef .x . ' i'X i ] 
.· .. ' -~ •\ ~~-.l .· 

E.n pa ~ti cu lar' poi e;l Teorema del Vaior Médfo i > • 

b 

a 

f (x)'d.x = 
·n 

lim ~ 
N+O i=l 

y otra vez, por cancelaciones sucesivas 

:·"'f .. 

f(x.) .. F(x. ,) 
l, i- .. 

',-··· 

,: •.i' \ 

(3,8) 

= 11m (f(x·) .. f(xo)) ~ F(xn) ... F(x·o) 
N+O n 

= F(.b) ... F(a), 

con res pecto a nota e i ón tenemos qu.e (.3, 8 l puede ser e$CJ'i'ta como 

,·f'(x
1
.) - F(x. ) ~ DF(&.)Ax 

i-1 1 

y su an§1ogo (3.S) como 

F(n+l) - F(n) = 6F(n)An 

Por otro lado, (3.6) la representamos por 

,j 
~ 6f(n} An = F(j) - F(i) 

n=i 

y {3. 7) por 
b t D ftx l d X = f ( b l - F (a ) . 
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(Problema 14.i Extie-nda esta .analogfa a otros temas del Cálculo 
en todo~ los n~veles y asp~ctos posibles. 

Claramente se ve la necesidad ~e estudiar la historia de las 
matem~ticas con la inténci6n de descubrir los ~lementos de earicter 

' ' " , ' 

heurfstico, tanto del pensamiento matemitico psico16gico, como del 
pensamiento matemático social, para posteriormente ~uscar formas a­
decuadas para que los est~diantes manejen y d~sarrollen estos ele­
mentos dentro y fuera de las matemitica~ 

! 
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4 •. CONCEPCIONES DEL CALCULO 

Hay varias formas 'cie enfocar o concebir el Cá1 culo Diferencial 

e Integral~ Se podr,a d~cir que ~e~ton lo conceLfa y trabijaba más 
en térmfn'os d'e p·rcÚ)lemas 'e ide'as de la F{sica y cons·ideraciones 

ge~métricas, tratando de ·a'plfcar .la metodoJogíá de demostración de 
" '" . . ' . . ... ' . 

Arquímedes, Eud:oxo, etc.', mientras Léfbniz lo enfocaba de una mane-

~ r~ m~s pur~~~~t~ matemática, en t1rminos de inalogias con otrés si~ 
tu~ciones mat'emáticas y haciendo' ~nfas·is en su general id ad~ estruc­

turaci6n y ius:aspectos com6{~atorto~ j ~imb611tos. Leibni~ afirma~ 
ba qu~ la teoría que estaba construyendo guardaba la misma relación 

• . . ' .:·. . . ' ·. . . . ' . . . 1 
e~ términos de generalidad, eficiencia y mecanic"ictad>con los méto-
dos de Arquiniedes, como la· Geometría Analítica de Descartes a la -

Ge6metr,á d~ Euc~ides. En est~ concepci6n se enfatizaba el aspecto 
1 a1gebraico 'del c§1culb;<que nos permitía resolver fami1ias de pro-. . ~ 

ble.mas sin tener que ingeni.ár para cada caso una so1uci6n, sino sim 

plemente a p 1 ita r fórmulas y comp,uta r. Es te enfoque tomó mu e ho auge 
. . 

en 'la, Europá Continental, en ·contraste con el enfoque de ·1os ·matemá 
. 1 1 ' -

tic:os <ingleses que. acentuaban. los aspectos geométricos y de movi­

miento y trataban de dar.le. validez a los resultados del. Cálculo, u• 

sando dem~straciones de tipo geométrico como 1as del Méiodo de Exha~ 
ció'n de EUdoxo. Lá.plac'e iice en< s·u "Expos1ción del Sistema del Mun­

do11: El análfsis}algebraico (Cálculo) nos hace olvidar pro.nto el ob 

j~fi~o p~incipal, enfotand~ ~u~stra ~t~ntión en las combinaciones -

abstractas·, y únicamente al final regresamos al objetivo original. -

Pero, al surrier~irse ~n las operáciones del análisis, uno es conduci-

do, ~orla generálidad de sus métodos y la inestimable ventaja de -
' ' . . , . ' . . 

transformar el razonamiento a procedimieritosmecánicos, a resultados 

frecuentemente inaccesibles a la geometría. Tal es la fecundidad de 

anl1isl~; que es su~t~iehte traducir ver~ades particulares a este -
' . . 

lenguaje universal para ver emerger de su 'mera expresión u_n·a mu1ti-

titud de v'erda'des nueva~ e inesperadas. Ningún otro lenguaje tiene 

la capacidad para la elegancia, q~e su~gé de una larga sucesión de 

~xpresiones encadenas una a·~tra i tódas ramificándose de una idea -

fundamental. En consecuencia, los geómetras (matem&ticos) de este 
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~glo, convencidos'de su superioridad, se han dedicado, principalme~ 
te, a extender su dominio y ~grandar sus posibilidades. 

lagrange~ en el prefacio de su "Mecinica Analftica", dice: Ya -
tenemos varios tratados sobre Mecánica, pero el plan de ~ste, es com 

. . ,·,.Í ' . ; : > -

pletamente nuevo, Me. he impuesto el·problema de reducir )a mecáni~a 

y e1 arte de la resolución de su.s problemas a fó.tmulas generales cu-
~ ., ,. ' 

yo .s imp 1 e des a rrol 1 o proporciona toda s. 1 as ecua e iones ne cesa rf as pa-
ra las soluc·iones de cada problema ••• Ningún diagrama será encontra­
do.~n este trabajo. Los m~todos que expongo no requieren construccio 

' . . . . -
nes o razonamientos geom~trjcos o mecánicos, sino unicamente opera­
~tones algebraicas sujetas· a un procedi~i~nto regular y uniforme. A­
que1los que gustan del Análisis· verán con placer comó la mecánica d~ 
vi;:~ne en una de sus rama.s :¡me quedarán agradecidos por haber exten"." 

' dido su dom.inio. 

Esta concepción del Cálculo se po.dría extender a todas las mat~ 
yr;fticas· y constrasta fuertemente con a1quella que. las considera como 
el arf.e de resolver cierto ti'po de problemas .haciendo'· é.nfasis en los 
aspe et os de so 1 u e iones par ti e u l ar es / f "'9 en i os as par a e ad a. caso • 

Se puede d e c i r de es t.a s dos con ce pe i o ne s , que 1 a de le i b n i z pro -
pic:ió el d.esarrollo del Cálculo y en camoi.o la de .Newton puso esco­
l'los para este des.arrollo, de. tal manera que en los año~ siguientes. 
a estos dos matemáticos, el .desarrollo ,del Cálculo en la Europa Con­
tinental aventajó por mu¿'ho al dado por la escuela ingles'a. 

• . . . ' ,, ·.i· ' ". . : 

E n 1 a a e t/u a 1 i. da d , e~ n e 1 d es a r ro 11 o d e 1 A 1 g e b r a Linea 1 y e l C á l 
culo en Variedades, se ha generalizado un enfoque consistente en in-

, ' . ~ . 

terpretar el C81culo como· el estudio del "comportamiento cuiíitativo" 
de una cierta clase de funciones, a saber, .Jas funciones diferen~i~­
bles~ a trav~s del comportamiento de las funciones lineales, enten­
diendo por estudio del comportamiento ~ualitativo de las funciones, 
el estudio ya sea de carácter .local o .. global, de elementos como: 

lnyectividad 
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Suprayectividad 

Ceros 

Singularidades 

Crecimiento 
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~ Acotamiento 

Periodicidad 

·En "este enfoque la idea de derivabil 1dad queda comQ .la d~ apr.Q: 
ximación local a la funci6n original, por medio de un~ func16n li-­
neal. 

Este enfoque tiene la ventaja de darle gran unidad a·1a prOble 
. -

mátú:a del Cálculo en sus difere'nteS· formas: Cllculo de funciones -
de una variable, de varias variables, en variedades, en espacios de 
dimensión ·infinita y también la de re.lacionar m~s fntimamente dife­
rentes ramas de las matemáticas. 

También se podrfa.pensar el C~lculo como un modelo lfmtte de -
modelos discretos de medición de cambio. Dentro de e~te modelo lí­
mite tiene lugar la situación ideal de la .medición· sin error e ins~ 

tantánea, que claramente no es posible en. la práctica, y que permi­
te enton~es pensar en el cambio o comportamiento puntual o instantá 
neo. Para que este modelo límite sea construido' necesitamos una 
geometría y una concepción dél tie~po "continuos", o en otras pa.la­
bras, sin agujeros o saltos. En la evolución del problema del movj_ 
mi.ento planetario, se ve claramente cómo,a medida que se iban refi­
nando las mediciones del movimiento de los astros, iba surgiendo la 
necesidad de bu sea r nuevos mode 1 os de carácter mecánico - geométrico 
que se adaptaran a la situación experimental de la época. A~~qu~ -
el continuo geométrico y el continuo tiempo están. íntimamente 1 iga- . 

. dos, la conceptión del tiempo·como un continuo aparece mucho más 
tarde que el continuo geométrico,quizás entre.otras cosas por el c~ 

ráctermás abstracto del 'tiempo en contraste con·las mediciones de 
figuras geométtic~s que son m8s permanerites, perceptibles, e imagi~ 
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na bles. Para ejemplificar lo que acaba!"os de decir consideremos un 

objetó que s~ mueve de un lugar A a un lugar B.en un tiempo T, en­

tonces la ~elocidad promedio del móvil de A ·ª B estarla dada por'·-· 

la distancia entre A y B dividida entre el t':-iempo T, si' necesitara· 
' . -

mos calcul.ar velocidades promedio para subtrayectos del ,trayecto 

AB, cada vez tendrfamos una cierta lista de n~meros, a la cual po­

d r f amo s a .s o e i a r l e u n a fu n c i 6 n d i gamo s es ca 1 o na d a , p o r e j e m p 1 o s U~ 

pongamos que: distancia de A a B, que denotaremos por d(A,B) = 430 

km. d(A,A1) = !00 km 

d(A,A2) = 60 km 

d(A2 ,e ) = 270 km 
para ir de A a A1 empleó de las 2':00 ·a las 3:15 
para ir de Ai a A2 empleó de las 3: 15 a las 4:45. 

para ir de A2 a B empleó de las 4:45 a 1as·-7:00 
. ,,. .. . 

entonces las funciones es~alonadas ~µe representar1an las velocida 
' . . ' -· 

des promedio, quedarlan: 

á) s';' tomamos todo el trayec:to 

'1 

\20 

f'O 

"'º 
t ,. 2 1 3 4 5 1 

, '·.· 

'U" 

''· 
... 

120 

f 0 

40 
'~ ' . 

.e. 
100 200 300 ·. "100 
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dond.e e y t represent'ari. el espacio recorrido .y el. tiempo transcu· 
r r i do., " r e.s pe e t.i v amen te . 

b) Conslderando .1 os s.ubtrayectos · 

v .. 
110 

'º 

2 .3 . '\' '5' 1 

120 

go .... ·------

;·,.¡,··: e. 
'ºº' 300. 400 

. Ent.onces, para cada med.ición tenclr.ídmos uria pareja de funcione's 
que nos repres~ntartan l~s ca~bios.de-~elocidad en los diferentes 
subtrayectos con resp~cto ai tiempo y al espacio, y'a1f, una d~s-

:·. 1 .'" ·' ' ,: 1 •. • :·· : .• ·'" ' ' • .• 

cripci6n matem&tica del modelo estaria dada pór una familia de p~ 
r~jas de funciones, aunque ya ~esde iquí es claro qu~ si ~enemas 
dos parejas de funciones, una correspondiente a una s·uodi'vf;,i'ón' -
de los subtrayectos de la' otra, en gene~al aquella contiene más -
informaci6~ que esta filtima. Esto nos conduce a que mientras más 
fina es una partición ~espetto a otra, mis información hay en el 

. . . 
modelo correspondiente. Entonces ~i existiena .. un model-0 que ca-

. rrespondiera a una partición más fina que cualquier otra, tendrí~ 
amos ahi más información que en cualquier otro modelo. 

· lCuál seria la partición más fina que cualquier otra? Pues -
1 

~laramente la partición puntual y esto nos lleva a pensar. en la ve 
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locidad: en un punto y en un instante. Es muy posible que dura,nte 
los siglos que llevó la gestación del Cálculo está situación de ,_ 
refinamiento paulatino de modelos discretos 'péfra problemas geomé­
tricos. y de movi~iento, en términos de nec~si~ades concretas y n~ 
cesidades mis puramente matemáticas, haya sido una .de las ideas ~ 

motrices y conductoras para su desarrollo. 
Consideramos que sería interesante ~xplcirar más esta posibi-

1 idad. 
· Otra concepción del Cálculo plantea a éste como la te6ría m~ 

temática que estüdia las ldeas de cambio y de movimientos. Remftj_ 
remos al lector a las referencias (8) y ·(9) de la Bibliografía, para 
una exposict6n de este enfoque. 

Notemos que en las concepciones comentadas hay elementos de · 
carácter filos6fico,y como éstos, en un momento dado, influyen en 
el mayor o'menor· des~rro)lo de las ideas matemáticas. De la misma . . .. 
manera es muy factible,que los elementos de carácter filos6fj~o -
puedan jugar un papel importante en ciertas situaciones de la en~ 
señanza de las matemáticas. 

-

Queremos recalcar que la. intencj6n de estas nptas es inquie-
ta!' al profesor de matemáticas para que busque elementos de apoyo 
para la realizaci6n de una enseñanza mis efectiva y rica en posibj_ 
lidades y, en particular, hemos señalado algunos temas y direccio-. . ',, ' ' 

nes que consi~eramci~ que tienen mucho ~ue of~ecer al eritendimiento 
y enseñanza de las matemát·icas. No pretendimo~ ni ·ser e~haustivos 

' ' ' . , ' ~ ' . ; . . . 

ni mucho menos que se interprete con r~gidez y dogmatismo lo que -
• ' ,: < ' 

hemos planteado, ya que, si algo requiére la enseñanza actualmente 
e s des ha e e r s e de . e s to s . dos a s pe et os q u e 1 a a h o g a ,n, y en s u 1 u g a r p .Q. 

ner la imaginación y la. autocrítica. 
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