EUCLIDES Y LA PROGRAMACION MATEMATICA

Jesfis Agustin Cano Garcés*

RESUMEN

El problema de encontrar el mdximo comiin divisor de n nimeros
enteros dados, c', c2,...,cn se plantea como un problema de Pro
gramacidén en niimeros enteros y se utiliza una versidn modificada
del algoritmo de las formas écotantes de Glover pafa resolverlo.
Como solucidn, el algoritmo produce el med {c?, ct, ...,y --
ademds un conjunto de coeficientes enteros x;, X2,...,X, tales -

2

que med {c!', c?,...,cn}=c'xi+cix +. . DXy,

Adem&s, el hecho de interpretar este problema como uno de Pro
gramacién Matemdtica proporciona adicionalmente una expresidn pa-
ra calcular todos los conjuntos de valores enteros Xi, Xz,...,Xj,

que satisfacen.

2

med {c', ¢?,...,c0} = c'xi + c¥xz +...+ D4 .

I. INTRODUCCION

Es bien conocido!el algoritmo de Euclides para determinar el -

maximo comdn divisor de dos enteros no nulos ¢! y c¢?; basta deter
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minar una sucesidn de residuos, cada uno de los cuales resulta --

ser una combinacidn lineal de ¢!

y ¢? y el mdximo comiin divisor
serd el Gltimo residuc diferente de cero que asi se haya encontra
do. En [1] se hace notar ademds, que se puede suponer que ¢! y ¢?
son enteros positivos y que el procedimiento se extiende para re-
solver el problema de determinar el méximo comfn divisor de un --

conjunto finito de enteros positivos c', e?,...,cn, el cual serd

denotado como:

med {c', ¢?,...,c?}

El propdsito fundamental de este articuloc es mostrar que es-
te problema se puede plantear como uno de programacidn en nimeros
enteros. El problema de 1la pfograﬁacién en nimeros enteros, deno
tado PPNE, es un caso particular del problema general de la Progra
macién Matemdtica y puede describirse como sigue (ver [2]). Deter

minar los valores de X1y X24.2+,Xn que hagan minimo el valor de z,

z = c'xi+ e%%, +...+ ebx,

Yy que satisfagan al mismo tiempo un sistema de ecuacicones,

n
aix + a‘l"'xz +...+ a1Xp = b,

1 2 n
azx; + a,x, +...+ a,x, = b,

1 2 n
apX: + apX: +...+ agx,

1
o
B
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y las restricciones adicionales,

XJ.Z 0

Xy € 2, j=1,2,...,n,

S 0N A

donde cd, a y bi son coeficientes reales dados.

En notacidn matricial, se puede escribir abreviadamente,

a_

PPNE ...

x e 20

La otra finalidad para la cual ha sido escrito este articu-
lo es describir un méfodo para resolver el PPNE de entre los mu
chos que existen, y asi proporcioﬁar al lector que carezca de --
ella, una somera visidn de esta rama de las Matemiticas Aplicadas.
Para el caso de los lectores que ya hayan tenido contacto con 1la
programacidn matem4tica, servird como una ilustracidn en cuanto a

las relaciones de esta con otras ramas de las Matemiticas.

+

II. FORMULACION DEL PROBLEMA

El problema consiste, como se ha esbozado ya en la introduc-

cidén, en determinar el mé&ximo comiin divisor de nimeros enteros po

1

sitivos dados, ¢!, ¢?,...,eh. En esta seccidn se demostrard que
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este problema se resuelve utilizando un modelo de programacidn

entera. Con este fin, se define

n

Cc = {c|c = Z cjx y X €3 j=l,2,...,n},
3=1 J J

es decir, el conjunto de todas las combinaciones lineales,

con coeficientes enteros, de los nfimeros enteros dados c!, c?,

n .
«+ey, €. También, se denotari

mcd C

a cualquier entero c* que satisfaga las siguientes condicio-

nes:

i) 8i «ceC entonces c*|c

1i) Si «c¢'e2, c'|e ¥ ceéC, entonces c'lo*

Proposicifn 1.

Sea c* el minimo entero positivo que pertenece a C. En-

tonces c¢* = mcd C.

Demostracidn

Es claro que el conjunto C contiene enteros positivos y -

»

entonces contiene un elemento que es el minimo entero positivo,

el cual se denota ¢* y que es de la forma
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para un cierto conjunto de enteros x¥ , x¥ , ..xk .

Hay que demostrar que c¢* satisface las probiedades i) y

ii) enunciadas anteriormente.

Sea ceC un elemento cualquiera; existen xi, Xz2,...,; Xp

enteros tales que

De acuerdo al algoritmo de Euclides, dados dos enteros en

este caso ¢ y c*, existen enteros g y r tales que

e = ¢c* g+tr, Osr<c¥
es decir,

n Il
J odx, = q§ oIx* +r,
J:], 'j J:l J

O Sea

n
b odieym ane)) = x

3= J

Como

(xj- qxg)ez j=1,2,...,n

se tiene que
rec

Y como c* es el minimo entero positivo en C, entonces
r =20

»

.. oc*|c
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Para probar la segunda parte, supdngase que existe C'€Z
tal que

c'|c ¥V ceC;

puesto que
c*eC, se tendra

cll c*
Para justificar la escritura
c* = mcd C

es necesario probar la unicidad del mecd C, lo cual es una

cuestidn trivial y se omite.

Proposicién 2.

c* = mecd {c!, c?,...,c"}

Demostracisn:

Cada uno de los enteros positivos dados pertenece al conjun

to C, pues'basfa tomar xJ =1, X, = 0, i#j para poder escribir

Entonces, de acuerdo a la proposicién anterior, se sabe que
c*|cJ para cada j=1,2,..., n

Ahora, suponiendo que c' es un divisor comfin de los enteros

n .
¢ty ¢?,...,c", se tiene
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cd = crad, adez, j=1,2,...m

y substituyendo el valor de cd en la expresidn de c* se tendra

n ,j. n
c* = § c'x*, = c¢' ] ddx*
TEIO gz
y como
n
): adx* e L
351 !
entonces
c'|c*

Esta afirmacidn, aunada al hecho de que c* es un divisor

n . .
comfin de los enteros c', ¢*,...,c , permite concluir

c* = med {ct, ¢?,...,c}

En virtud de estas dos proposiciones, el problema se redu-

ce a determinar el minimo entero positivo del conjunto C, y es-

to se puede hacer resolviendo el siguiente PPNE.

Min z = c'x1+ c? Xat...+ cnxn

n
s.C. colx; + c?xp +..tCx 21

xje Z, 3=1,2,...,n

Como se ve, este PPNE difiere ligeramente del plantea-
miento general de un PPNE, Yya queé 1a {inica restriccidn de es-

te problema no €5 una igualdad y ademéds los variables pueden

tomar valores negativos. FPara subsanar la primera discrepancia,

basta restar una variable, denominada variable de holgura y que

debe tomar valores enteros no negativos, con lo cual el proble-



ma quedard planteado como sigue:

Min z = c1x1 + CZXZ +...+ cnxﬁ

S.C.

n
cl'x: + c%xp +...+ ¢ X - x =1
Il n+1

X, €2, i=1,2,...,n+1.

Respecto a la condicidn que se impone en el Planteamiento
general del PPNE, de que los variables tomen valores no negati
VoS, se veri que puede hacerse a un lado gi se modifica adecua
damente el algoritmo que se Presenta en la siguiente seccidn y

que sirve para resolver el problema.

III. UN METODO PARA RESQLVER EL PPNE

minados M&todos de los Planos Cortantes.

La idea Principal en estos algoritmos consiste en resolver

primeramente el problema, sin tomar en cuenta las restricciones

utilizando técnicas de programacién lineal. Si la solucién a -
este problema relajado es tal que los valores de las variables
Son enteros, entonces serd tambidn la solucidn Sptima al PPNE.

Si este no es el €aso, entonces se afiaden restricciones, tales
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que cualquier conjunto de valores enteros de los variables que -
satisfagan las restricciones iniciales, también satisfarén las -
adicionales, eliminando al mismo tiempo la solucidn no entera de

la que se habia partido (ver [81]).

De un punto de vista geométrico, estos métodos pueden descri
birse diciendo que primeramente se resuelve el ﬁroblema sobre un
conjunto convexo de soluciones factibles; si la solucidn no corres
ponde a un punto con coordenadas enteras, entonces se afiade un --
hiperplano que corta una parte de este conjunto convexo, sin elimi
nar los puntos con coordenadas enteras que se hallaban dentro, pe-

ro eliminando al mismo tiempo, la solucidn no entera que se tenia.

El Mé&todo de Glover resuelve el problema siguiente:

Min Z = ¢CX
s.c. AX = b
x 20
X € 28

donde
A , una matriz mxn de rango m,
¢ , un vector 1lxn vy

b, un vector mxl, son dados.

Se puede demostrar (ver [5]), que si el problema tiene una -
solucidn Sptima finita, entonces existe un subconjunto de varia--
bles’ llamadas no bésicas y cuyos {ndices pertenecen a un conjunto

que se denomina J, Je{1,2,...,n} y tales que se puede escribir
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(L) ... x=a + BxJ ’
donde
. - - . - -
J
Z -
zo ¢ ~z;
X = o = B =
X
I 4] U
) —y J
X X Yr
y donde
ZO es el valor de la funcidn objetivo
7 es un vector de valores de las va-
1 riables bisicas en esa solucidn.
cJ—zJ es el vector de costos reducidos -
de las variables no bisicas.
U es una matriz identidad de rango -
(n-m)
I = {1,2,...,n} -7

Para poder aplicar el algoritmo de Glover se supone que se
ha escrito el problema en la forma (1) y que satisface las si--

guientes condiciones:
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oi el
BJiez i =1,2,...40 )
g8d> 0 j ed

donde se denota que un vector €S lexicogridficamente positivo

gd > 0

si la primera componente no nula del vector es positiva, y ade-

més no es el vector nulo.

La Gltima de estas condiciones indica que se principia con
siderando una solucidn que es gptima, pero que posiblemente no
satisface algunas de las condiciones de no negatividad sobre las
variables. Es decir, el mé&todo va determinando soluciones ente-
ras que son Sptimas pero no factibles, hasta encontrar la solu--

cién factible Sptima.

Supdngase que existe una ecuacidn tal que

con

(2} D] B



<0

Como se debe imponer la condicidn de no negatividad sobre

la variable X;» entonces se impondri

I Bdx, » -~ ai >0

k
Bi xk > ai
es decir
-ai
X >
k k
B

para cualquier solucidn factible del problema. Si adem&s se pe-
quieren Gnicamente soluciones enteras, entonces esta condicidn

'es equivalente a

donde (Y1 indica el menor entero que ‘es mayor o igual a Y. Esta

restriccidn es un Plano cortante, pues no elimina ninguna soluecién

Sin embargo, no siempre se cuenta con ecuaciones que satis-
fagan (2) y es necesarijo hacer ciertas transformaciones al sistema

de ecuaciones para obtenerlas. Asi, sea un Indice 2 ¢ {1,2,...,n}

tal que
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X, = o, +JEJ Bi X,
con

aL <fo
y sea

+

o
1}

{jed | 8] > o}

. ' . +
Se selecciona entre los indices que pertenecen a J , al

indice k tal que

donde el minimo se considera en el sentido lexicogrifico.

Dividiendo la ecuacidn entre BE y considerando el hecho

qQue x, debe ser no negativo, se tiene

J

] a

L =%
Z (=) =, + 2 e
ser gk T 9T R T K

J=k

y definiendo una variable x! como sigue

k
. B%

(3)--- x;{='E+T x‘j.}.xk
jed | By

j2k

se despeja X de esta ecuacidn y se elimina del sistema, obte

k

niendo una nueva representacidn



x =o' + B

X

jedt , j=k

donde
a' = a
(8d)=gd , g7
(4)...
(89)r =) -
(8%)r = gk

Es claro de estas fOrmulas de transformacidn que la nueva -

ecuacidn donde aparece
nerar el plano cortante
X, se le redenomina

no es la misma variable

por la relacidn (3), se

X, satisface (2) y se puede entonces ge

2

correspondiente. Si1 a la nueva variable -

X, teniendo en consideracidn que esta x

que la anterior, sino que estidn ligadas

k

tendra
X e = q
k | k!
By

Agregando este plano cortante al sistema, junto con la varia

ble de holgura correspondiente y utilizando el método dual lexico

gréfico para reoptimizar el problema, se obtiene una nueva repre-

sentacién
x = gt
con
a' = a +
83y = g

]
+ B xJ

qu

;, Jed
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Para asegurar la convergencia del método, se necesita que
en cada interacidn las columnas de la matriz # queden lexico
graficamente positivas (ver [61). BSi se denomina My al mayor

entero tal que

Bd - uJBk 2 0

entonces de (4), vemos que las columnas de B quedan lexicopo-
sitivas si
M, 2 E& r Jed
k
By

Para tomar en cuenta este hecho, se define

BJ
Y M) .+
p, = min { M uj} y jed

y se utiliza como ecuacidén adicional en lugar de (3)

x! = )} _p,X, +x

k JLAR RSN k
3 k

Si al hacer la transformacibén correspondiente, no se satis-

face (2), entonces se repite el procedimiento hasta que finalmen

te se satisfagan estas condiciones.

Resumiendo, el algoritmo de Glover puede presentarse como -

sigue:



(0)

con

(1)

(2)

(3)

ou

Escribir el problema en la forma

X =0a 4+ BX
aie 2
qu Z i=1,2,...,n
1 .
Je J
BJ>0
Calcular
@, = min {ai}

i=1l,...,n

- 81 420, entonces la solucidn es la buscada. Termi

nar.

a2<0, ir al paso (2).
Sea Jt = {je ]8>0}

- si g% - @ , entonces el problema no tiene solucio-

nes enteras factibles. Terminar.

-Si J7 2 @ ir al paso (3).

Sea ke J+ tal que

g% = 4-min {gJ}
jeJ+

Calcular uj como se definid mas arriba

y calcular
89 .
2\, §e3% . Ir al paso (4)

k
B

i



Sea

(4)

oL

63 ' |
PJ=min { ol v uj}, jeJ . Transformar el sig
82 tema utilizando
o' = a
. ot
8%y = 8¢, 3¢37 - {k}
. .t
8y = 8) - p 8", 3edT -k
Llamar ¢ y B a las matrices asi obtenidas.
83 +
- 8i |—=[s ¥ ¥ Jjed
k|
L
. "u'g,
Calcular q = |—— y hacer una transformacidn adi
By cional utilizando

Llamar nuevamente

al paso (1)

8i existe

jeJ+ tal que

o y 8 a las nuevas matrices e ir

BJ
= 2 uJ entonces ir al
L paso (1).
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Para ejemplificar la utilizacién de este algoritmo, se re-

solverd el siguiente problema:

Min z= X, + 2X,
s.C,. 31 + X2 =z 6
4X; + 5X, 2 20

2¥,

")
w

Xh ’ X,

v
o

X1 , X, e %

El conjunto de puntos que satisfacen este conjunte de restric
ciones estd representado en la grafica 1. Para poder aplicar el -
algoritmo, se necesita convertir en ecuaciones cada una de las de-
sigualdades propuestas, estc mediante la utilizacidn de variables
de holgura que se denominan X3, X, y Xs. Asi, el problema se re-

plantea como

Min 2 = X, + 2%,

S,.C. 33Xy, + X; - Xy = 6
4X, + 5%, - X, = 20
2X2 - X5 = 3
X, =z 0
j »
J=1'l..'5.
X, e 2
J

Ahora para escribir este sistema en la forma



X =0 +8 XJ

se escoge J = {1,2} v Gnicamente se presentan a yB en forma ta

bular, con lo que se obtiene,

™

o
=
58]

X3 [-6 3 1

Xy |=20| 4 5

) Xs (-3 | 0| 2

representacién que satisface los requerimientos del paso (0)

del algoritmo,

] (1Y & = 4 ap,== 20

E (2) Jts {1,2} .

.Bq - 2

. (3) k= 1 ’ 1_11"_"1’ o = l'___ = .ﬂ_:— 1' .@.&.: .§._.= 2
Ba 4 B 4

|

(4) Py=1 , P, = 1

y se obtiene la siguiente tabla



Puesto

sin cambiap

(1)
(2)
(3)

(4)
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y se obtiene

z 0 11 1

X1 0 1 -1

X 0 0 1

Xs |~-6 3 |=-2

Xy [-20) 4 1

X -3 0 2

g2
que —% > Wz, entonces la solucidn permanece
By
y se va nuevamente al paso (1) del algoritmo.
=4 , a, = - 20
= {1,2} : -
B 4 h 1
= 2 ’ u1=l,u2=l, b =_=4'_%=._=1
Bf 1 Bi 1

= l r Pz =_1 .

z 0 0 1

X, 0 2 -1

X2 0 (-1 1

X3 |-6 5 [-2

Xy, |=-20]| 3 1

X5 -3 -2 2




Para la siguiente interacidn,

(2) J'= {1,2}

Bi B2
(3) k=2 , m1=1 , U2> =, _i ) {éw =1, _i B {il =1

|
wd

(4) P1=l ! P2=l r 9 F

’ 3
obteniendo la siguiente tabla, la cual tiene asociada otra -
solucidn entera no factible, representada en la grdfica 1 como el

segundo punto que toca la trayectoria flechada,

X1 |14 2 [-3

X3 29 5 |=7

Psta nueva solucidn se obtuvo al agregar una cortadura que
eliminaba la anterior, pero que conservaba las soluciones enteras

factibles dicha cortadura estd dada por

2Xy + 3 Xz 2 7



y también se ilustra en la gr&fica 1.

En el cuadro 1, se dan las tablas que se obtienen durante
las siguientes iteraciones del algoritmo hasta obtener la solu
cibén factible &ptima. Cada una de ellas representa soluciones
enteras no factibles que se van aproximando a la solucidén Spti
Ma y se han representado también en la grafica 1, asi como las

cortaduras que se van afiadiendo al problema.

Cuadro 1.

IV MODIFICACION AL METODO DE GLOVER

Para poder resolver el problema planteado en IT, seri necesario
modificar en parte el algoritmo de Glover, para considerar el hecho
que las variables X;, X2,004,%p no necesitan ser no negativas. -

Ademis, ahora el rengldn donde aparece z coincide con el rengldn --




donde aparece x . y una vez que se logre tener un solo ele-
n+l

mento positivo ahi, se tendrd una desigualdad del tipo

k .
= -
Bn+1 xk @ 4y ¢+ ©8 decir,
Xk 2 "-d-n+i
Bk
n+i

que deberd ser satisfecha necesariamente por cualquier solucidn -

entera factible y ademi&s se busca minimizar

n+1 k

que da como solucién trivial

. = 1
k
k
2 - B1:1+1
donde X. nc es necesariamente la misma del comienzo.

k k

Asi, el algoritmo modificado serd como sigue:

(0} Escribir el problema en la forma

X = o + BxJ
con
o, € Z
BY e z i=1,2,...,n+1

j e J



lo cual se puede hacer en forma tabular como sigue:

n
xh+]—l ..
2
(1) o, = a L, < 0 Ir al paso (2)
+_ . J
(2) Sea J'= {jeJ B, 0}
(3) Sea kedt
tal que
k . J
8- . =min, {8’ }
n+1l j€J+ n+1:
calcular
J
py = |Bnes| , jes®
k
.

donde |X| denota al mayor enteroc menor o igual a X.



(4)

(5)
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- si |g%| > 1ir al paso (4)

- Si [J+] < 1 ir al paso (5)

Transformar el sistema utilizando

a' = o
8yt =89, 3¢5 - {x}
8)r =8 = p 8%, j e - {k}

J

Llamar o y B a las matrices asi obtenidas a ir al pa

so (1)
0
Calcular q = i = 1 y transformar la tabla, -
Bn+1 '
utilizando
a' = o + qu
B' = 8

La solucidn es Sptima, terminar. Entonces se tiene

med {c?,c?,...,cB} = a,

y ademds se tiene un conjunto de coeficientes

X1, X2pueesX) que proporcionan oy

Afln mids, se tiene toda una familia de combinaciones

lineales que producen oy, y que estin dados por
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xi = ai + z B;?- Yj r i=l'2,l..’n
eJ

J .

donde YJ 30n constantes cualesquiera, jed, excepto para
el indice j que estd asociado a 1a Gltima constante positiva

de la ecuacidn de X +,» Que debe tener un valor de 0.

Ejemplo: Calcular el méximo comln divisop de 6, 15 y 24,

Se plantea el problema equivalente

Min 2 = 686X, + 15X, + 24X,

s.C. 6X; + 15X, + 24%X; - X, = 1
Xy, 20

XJ €z , j=1,...,4.

y se obtiene la siguiente sucesidn de tablas que se presen

tan en el Cuadro 2.

CUADRO 2,

De este Gltimo cuadro .se obtiene 1la solucidn



mcd {6,15,24} = 3

3=~ 2 (6) +1 (15) + 0 (24)
Ademds una clase de coeficientes viene dada por

Xy = - 2 + 5Yy, - 2Y2.-. 4Y3

X, =1 - 2Y, + Yo

X3 = YQ
Y, = 0

Yi, Y3

enteros arbitrarios.

Es interesante hacer notar que los procedimientos computacio
nales que han aparecido en la literatura (Ver [7] y [81)hacen el
énfasis en la obtencidn de los valores de X, X2,...,Xn que son

los coeficientes de la combinacidn lineal que proporcionan

mCd {CI; Czpo--'C.n}

utilizando algoritmos que proporcionan esencialmente la misma
sucesidn de tablas que se presentan en este trabajo, pero no uti-
lizan el hecho de que dicha informacidn puede utilizarse para ob-

tener una expresidn general para todas las posibles soluciones a

1 .2 1 2 n
med {c’,c?,...,cP} = c'X; + € Xz + . 4+ CFy

-

Asi, interpretando el problema de encontrar el mdximo comln -
divisor de niimeros enteros dados, como un problema de PNE, y uti-
1izando el método adecuado para resolverlo, se obtiene una infor-

macidn mis completa en cuanto al conjunto de soluciones.
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