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Resumen

Se considera el problema de la aproximacién y representacién
falsa de ondas sobre una malla. Se muestran varios efectos nega-
tivos de este fendmeno en el problema de extrapolacién (exacti-
tud de un prondstico), en el andlisis de datos (precisién de la es-
timacién del periodo de un campo usando mediciones discretas),
y en la modelacién numérica (dispersién de ondas e inestabili-
dad no lineal causada por la acumulacién falsa de la energia en
escalas pequenas). También se discute la dispersién numérica y
la conexidn légica entre la aproximacién, la viscosidad numérica
y la estabilidad.

1. Representacién falsa de ondas sobre una malla

1.1. Un caso particular

Un dominio D, por ejemplo, un intervalo espacial o temporal [a, b]
consiste de un ntmero infinito e innumerable de puntos z, ademas, el
rango de funciones suaves definidas sobre tal dominio también esta for-
mado por un ntumero infinito e innumerable de valores. Por otra parte,
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cualquier computadora tiene memoria acotada y, por lo tanto puede
operar solo con elementos de un espacio de dimensién finita como los
vectores, las matrices, etc. Por lo tanto, para resolver numéricamente
(con una computadora) un problema continuo (diferencial) cuya solu-
cién es una funcién, es indispensable aproximar dicho problema por un
problema discreto cuya solucién ya es un vector de dimension finita.
En el proceso de aproximacién (discretizaciéon) del problema continuo,
se introduce en [a,b] una malla (regular o no regular) con nodos z;
(1=1,2,...,N). La distancia entre dos nodos vecinos z; —x;_; se llama
el tamano de malla. A continuacién, denotaremos por h y 7 los tamarfios
de mallas regulares en espacio y tiempo. Como resultado, en lugar de los
valores de una funcién f(x) en todos los puntos a < x < b se consideran

sélo sus valores f(z;) en N nodos x; de la malla (i = 1,2,..., N). Ya
que el nimero N de nodos es acotado, la funcién continua f(z) se cam-
bia por una funcién de malla (un vector) {f(xy), f(z2),..., f(zn)}. Si

la discretizacién se realiza por el método de diferencias finitas, entonces
todas las funciones y sus derivadas que aparecen en el modelo continuo
se aproximan por las funciones de malla correspondientes. En este tra-
bajo consideraremos varios efectos (a menudo, negativos) relacionados
con el uso de las mallas.
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Figura 1: Los gréficos de las funciones senz y senbz (en una malla
regular).

Primero, consideramos fenémenos periédicos en espacio y tiempo.
Cuando los valores f(z;) de una funcién f(x) se conocen sélo en los
nodos x; de una malla espacial o temporal (i = 1,2,..., N), es muy facil
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obtener una conclusién errénea sobre el comportamiento de la funcién.
En efecto, en el plano zy hay un ntmero infinito de diferentes curvas
continuas que pasan a través de los puntos (x;, f(z;)), i = 1,2,..., N.
En particular, si la funcién f(x) es periddica, es dificil determinar su
periodo. Por ejemplo, en la Figura 1 se presentan las dos senoides senz y
senbx, con los periodos 27 y 271/5, respectivamente. Sin embargo, ambas
funciones tienen los mismos valores en los nodos z; (i = 1,2,...,5)
de una malla regular y, por lo tanto, sus graficos pasan a través de
los mismos puntos (marcados con estrellas en Fig.1). Evidentemente,
tendremos el mismo problema en el caso cuando f(x) es descrita por
sus valores en los nodos de una malla no regular (Fig.2).
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Figura 2: Los graficos de las funciones senx y sen bz (en una malla
irregular).

Sea ahora x = t la variable temporal, y sean f(¢;) los valores de un
proceso no estacionario periédico f(t) dado (por ejemplo, observado)
en los nodos t; (i = 1,...,7) de una malla. Supongamos que estamos
en el momento marcado por el punto ¢; y queremos pronosticar el va-
lor f(A) del proceso en un momento futuro A usando el método de
extrapolacion a través de una funcién cuyos valores coinciden con los
datos observados en los puntos pasados t1,1s,...,t7;. Ya que los valores
sent; y senbt; de ambas senoides coinciden en los puntos mencionados,
entonces podemos aproximar el proceso f(t) por cualquiera de las dos
senoides. Podemos, por ejemplo, usar el valor senA de la senoide sent
para pronosticar el valor f(A) del proceso en un momento futuro A
(marcado en Fig.2 por la letra A). Sin embargo, si, en lugar de sent,
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el proceso auténtico se describe por la senoide senbt (cuyo grafico pasa
a través de los mismos puntos histéricos), entonces el valor f(A) en el
punto A puede ser totalmente diferente (compare los valores marcados
con los discos negro y gris en Fig.2).

1.2. El caso general

Consideramos ahora dos ejemplos para demostrar que la repre-
sentacién falsa de ondas en una malla es algo muy tipico.

Ejemplo 1. Sean i = v/—1, j el nimero del punto z; de una malla, y
h el tamano de paso de la malla regular h = x; — x;_;. Aplicamos la
férmula exp(io) = cos o + iseno y la relacién

exp(ikjh) = {exp(i2mm) ¥ exp(ikjh) = exp {ijh(k + 2mn/h)},

donde k y m son dos numeros enteros arbitrarios. Asi, es imposible
distinguir las ondas exp(ikz) y exp {i(k + 2mn/h)z}dadas en puntos
de la malla jh. Claro que sus periodos son totalmente diferentes.

Ejemplo 2. Sea n un ntimero entero arbitrario, y sean z; = ih (i =
0,1,...,n+1) puntos de una malla regular con tamano h. Consideramos

dos senoides
27 2mn

Senml’ y — Senmx

con los periodos (n + 1)h y [(n + 1)/n] h, respectivamente. Es facil de-
mostrar que en cada punto z; de la malla las senoides tienen los mismos

valores: _
2m

(n+1)

En efecto, sea K = 7/h el nimero de la senoide més corta que puede
ser presentada en la malla (su periodo es igual a dos veces el tamano
de paso de la malla). Sustituyendo K en la identidad senkz =sen[2K —
(2K —k)]x, y usando la férmula correspondiente a sen(a—(3), obtenemos

b — son 2 cos (2 1) o cos T sen (25— &
Sen l’—Seth COS h Xz COS hx Sen h Z.

f(z;) = sen 1=0,1,...,n+ 1.

Ya que
2
sen%ih =0 vy cos%ih =1
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en los puntos x; = ih, tenemos
senkih = —senk™ih, (1)

donde
k*=2K — k. (2)

Se deduce de esta forma que si se conocen sélo los valores en los puntos
de la malla, entonces es imposible distinguir la onda con el nimero £
de la onda con el nimero 2K — k. Esto significa que si kK > K, entonces
la senoide con el nimero de onda k serd presentada falsamente por la
senoide con el nimero de onda k* = 2K — k. Por ejemplo, si

o o o n+1\""
L — t =2 T 9 .
[(n+ Dn) SR R (n+Dh ”( n )

(3)

Asi, la senoide senkih con el periodo de (n+ 1)h puede ser interpretada
erréneamente como la senoide —senk*ih con el perfodo de [(n+1)/n]h,
y viceversa. En el caso particular, cuando n = 3 [1], ambas senoides
estdn presentadas en la Fig.3.

ANAWA
RYNVa

Figura 3: Representacién falsa de la onda con el periodo T' = 4h/3 por
la onda con el periodo T' = 4h (n = 3).

1.3. Efectos negativos

La representacién falsa de ondas en una malla tiene varios efectos
negativos. Consideremos ahora algunos de ellos.
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a) Errores al determinar el periodo de un proceso discre-
to. Los resultados de las primeras dos secciones nos muestran que la
determinacion del periodo de oscilacion de un campo geofisico usan-
do los datos de medicién en puntos de una malla es un problema mal
planteado, ya que no tiene solucion unica.

b) Errores en las series de Fourier. Cada funcién suave impar
se representa por una serie de Fourier:

u(z) = Z agsenkx (4)

en el intervalo [—m, ]. Cuando la misma funcién estd definida sélo en
puntos de una malla x;, tenemos

u(z;) = Z apsenkx;. (5)

En este caso, por la representacion falsa de ondas (véase secciones 1.1
y 1.2), es dificil encontrar correctamente las amplitudes ay y, en par-
ticular, las ondas energéticamente dominantes (con las amplitudas ag
més grandes).

c) Inestabilidad no lineal. Consideremos ahora la ecuacién no
lineal
Uy + uuy = 0. (6)

Demostramos ahora que la presencia del término no lineal en (6) gene-
ra inestabilidad. En efecto, es posible plantear la solucién aproximada
antisimétrica del problema en la forma de una suma finita de Fourier
(método espectral [2,3]):

K

u(t,x) = Zak(t)senk:m, (7)

k=1

donde la senoide con el nimero de onda maximo K = 7 /h es la més
corta que puede ser presentada en la malla. Entonces el término wu,
contendra varios productos de dos armodnicos con distintos ntimeros de
onda: senmx - cos nx. Debido a la férmula

1
senma - cos nx = §[sen(n +m)x + sen(n —m), (8)

los dos arménicos senmax y cos nx generan otros dos armonicos: uno de
escala mas pequena y otro de escala mas grande, respecto de las escalas



REPRESENTACION FALSA DE ONDAS SOBRE UNA MALLA 139

de los arménicos originales. Asi, una perturbacién de la solucién u(t, x)
en una parte del espectro de energia siempre genera las cascadas de
energia en ambas direcciones: a las escalas més grandes y a las mas
pequenas en comparacién con las escalas de la perturbacién (Fig.4).

n-m m n ntm
1 1 1 1 1 > k

0 Escalas grandes Escalas pequefias

Figura 4: Las dos cascadas de energia.

Figura 5: Cascadas de energia cercanas al ntimero de truncacion K
debido a la representacion falsa de ondas con los nimeros k > K.

En los métodos espectrales, cuando las series de Fourier estan trun-
cadas por el nimero entero K = 7/h, la solucién en el momento inicial
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u(0, ) contiene sélo ondas senkx con k < K. Sin embargo, en el proce-
so de interaccion no lineal aparecen los armonicos con niimeros de onda
k > K, los cuales se representan, segin (1) y (2), por las ondas con
numeros k* = 2K — k < K. Asi, hay una cascada falsa de energia al
intervalo espectral (0, K') desde el intervalo espectral k > K. En parti-
cular, cuando n = K y m es un niimero pequerno, la férmula (8) genera
dos ondas sen(K + m)x y sen(K —m)x. El nimero K + m de la onda
sen(K +m)z es un poco mayor que K y dicha onda no se toma en cuenta
por la férmula (7). Sin embargo, segin (1) y (2), su energia se represen-
ta falsamente como la energia de la onda sen(K —m)x que ya pertenece
a la serie (7) (Fig.5). Asi, hay cascada falsa de energia a una parte del
espectro situado cerca del nimero limite K (al intervalo [K — 4, K]) de
las escalas mas pequenas. Ya que también existe la cascada permanente
de energia al mismo intervalo de las escalas mas grandes, entonces esas
dos cascadas causan la acumulacion falsa de energia en los armdnicos
cuyos numeros de onda pertenecen al intervalo [K — 9, K] (Fig.6). Este
es un mecanismo de inestabilidad conocido como inestabilidad no lineal

[4-6].

Figura 6: Cascadas de energia cercanas al ntimero de truncacién K
debido a la representacion falsa de ondas con los nimeros k£ > K.

d) Errores de extrapolacién. Sea {zg,x1,...,2,} un conjunto
de nodos (diferentes) de una malla y sea {fo, fi,..., fn} un conjunto
de valores de una funcién f(z) en dichos nodos. Hay que reconstruir
f(z) en todo el intervalo [xg, z,| de tal manera que
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El problema tiene un ntmero infinito de soluciones. Pero si buscamos
su solucién en la forma de un polinomio algebraico P,(z) de grado no
mayor a n tal que

(Fig.7), entonces la solucién del nuevo problema existe, es unica y se
obtiene por medio de los polinomios de Lagrange [7]:

25 ; ; ! T

Figura 7: Aproximacién de la funcién f(z) = 2senz+sen3zx por el poli-
nomio P;(z) en los nodos x; = 2,3,4y 5.

3

Po(x) =) Luk(x) - fr, (11)

k=0

donde .
T —x
L, = J
k() H s

7=0

4k

es un polinomio algebraico de grado n (Fig.8).

El error de la interpolacién (o extrapolacién) es

frD(E (@)

Rule) = f(2) = Pula) = (o) =72 57,

(12)
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5
8 .

Figura 8: Polinomio de Lagrange Lga(z) = [] ;= para los nodos
2

vj=j+1,j=012..8.

donde

wn () = (x —x0) (x — 1) -+ (T — 2n) (13)
f(z) tiene n + 1 derivadas continuas en el intervalo [a,b] = [xo,z,] ¥

¢ € |a, b] es cierto punto desconocido del mismo intervalo. Hay que notar
que el grado de suavidad de la funcién f(z) es de gran importancia para
determinar el error de interpolacion. La figura 9 muestra los resultados
de varias extrapolaciones (prondsticos) paran = 1,2 y 3. Se puede ver
que los resultados dependen drasticamente del grado n . En geofisica
dicho método se usa para extrapolar (hacer un prondstico). Ya que la
suavidad del campo pronosticado es desconocido, hay que ser cuidadoso
en las conclusiones, pues los errores pueden ser mas que el doble de la
variabilidad de los datos (Fig.9).

2. Dispersién numérica

Describimos ahora otro efecto negativo relacionado con la presen-
tacion incorrecta de ondas en una malla. En el problema de transporte
de un senal, dicho efecto causa su dispersién. Consideramos la ecuacién
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Figura 9: Resultados de la extrapolacién en el nodo tq; de la temperatu-

ra 711 usando los polinomios lineal, cuadratico y cibico (17 = 26,8, Ty =
25,0, Tg — 26,0, T10 — 26,5)

de transporte unidimensional

dp 0o
75%—Jruag_o, (14)

con una velocidad constante u en el canal D = {0 <z < 1;0 <t < 1}
periédico por x, es decir, p(1,t) = ¢(0,t). Supongamos que en el mo-
mento inicial ¢ = 0, la solucion satisface la condicién

(p(l’, 0) = f(l’)7 (15)

donde f(x) es una funcién diferenciable dada, también periddica por x.
Es fécil verificar que la solucién exacta del problema (14)-(15) es

p(z,t) = flz —ut) (16)
[3-6]. Asi, a lo largo de cada linea caracteristica
T — ut = xg
la solucién ¢(z,t) es invariable, a saber,

o(x,t) = f(xo) = Const.
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Considerando f(x) como un senal inicial, obtenemos que, debido a (16),
la senal no cambia su forma inicial en el proceso de propagacién a lo
largo del eje x. Si f(x) es una onda, entonces (16) describe la propa-
gacion de la onda con la velocidad wu.

Ya que
0

—e

ox
es decir, la onda exp(ikz) no cambia su forma al diferenciarla, la ecua-
ci6én (14) tiene la solucién en la forma de una onda

p(z,1)=Re{®(t) exp(ikz)} ,
donde ®(t) satisface la ecuacién de oscilacion

dd

ikx — ikeikz, (17)

I +iku® =0
con la frecuencia w(k) = ku y velocidad de fase invariante
v(k) = % = u = Const . (18)

Entonces todas las soluciones de onda ¢(z,t) = Re {®(t) exp(ikz)}, in-
dependientemente del nimero de onda k, se propagan con la misma ve-
locidad. Ya que la solucién inicial ¢(x, 0) se representa, segtiin el método
de Fourier, por una serie de varios arménicos exp(ikz) que se propagan
con la misma velocidad, éste explica porque la solucién analitica ¢(x,t)
se traslada sin ningtn cambio de su forma (véase (16)).

Analizamos ahora la propagaciéon de las soluciones de onda

§j(t) = Re{®(t) exp(ikjh)}
de la ecuacion semidiscreta

d§j & — &

57 R Y 1

I +u 57 0, (19)
que aproxima la ecuacién (14) en el punto x; de la malla espacial z; = ih
con el paso (tamano) de malla h (i = 0,1,..., K , g =0y zx = 1).
Aqui &;(t) es el valor de la solucién en z;. La derivada 0p/0z ha sido
aproximada en (19) por una diferencia finita central [1].

A diferencia del caso continuo (véase (17), la derivada de cada onda
exp(ikx) en el caso discreto ya no cambia su forma al diferenciarla:
exp (ik(j + 1)h) —exp (ik(j — 1)h) ,sen (kh)
2h ~h

exp (ikjh) (20)
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y, por tanto, ®(t) satisface la ecuacién de oscilacién

dd sen (kh)

con la frecuencia

kh
Entonces, a diferencia del problema continuo cuando todas las ondas
tienen la misma velocidad de fase v(k) = u, cada onda del problema
semidiscreto se propaga con la velocidad de fase
wp (k) sen (kh)
u

wn(h) = == =uv—p

que, a diferencia de (18), ya depende del nimero de onda k. Notamos
que |vp(k)| < |u| para cada k, es decir, la velocidad de cada onda
numérica v, (k) es més lenta que la velocidad u de las ondas analiticas,
ademds, la velocidad v, (k) disminuya su valor cuando k aumenta (es
decir, cuando la longitud de las ondas disminuye). Por ejemplo, si la
resolucién es buena ( kh << 1 para ondas largas y una malla fina)
entonces v, (k) ~ u[l — ¢(kh)?], es decir, el error en la velocidad de
fase tiene el segundo grado respecto a kh. Sin embargo, para ondas
cortas este error es bastante grande, y la onda con la longitud igual
a dos veces el tamano de la malla (2h) es inmévil. En efecto, en este

wn(k) = kvn(k) = k (usen (kh)) .

(22)

caso, §j41 = §j—1 por periodicidad, y % = 0. Notemos que el error
. , Owp (k)
en la velocidad de grupo es atn peor, ya que =}~ = ucoskh. Este

fenémeno se conoce como dispersion numérica de las ondas de distintas
escalas (Fig.10) [3-6].

3. Aproximacién, viscosidad numérica y estabili-
dad

En esta seccidn, la ecuacién de transporte (14) se usa para mostrar
las conexiones que existen entre la aproximacién del problema original,
la viscosidad numérica y la estabilidad del esquema.

3.1. Aproximacion y viscosidad numérica

Consideremos ahora el esquema de Godunov [5,6]

gt _gn &g,
1 1 — 1 1 2
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Figura 10: Efecto de la dispersién numérica.

donde u = Const > 0, h es el tamano de la malla espacial x; = ih y 7 es
el tamano de la malla temporal ¢, = n7 (n =0,1,..., N). El esquema
es explicito, ya que hay sélo un término incégnito £/ en (23) que se
calcula facilmente por la férmula

TU

G =g -5 (@ -6l

Supongamos que en el momento ¢, = 7n la solucién numérica repre-
senta una senal localizada en el punto z,, de la malla espacial:

Em =10, & =0, j#m.

Entonces los valores de la solucion numérica en el momento ¢,.1 =
7(n 4+ 1) son
TU

TU .
G =100 et =(1-22)8 gt =0, jEmm+1l (24)

Las ecuaciones indican que el esquema de Godunov es mondétono y la
senal se transporta desde su posicién inicial de una manera correcta.

El esquema aproxima la ecuacién de transporte (14) con el primer
grado respecto a 7 y h. En efecto, usando la serie de Taylor en la
vecindad del punto (z;,t,), obtenemos

%) dp uhd¢ T p

oy _ v ' Zr 2 2
o TUor 2 ow zop TOlm ). (25)
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Debido a (14),
Py _ 0%
E 2]
y, por lo tanto, en lugar de aproximar la ecuacién (14), el esquema (23),
aproxima la ecuacion de transporte y difusion
dp dp Py

donde

u:%(h—uT):%hO—%) (27)

es el coeficiente de la viscosidad numérica (viscosidad artificial) [8].
Asi, el esquema (23) introduce un fenémeno artificial conocido como
viscosidad numérica.

Si Tu/h < 1, entonces u > 0, y el problema no estacionario para
la ecuacion (26) esta bien planteado segin Hadamard [9], es decir, su
solucion es unica y depende continuamente de los errores iniciales. La
dependencia continua de una soluciéon con respecto a los errores ini-
ciales es la manifestacion de su estabilidad. Precisamente la viscosidad
numérica causa la disminucion de la magnitud de la senal en el esquema
(23) (véase, (24)).

Si Tu/h = 1 entonces p = 0, y en la ecuacién (25), cada uno de
los términos incluidos en o (72 + h?) también es nulo. Asi, el esque-
ma de Godunov (23) tiene grado infinito de aproximacién en h y 7
cuando Tu/h = 1, es decir, su solucién (numérica) coincide con la solu-
cién exacta (analitica). Aparentemente, tal precision es realizable sélo
cuandou = Const. En la teoria de los métodos numéricos, la condicién
Tu/h < 1 se conoce como condicidn de Courant o de Courant-Fredrichs-
Lewy [3,10], y representa una relacién entre los tamanos h y 7 de las
dos mallas.

Finalmente, si 7u/h > 1, entonces en lugar de aproximar (14), el
esquema (23) aproxima la ecuacién

oo 0 0

ot Tlay = Mg

con una viscosidad negativa. Es facil demostrar que el problema no
estacionario para la ecuacién (28) estd mal planteado en el sentido
de Hadamard [9]. Efectivamente, su solucién es inestable respecto de
errores iniciales.

(28)

Asi pues, existe una conexién légica entre una buena aproximacion
del problema y la condiciéon de Courant, es decir, para resolver bien la
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ecuacién de transporte (14), es necesario escoger los tamanos de malla
7y h de tal manera que se satisface la condicién 7u/h < 1. Mostramos
ahora que la misma condicién garantiza la estabilidad del esquema de
Godunov.

3.2. La condicion de Courant y estabilidad

Investigamos la estabilidad espectral del esquema (23). El problema
espectral

WP — WP
u—r——k=L : Rl — Apwh (29)
para el operador del esquema de Godunov tiene las funciones propias
wh = elkph (30)
y los valores propios
u oPh .
Ap = 5 2sen 5 + isenph | . (31)

Buscaremos la solucién aproximada de la ecuacién (14) de la siguiente
forma

giz Z Qeikph, (32)

p=—00
donde k£ y j son los indices para las mallas en espacio y tiempo, res-
pectivamente, y el coeficiente de Fourier Cg de la solucion satisface la
ecuacion ' '
Citl — ¢ '
S - 2+ NG =0 (33)
y, por consiguiente,

C;H = TpCZ =(1—=7X) C;]; (34)

Demostramos ahora que el esquema de Godunov es condicionalmente
estable, a saber, es estable bajo la condicién de Courant: C' = 5* < 1.
En efecto, segiin (34), es necesario demostrar que

11—7),| <1. (35)
Denotando o = ph/2 en (31) obtenemos

11 —7)\ = (1- 2Csen2a)2 + C%sen®2a =
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=1 —4Csen’a + C? (4sen4a + sen22a) =
=1 —4Csen’a + 4C%sen®ar (sen2oz + cos? a) =
=1-4C (1 - C)sen’a.
El término 1 — 4C (1 — C')sen®« es no negativo, ya que
iy tr (1 =)y =1/

TuU

e < 1. Asi, el esquema de Godunov es

y es menor que uno si C' =
estable si C' = o< L

El siguiente ejemplo ilustra la conexién légica que existe entre la
aproximacion de un problema continuo por un esquema y la estabilidad
del esquema.

3.3. Viscosidad numérica y estabilidad

Consideremos ahora el esquema implicito

gt ¢ n uffﬂ — !
T h

= 0. (36)

A diferencia del esquema de Godunov (23), (36) se llama “implicito”
ya que contiene mas de un término incégnito (a saber, P!y rth)

y, para hallar su solucién en el momento t,,1, se requiere resolver el
ﬁ

problema de algebra lineal A7 = b con una matriz A y un vector b
dados. Es facil demostrar que el esquema también aproxima la ecuacién
de transporte (14) con el primer grado respecto a 7 y h. No obstante,
en cada punto de malla (x;,t,+1), (36) aproxima con un grado més alto
la ecuacién de transporte y difusion

dp O Py
ot T "or ~ Fogr (37)

donde )
h
2
es el coeficiente de viscosidad positivo para cualquier 7y h (Fig.11).
Por lo tanto, el problema (37) siempre esta bien planteado en el sen-
tido de Hadamard, y el esquema (36) es incondicionalmente estable
(para cualquier paso de tiempo 7). A diferencia de (36), el esquema

explicito de Godunov es condicionalmente estable (sélo a condicién de
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Courant ur/h < 1). Para ilustrar efectos de discretizacién, considera-
mos aqui solo los problemas unidimensionales. Sin embargo, los proble-
mas practicos (por ejemplo, de dispersién y control de contaminantes
[11]) son multidimensionales y en este caso la realizaciéon del esquema
(36) es mas dificil que la del esquema de Godunov, el cual no requiere

ﬁ
resolver el problema de algebra lineal AZ = b en cada paso temporal.

Figura 11: Efecto de la viscosidad numérica.
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