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Resumen

En este articulo presentamos la dindmica espacio-temporal de un
modelo en ecuaciones diferenciales que describe la transmision
de una enfermedad entre dos poblaciones, una que permanece
estatica, y otra que se desplaza debido a difusién y adveccién.

1. Introduccién

El estudio de las epidemias tiene una larga historia. Desde la antigue-
dad, el hombre ha encontrado una gran cantidad de explicaciones y
teorias para tratar de entender las causas de la difusion de una enfer-
medad.

En particular, la aplicacién de las matematicas a la Epidemiologia
ha contribuido de manera significativa al entendimiento de la dindamica
de las epidemias, ademas de que proporciona métodos para la estima-
cion de parametros y la realizacién de prondsticos, asi como la eva-
luacién de mecanismos de control de las enfermedades infecciosas. De
entre los primeros modelos matematicos aplicados a la Epidemiologia

*A quien la correspondencia debe ser dirigida.
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de los cuales se tiene conocimiento, se encuentra la aportacion del ma-
tematico y médico frances Daniel Bernoulli, quien en 1790 publicé un
tratado sobre la epidemia de peste que asolaba a Europa en esa época.
Bernoulli formulé un modelo matematico en ecuaciones diferenciales
para evaluar la efectividad de las técnicas de control en ese entonces
usadas [2].

Hay que reconocer que los modelos matematicos tienen tanto limita-
ciones como capacidades. Algunas preguntas no pueden ser contestadas
por medio de modelos matemaéticos, sin embargo, en algunas ocasiones
el modelador es capaz de encontrar la combinacién correcta de datos,
una pregunta interesante y un modelo matemaético el cual le de la res-
puesta. Como en otras areas de la modelacién matematica, hay siempre
un intercambio entre modelos simples, los cuales omiten muchos aspec-
tos de una situacion y estan disenados para explicar un comportamiento
general de tipo cualitativo, y modelos mas complicados que pretenden
incorporar mas detalles. Estos modelos estan pensados para hacer pre-
dicciones de tipo cuantitativo a corto plazo, pero generalmente son muy
dificiles de analizar, lo cual limita su utilidad.

Para ejemplificar cémo es que los modelos matematicos se aplican
a situaciones epidemioldgicas, en este trabajo trataremos el problema
de la difusion geografica-temporal de una enfermedad. ;Cuéles son las
condiciones que determinan la existencia de una onda epidémica que
se propaga por un determinado territorio, y en caso de existir dicha
onda, cudl es su velocidad? En las siguientes secciones abordaremos
estas preguntas en el caso particular de una infecciéon que se transmite
entre dos poblaciones, una estatica, y la otra que se traslada, ya sea
solo por dispersion, o por dispersion y migracién. Cabe mencionar que
este tipo de situaciones se presentan en la realidad, tal es el caso de
la infeccion del virus del Oeste del Nilo, enfermedad que se transmite
entre mosquitos y aves. Esta enfermedad se ha difundido, tanto por
la difusiéon como la migracion de aves, desde el este hacia el oeste de
Estados Unidos, viajando a una velocidad de 1.98 km. por dia [8]. En
estos casos es claro que las tasas de contagio y recuperacion, asi como
la dinamica vital de las diferentes especies involucradas influyen de
manera distinta en el proceso de propagacién de la infeccion.

En la siguiente secciéon haremos la formulacion del modelo que re-
presenta la dinamica temporal de la transmisién de una enfermedad
entre dos especies. Este modelo esté basado en [5].



UN EJEMPLO DE ONDAS VIAJERAS ... 15

2. El modelo temporal

Supondremos que tenemos dos poblaciones que pertenecen a especies
distintas y que pueden infectarse entre si. Podemos considerar como
ejemplo dos poblaciones de aves que transmiten la fiebre aviar o el
virus de oeste del Nilo. Designaremos por N, = S, + [, al nimero
de individuos de la especie v, mientras que N; = S; + I; representa al
nimero de individuos de la especie [ . Supondremos que la enfermedad
puede ser transmitida entre individuos de la misma especie con una
tasa de contagio dada por (B v Py, respectivamente.

Supondremos de igual forma que existe contagio entre individuos de
diferentes especies. Designaremos por 3, la tasa a la cual se contagian
los individuos pertenecientes a la especie v por individuos de la especie
[, y por 3, la tasa a la cual se contagian los individuos pertenecientes
a la especie [ por individuos de la especie v.

Sea Ej, la tasa total, a la cual los individuos susceptibles de la
especie v se infectan por los infecciosos de la especie [. Asi, Ej, =
BiwSyI;, pero dado que S, = N, — I, se tiene

Ei, = Bili(N, — L,). (1)

De la misma forma tenemos que la tasa total a la cual los susceptibles
de la especie [ se infectan por los infecciosos de la especie v es

By = Buly(N; — ). (2)
Para el contagio entre individuos de la misma especie tenemos que
By = Boly(Ny — L),  Ey = Buli(N: — ). (3)

De lo anterior se deduce que el niimero total de nuevos infecciosos de
la especie v, al tiempo 7 estda dado por Ej, + F,,. La probabilidad de
que dichos infectados lo sigan siendo después de un tiempo t esta dada
por e~ (=7 donde a, denota la tasa de recuperacién de la especie v.
Por lo tanto, el nimero total de infecciosos de la especie v al tiempo t,
denotado por [, es igual a

[ - /O (Boo(7) + En(7))e— 7 dr, (@)

que es equivalente a

JR— /0 (Boo(7) + En(7))e™ " dr. (5)
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Derivando con respecto de ¢ y tomando FE,,(0) = 0, E,(0) =0
obtenemos

dl,  _
= e Y Ey(t) + Ep(t))e™"
dt
t
— ave_o‘t/ (Eu(T) + Ep(7))e*7dr, (6)
0
d[v —at ' —aw (t—7)
e Ey(t) + Ep(t) — age (B (T) + Ep(7))e” " dr, (7)
0

sustituyendo [, dado por la ecuacion en obtenemos

dI,
T Ey(t) + Ep(t) — aply. (8)

Siguiendo los mismos pasos para I; tenemos que

dl

E = Eu(t) + Evl(t) - Oél]l. (9)
Sustituyendo las expresiones de Ey;, F,,, E), v F,; dadas en , y
en y @D obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineal

dl, _ _
dt - ﬁvv]v(Nv - ]v) + /BZ’UIZ(N’U - Iv) - avlfu
dl; _ _
P Buly(Ny — I) + Buly(Ny — 1) — oql;. (10)

Dado que las poblaciones N, y IV; son constantes, ({L0]) es equivalente al
sistema considerando como variables dinamicas las proporciones i, =

I,/Ny, iy = I;/ N, dado por:

dZU - vaiv(]- - Zv) + Blvh(l - Zv) - OéUZ.U

dt

di; ) ) . ) )

T Buiy(1 — i) + Buin(1 — i) — iy, (11)

donde ﬂvv = vaNv; ﬂl’u = Blle; Bll = BZZNZ y Bvl = Blev-
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3. El niimero reproductivo basico

Definimos el nimero reproductivo basico de una enfermedad, denotado
por Ry, como el nimero esperado de infecciosos generados por la intro-
duccién de un infeccioso en una poblacién de susceptibles, esto es, el
numero de casos secundarios debidos a un infeccioso. Si Ry < 1, enton-
ces el promedio de contagiados por un infeccioso es menor que uno y
asi, la enfermedad no se extendera; por otro lado, si Ry > 1 habra mas
de un infeccioso secundario y por lo tanto la enfermedad se propagara.

De acuerdo a [I], el nimero reproductivo bésico puede ser calcula-
do a partir de dos matrices, la primera es la matriz de infeccion que
denotaremos por F. En esta matriz, las entradas representan las tasas
a las cuales se genera un nuevo infeccioso de cada especie. La segunda
de estas matrices es la de transmisién que denotaremos por V. En las
entradas de esta matriz estan los tiempos promedio de recuperacién de
cada especie. Siguiendo a [I] se define el nimero reproductivo béasico
como Ry = p(FV 1), donde p es el radio espectral de la matriz (FV 1),
esto es, Ry = max |\;| donde ); son los valores propios de (FV 1), Para
el sistema la matriz de infeccion estda dada por

ﬁvv Blv
F = , (12)
Bvl Bll
y la matriz de transmisién corresponde a
a, 0
V = . (13)
0 (0%}
Por lo tanto, la matriz (FV 1) es
B B
Qy oy
(14)
Bu  Bu
[’ oy

Para obtener los valores propios calculamos los ceros del polinomio
caracteristico de la matriz y obtenemos

Ao = 1 (B”“ + @ + \/[ﬁw + @]2 — 1 (BuBow — ﬁluﬁvl)> . (15)

2\ a, Qo ' Qo QO

De la expresién anterior es claro que || es mayor que |Aq|, asi Ry =
A1, de lo cual inferimos que si A\; < 1 no habra un brote epidémico, mien-
tras que si A\; > 1 tendremos una epidemia. Notemos que la expresion
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de \; es siempre real dado que

(@w +@>2_
Oy, (67

es siempre positivo.

va . @)2 + 4Blvﬁvl

Oy Oy o187

(ﬁll/va - ﬂlvﬂvl) - <

4
(07187

ﬁvv Bll

+ — > 2, entonces Ry > 1.
Ay 67]

De la expresién para \q, es claro que si

gj va ﬁll

i — + — < 2, se deduce después de algunos calculos que Ry > 1 es
(6% (0%}
equi\;)alente a

ﬂvv + @ . 51}1}611 1+ 5lvﬁvl

Oy (87 671187/ 671187/

@ + @ _ vaﬁll

Qy 67/ QY

> 0. (16)

Notemos que — 1 se puede reescribir como

Bv’u 6”
(1 — 124
(1-200 -2,
y sustituyendo en obtenemos
_(1 N ﬁfuv)<1 . @) + Blvﬂvl > 07
Qy Q Qi QY

es decir, para que la enfermedad progrese es necesario que

Blvﬁvl > (1 _ ﬂ’uv)(l _ @) (17)

0,0 Oy (87

4. Estados de equilibrio

Los equilibrios del sistema estan dados por las soluciones del sis-
tema algebraico

/vaiv(l - Zv) + 5lvil(1 - ZU) - aviv = 07
ﬁllh(l — Zl) + ﬂvﬂv(l — Zl) — Oélil = 0. (18)

Es claro que una solucion es Qg = (0, 0), que corresponde al estado don-
de no hay enfermedad. Para asegurar la eliminacion de la enfermedad,
independientemente del ntimero inicial de infectados cuando Ry < 1,
debemos demostrar que toda solucién del sistema con condiciones
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iniciales en [0, 1] x [0, 1] se aproxima asintéticamente a dicho estado. Pa-
ra este fin, notemos que las soluciones (i,, ;) del sistema satisfacen
la siguiente desigualdad diferencial:

d (i,(t) i (1)

E( ir(t) > <(F=V) ( i(t) )’ (19)
donde F'y V son las matrices de infecciéon y transmision definidas en
y . Si Ry < 1, entonces p(FV 1) < 1 lo que es equivalente a
que los valores propios de F' — V estén del lado izquierdo del plano, y
por lo tanto, las soluciones de la desigualdad diferencial se apro-
ximen asintéticamente a la soluciéon Qo [I] . Usando un resultado de
comparaciéon [6], se sigue que las soluciones del sistema también
tienden a )y para t — oco. Con esto demostramos la estabilidad global
del punto de equilibrio donde no hay enfermedad cuando Ry < 1.

Los equilibrios (i,,4;) # (0,0) definen los estados donde la enferme-
dad persiste en forma endémica, es decir, por periodos de tiempo muy
prolongados. Estos equilibrios corresponden a las soluciones i; # 0 e
1, # 0 dadas por las intersecciones de las graficas de las funciones

[al - 6ll(]- - Zl)]ll [av - va(l - Zv)]zv
Bvl(]- - Zl) ﬂw(l - Zv)
con0<4<1y0<q, < 1.
Observemos que g(7;) y f(i,) son positivas y crecientes cuando 1 —
%gilglm— Y <, < 1. Ademés,

i v

f(lv) = (20)

g(ir) =

lim f(i,) = 00, lim g(ir) = oo,
Typ—1 ip—1

*
v

lo que implica que existe un tinico punto de equilibrio @1 = (i

W 1] cuando Pou - bu > 1 (ver figura 1). En el
v Ay aq

i) en la

regién [1— L 1] x [1—
Bll

Buv <ly Bu < 1, la condicién para que haya un punto de
a o

equilibrio con 0 < i, < 1y 0 < i, < 1 es que dg(0)/diy < 1/df(0)/di.
Después de varios calculos se verifica que esta condicién es equivalente
a la desigualdad dada en (Figura 2).

Por lo tanto, hemos demostrado en ambos casos que existe un tinico
punto de equilibrio cuando Ry > 1.

Para saber si dada Ry > 1 y cualquier condicién inicial 4,(0) > 0,
i;(0) > 0, la enfermedad evolucionara hacia el estado endémico, de-
bemos determinar la estabilidad global del punto de equilibrio @)1 =

caso de que
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Figura 1: Interseccion de f y g. En este caso Boo + @ >1
Ay a
fliv)
iy
. . . ﬁvv 6ll
Figura 2: Interseccion de f y ¢ en el caso <1, — <1y
Q) g

Blvﬁvl > (1 . va>(1 B @)

(e 7187 Qy 87
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(i%,17). Para esto usaremos el Teorema de Lyapunov [4], que en nuestro
caso dice que si existe una funciéon V' : (0,1) x (0,1) — R definida
positiva tal que su derivada orbital

_ VGt a(t) dis(t) | OV (iu(t), u(t)) da(t)

v Oty dt o dt

es menor que cero, entonces el punto de equilibrio ); es globalmente
asintoticamente estable. Para los modelos epidemiolégicos se ha usado
con bastante éxito la funcion de Lyapunov tipo Goh [3], que estd defi-
nida para este modelo en particular por

V=S, -8 —S; ln%) + as(iy, — i) — i) lnl,—:)
i

v v

S e g b

+as(S; — S — S ln—i) + aq(iy — i) — 1 ln,—i),

S g
donde S, =1—14,, S;=1—74, S =1—-4¢, S, =1—4 ya =ay =1,
a3 = a4 = /Bgljlssgal . Se comprueba facilmente que V es definida positiva.

vl Py

Después de varios calculos se obtiene que la derivada orbital esta dada
por

—u(S, — 537 Skt (Si— 5p)?

- :
Sv BUZSZ*Z: Sl
S S
— By SFi* v 4 Y9
i [+ 52 1]
. ﬁwS*i;> {Sl* S }
i) |+ =2
Pt ( Buity, S S
LS S Siiy Sy
— LSy | =+ -+ —————2—4|. (21
Byt {Sv+sl+5;¢;z155¢7zv (21)
S S 0
Haciendo z; = S—”, Ty = S—i y r3 = Z—UZ—i, las expresiones en el interior
v l v Y

de los dos primeros paréntesis cuadrados se pueden escribir como:

1 1
film) =214+ —=2 vy fo(z) =20+ — =2,
X1 X2

respectivamente. Dado que la media aritmética es mayor o igual que la
media geométrica se tiene que

Al =203+ 1) 1220 @ Ly =0
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Figura 3: Comportamiento de las soluciones del sistema (3)).

1 1 1
f1(132)=2[§($2+x—2)—1] > 2( ($2‘x—2)—1):0‘
Para el ultimo paréntesis
1 T T3

fa(x1, 29, 23) = 21 + — + 242 —4,
i) I3 T

cémo en el caso anterior se tiene que

1 1 1
4[—(x1+—+@+@—4)]24\/x1+—+ﬁ+@—1zo.
4 Ty T3 X T2 X3 X1

Por lo tanto, V < 0, y por el Teorema de Lyapunov, (); es globalmente

asintéticamente estable en (0,1) x (0, 1).

En la figura se ilustra el curso temporal de las poblaciones i, e
1;. Los pardmetros usados en la simulacién son f; = 0.25, 5,, = 0.52,
B = 0.3, By = 0.4, 1/a, = 1/oy = 7 dias. En este caso el nimero
reproductivo basico Ry ~ 4. Las condiciones iniciales de este sistema
representan el caso en el que sélo se tiene poblacion infecciosa en la
especie migrante, estas condiciones estan dadas por: i,(0) = 1 e 4,(0) =
0. De la grafica podemos observar que ambas poblaciones tienden al
estado endémico y que es en la poblacién local que la epidemia se

esparce mas rapidamente.
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5. El modelo con dispersién geografica

Supongamos dos poblaciones de aves, una de las cuales presenta un
proceso de difusién y la otra permanece estable en un territorio deter-
minado, por ejemplo, aves en una granja o en un criadero. Considerando
lo anterior definamos N, como la poblaciéon de aves que se trasladan
y N; sera el nimero de aves que permanecen en un territorio. Enton-
ces, las ecuaciones que describen la dinamica espacio-temporal de las
proporciones i, € 4; son las siguientes:

iy . . . . ‘ 0%,

8t = /B’U’U,L’U(l - Z’U) + /Blvll(l - Z’U) — Qyly + Dw,

o1 . . . . .

S5 = Bui(l =) + Buin(1 = i) — it (22)

Estamos interesados en conocer las condiciones necesarias para que
se propague la enfermedad en una cierta regién, por lo que buscaremos
soluciones de tipo onda viajera, esto es, ondas que se desplazan a
una velocidad constante ¢ sin perder su forma. Matematicamente una
onda viajera se representa como K (z,t) = k(z+ct) = k(z), z = x +ct,
donde c es la velocidad del desplazamiento en la z-direccién negativa
[9]. Para determinar la existencia de ondas viajeras del sistema (22)),
hacemos el cambio de variable z = x + ct, que da lugar al siguiente
sistema

CdZ - 61}1)7'1;(1 — Zv) + Blvll(]- - Zv) — Qyly + D d22
di . . . . .
Cd—zl = Bui(1 =) + Bute(l — i) — iy (23)

diy . :
Introduciendo la variable h(z) = —, el sistema es equivalente a

dz

di

v h
- (2)
dh 1 . i ) . .
E - E[Ch - Bmﬂv(l - Z'U) - 611)“(1 - Z”) + OZUZ'U]
di 1. . . ) ) .
d_;j - g[ﬂlzu(l — i) + Budu(1 — i) — agiy]. (24)

El sistema tiene dos puntos de equilibrio: Ey = (0,0,0) v E; =
(i%,0,4f) donde @} e i} satisfacen las ecuaciones en la region

Ay

?
BU’U

aq

[1_E

] x 1=

1].
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Para asegurar la existencia de E; en lo siguiente supondremos que Ry >
1. Dado que la infeccién se propaga de los lugares donde la enfermedad
es endémica, hacia los lugares donde no existe enfermedad, la onda
viajera debe satisfacer las condiciones

m  (iy, h,4;) = (0,0,0), vy lm (i, h, i) = (i, 0,)). (25)
Z—>—00 Z—00

Una condicién necesaria para la existencia de un frente de onda epidémi-
co que cumpla las condiciones dadas en , es que exista una trayec-
toria heteroclinica de Ey a E; [7], lo que implica que Ej debe ser un
punto silla con una variedad inestable. Ademas, dado que las variables
del modelo representan poblaciones, las soluciones no deben oscilar al-
rededor de Ej, pues de lo contrario dichas variables tomarian valores
negativos. En otras palabras, los valores propios del polinomio carac-
teristico P(\) de la derivada del sistema evaluada en Ej deben ser
reales, y al menos uno de ellos debe ser positivo. después de algunos
calculos, se obtiene que dicho polinomio es igual a

PY) = X = X254 L — ) + A5 [Bun + B — (00 + )]
871875 /Bll 61}1} Blvlﬁvl
-2 (0= By - ey B, (26)

De la expresién se tiene que el término constante es positivo ya
que Ry > 1; por otro lado observamos que lim,_,_, P(A) = —o0o lo que
indica que P(\) debe tener al menos una raiz negativa. Aplicando el
criterio de Descartes con A > 0 vemos que hay dos cambios de signo
lo que implica que hay cero o dos raices reales positivas. Como todas
las raices deben ser reales, la grafica de P()\) debe cruzar el eje posi-
tivo dos veces. Siguiendo a [8| [7] tomamos A > 0 y consideramos el
lim._,oo P(A, ¢), manteniendo A fijo. Vemos entonces que el coeficiente
de \? tiende a menos infinito, mientras el coeficiente de A se mantie-
ne fijo y el término independiente tiende a cero, lo que implica que
P(\, ¢) - —oo para toda A cuando ¢ — oo, es decir,

lim P(\, ¢) = —o0, (27)

c— 00

asi P(\, ¢) tiende a un valor negativo, para una c suficientemente grande
y para una A positiva. Por otro lado, tenemos que

lim P(\, ¢) = oo, (28)

A—00
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Figura 4: Polinomios de la familia P(\,¢).

lo que implica que para c suficientemente grande y A > 0, existe un
cambio de signo en el polinomio, y por lo tanto P(\, ¢) debe tener una
raiz positiva. Tenemos asi una raiz negativa y una positiva, por lo tanto
Ey es un punto silla. Ademas, por el criterio de Descartes la tercera raiz
debe ser real y positiva. Con esto hemos demostrado que para Ry > 1
y ¢ suficientemente grande se cumplen las condiciones necesarias para
la existencia de una solucién en forma de onda viajera del sistema ([24)).
La figura 4a) muestra algunos polinomios de la familia P(\, ¢).

6. Calculo de la velocidad de onda
minima

En el andlisis anterior se establecié que para una velocidad de onda c
suficientemente grande, Ej es un punto silla. Para acotar por debajo
esta velocidad de onda definamos

K ={¢>0] P(\ c) tiene dos raices positivas }.

Asi, a partir del minimo ¢y de K se cumplird que P(),c) tiene dos
raices positivas. Es claro que el minimo ¢ se alcanza cuando P(A, ¢p)
tiene un valor minimo local igual a cero, esto es, P(\,¢y) cumple las
siguientes condiciones

OP(\, c) D?P (N, co)

La figura 4b) ilustra la grafica del polinomio P(\, ¢q) que satisface las
condiciones dadas en ([29)).
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OP(\, co)
B))

La condicién = 0 da lugar a la siguiente ecuacion

3)\2 — 2/\(%) + %[6ll - Oél]) + (%[ﬁvv + Bll - (av + al)]) =0 (30)

cuyas raices son

L Bralb o VG + Ll — pu))? - 34
1= 3 9

(

oIS

+ 5180 — au]) = /(5 + Lo — Bu])? - 34

Ao = 3

donde )
A= 5[511 + Bow — (g + aw)].

Asi, para tener una onda viajera con velocidad ¢ es necesario que las
raices sean reales, lo que implica que

—Cp 1

2
(? + C—O[Oéz — 5”]) —-3A >0,

de donde obtenemos que la velocidad ¢y minima debe cumplir la des-
igualdad

Co > %(D\/%[ﬁll + 5’01} - (OélOéU)]

+v/3D(By, — ) — D(By — Oél))- (31)

La segunda condicion dada en es valida para Aq, lo que implica
que para encontrar ¢y debemos sustituir A; en , lo cual nos llevara a
una funciéon que dependera solamente de cy. Para cumplir la tercera
condicién de debemos encontrar los ceros de esta funcion y tomar
el valor positivo méas pequeno. En el siguiente ejemplo los valores de los
pardametros fueron tomados de [5] y [10]. Estos son

Bow = 0.136, B = 0.064, 5, = 0.106, B,; = 0.52, v, = 0.06, oy = 0.056.

Obtenemos que la cota minima dada por la ecuacién para la velo-
cidad c es ¢y = 1.22 y el valor de ¢ es aproximadamente 1.6.

En la figura se muestan los frentes de onda resultantes del sistema
para las poblaciones 7; e i,, respectivamente.



UN EJEMPLO DE ONDAS VIAJERAS ... 27

0. 0.9
0.7 0.e
0.6 0.7

0.8

P b /

. : 0.1
0 ’/ ' o
0 10 20 30 40 BO 0 10 20 30 40 BD
7=x+ct Z=x+ct

Figura 5: Frentes de onda para las poblaciones ; € i,.

Las condiciones iniciales son:

il<.T, 0) = 0,

1 sifz]<1;
0 otro caso

ifo0) = {

para simular la introduccion de individuos infecciosos en una poblacién
susceptible. De la figura [5| podemos ver que la infeccion avanza rapida-
mente y que tiende al equilibrio endémico en poco tiempo.

En las figuras [0] y [7] se observa el comportamiento espacial de las po-
blaciones ; e 7, dado por el sistema , con los parametros antes
mencionados.

En las graficas se observa que la introduccién de individuos infec-
ciosos en la poblaciéon N, afecta de manera importante a la poblacién
Nj, ya que el nimero de infecciosos de esta 1ltima especie, 7; crece rapi-
damente hacia el punto endémico, que para este ejemplo es ¢ = 0.88,
lo que se muestra en el inciso d) de la figura @ Anélogamente, en la
poblacién i, el nimero de infecciosos crece rapidamente hacia el valor
endémico ¢, = 0.72, como se ve en las siguientes gréficas.

7. Migracion

., 2 ,
La ecuacién 2 = —p2¢ 4+ DIC representa fendmenos en los cuales
ot ox ox )

aparte de tener desplazamiento por difusién, existe un desplazamiento
con velocidad y direccién especifica, por lo que puede ser usada para

modelar el comportamiento de una enfermedad en una poblacién que
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se difunde y presenta un movimiento migratorio. Siguiendo la nota-
cion de la seccion 5, denotaremos con N; al nimero de individuos de
la poblacién que permanece fija en un lugar dado y con N, al ntime-
ro de individuos de la poblacién migrante. Tenemos entonces, que las
ecuaciones que modelan este problema son

02}, . . . . ) 822'1) 821)

ot - ﬁvvlv(l_lv)+ﬁlvll(1 _7'11) _avzy‘i‘Dw—U%»

0i o . . ,

atl = Buir(1 =) + Buiy(1 — ;) — cuiy, (32)

donde D es el coeficiente de difusién y v es la velocidad de adveccién
debida a la migracion. Como en el caso anterior, nuestro objetivo es en-
contrar bajo qué condiciones es posible esperar que exista una solucién
en forma de onda viajera. Haciendo el cambio de variable z = x + ¢t se
obtiene el siguiente sistema

di,

-, = M)

% - %[h(c + ) = Bovln(1 — iy) — Briy(1 — iy) + i)

% = %[ﬁzm(l —4y) + Buto (1 —4;) — ayiy], (33)

donde h(z) = %

dz

Los puntos de equilibrio del sistema son
PO == (0,0,0) Yy P1 = (Z:,O,’Ll*)

El polinomio caracteristico asociado a F, esta dado por

POve) = A= (o 2 o)
i )\(ﬁu + B ;)(Oéz + ) v(ﬁucz)oél»
(0718 7% 6ll Bv’u Blvﬁvl
S A CRr I T BT

Analogamente al caso anterior, se demuestra que para ¢ suficientemente
grande, P, tiene dos valores reales positivos y uno negativo, por lo que
se cumplen las condiciones necesarias para la existencia de una solucion
en forma de onda viajera.
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8. Calculo de la velocidad de onda
minima
La velocidad de onda minima ¢, satisface las condiciones

OP(\c.) 0 0?P(\, c.)

o =0 o\ >0 y P(\c)=0. (35)
En este caso, de la condicién an;\,c*) = 0 obtenemos el polinomio

i + i(511 —ag)]+

D Cs
6ll + va - (041 + Oév)
D

3\ — 2\

511 — o
c. D

+ v( ) =0, (36)

cuyas raices son

(2 + 200 — o)) + /(25 + Loy — Bu))? — 34

A = . |
(552 + 280 — aul) = /(= + Llow — Bu])* — 34
Ay = |
3
donde

~ But Bo — (u + ) U(ﬁll — Oéz)

B D c.D

La segunda condicién de , se cumple para A, lo que implica que
debemos buscar la raiz positiva mas pequena de la funcion resultante
al sustituir A\; en . Usando los mismos valores para las tasas de
infeccion y recuperacion del caso anterior y la velocidad de migracién
v = =5 Km/dia que tomaremos en sentido negativo debido a la di-
reccién de la onda, obtenemos que la velocidad de onda minima c, es
aproximadamente 0.38.

En la figura (8]) se muestan los frentes de onda para las poblaciones i;
e i, resultantes del sistema . Observamos que la epidemia evoluciona
rapidamente hacia el equilibrio endémico.

En las figuras @ y se observa el comportamiento espacial de
la poblacion 4; e i,, dado por el sistema con los parametros antes
mencionados haciendo v = —5, y con la misma condicion inicial que en
el caso donde no hay adveccion. De manera similar al caso donde no
hay adveccion, la infeccién se propaga rapidamente, con la salvedad de
que en este caso lo hace preferentemente hacia el lado izquierdo debido
a la migracion. Encontramos también que 7, crece rapido hasta su nivel
endémico i, = 0.71, como lo muestran las siguientes graficas.

A
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Figura 9: Comportamiento de la poblacién i; para a) t = 0.2, b) ¢t = 0.6,
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Figura 11: Graficas de las tasas de infeccién contra la velocidad de onda.

9. Conclusiones y analisis de sensibilidad

En los modelos anteriormente desarrollados se encontraron las veloci-
dades de onda minimas requeridas para tener la posibilidad de que las
enfermedades presenten comportamientos en forma de onda viajera. Es-
tas velocidades estan sujetas a los pardametros establecidos, por lo que
las variaciones de los mismos repercuten en la velocidad de onda. La fi-
gura (11) muestra las variaciones de la velocidad de onda ¢ con respecto
a las tasas de contacto (3,; v 85, con difusién y con adveccién, respecti-
vamente. Notamos que el patrén es similar en ambos casos, aunque la
velocidad de onda cuando hay adveccién es mayor. También notamos
que la influencia de la tasa de contacto i;,, que representa el contagio
de los individuos de la poblacién estatica, V;, en la poblacién migran-
te, N,, es mayor. Esto es de esperarse, ya que las aves migrantes son
las que dispersan geograficamente la enfermedad. Por ltimo, observa-
mos que la velocidad de onda se incrementa con aceleracién negativa,
lo que indica que dicha velocidad varia méas rapidamente para valores
pequenos de las tasas de contacto, y parece tender a un limite cuando
dichas tasas aumentan.

En términos de control de la enfermedad, lo anterior indica que la
politica mas efectiva para evitar la propagacién de la enfermedad es
llevar a cabo una vigilancia epidemioldgica estricta en aves que estén
en cautiverio.

Si modificamos la tasa de recuperacion «, en ambos modelos nota-
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Figura 12: Graficas de la tasa de recuperacion contra la velocidad de
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Figura 13: Grafica de la velocidad de onda contra la velocidad de mi-
gracion.

mos que la velocidad de onda disminuye lentamente para ambos casos,
aunque lo hace de manera menos regular en el caso donde sélo se tiene
difusién, debido quizas a una inestabilidad numérica, como se muestra
en la figura (12). Para el modelo con adveccién encontramos que si la
velocidad de migracién de las aves aumenta, la velocidad de onda tam-
bién aumenta, como se muestra en la figura (13) donde se grafica el
valor absoluto de la velocidad de migracion v, contra la velocidad de
onda c.
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