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1. Introducciéon

La teoria de bases de Grobner es una herramienta que permite abordar
problemas de diferentes areas de las matemaéticas desde una perspectiva
algoritmica y computacional y en las ultimas décadas ha resultado ser
de gran interés para la comunidad debido a las diversas aplicaciones
que tiene. El contenido de este texto esta dirigido a un publico no
especializado, principalmente a estudiantes con conocimientos basicos
de algebra moderna, el objetivo principal es acercar al lector desde un
enfoque intuitivo a esta adrea de las matematicas.

En los anos 60, Bruno Buchberger [2, 4] y Heisuke Hironaka [9] in-
trodujeron de manera independiente nuevos algoritmos para manipular
sistemas de ecuaciones polinomiales que tienen como consecuencia el
desarrollo de la teoria de bases de Grobner, lo cual implica de manera
directa una demostracién constructiva del famoso teorema de la base de
Hilbert, que coloquialmente se puede entender como que todo sistema
infinito de ecuaciones polinomiales es equivalente a otro con un ntmero
finito de ecuaciones.

En este articulo para definir las bases de Grobner analizaremos el
problema de la pertenencia, esto es, de qué manera podemos determinar
cuando un polinomio pertenece a un ideal I del anillo de polinomios en
n variables, este problema también estd fuertemente relacionado con
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el teorema de la base de Hilbert. El contenido es el siguiente: en la
seccién 1, se presentan algunos preliminares, definiciones y notacién
que se usara en todo el texto. En la seccion 2, se introducen los 6rdenes
monomiales y se presenta el algoritmo generalizado de la division de
polinomios, que resulta ser en gran medida la base para desarrollar esta
teoria, en la seccion 3, se definen las bases de Grobner y se muestran
algunos resultados cldsicos y en la seccion 4, se mencionan de forma
panoramica algunas aplicaciones de las bases de Grobner.

2. Preliminares

Esta seccién contiene un poco de notacion y algunas definiciones que se
usan en el contenido de este articulo. También plantearemos el problema
de la pertenencia, lo presentamos como motivacién para generalizar el
algoritmo de la divisiéon de polinomios y consecuentemente introducir
las bases de Grobner.

Denotaremos por R al anillo de polinomios en n variables sobre un
campo K, esto es, R = K[z, ..., x,].

Definicién 2.1. Un ideal del anillo R es un subconjunto no vacio I C R
que satisface:

1. I es un subgrupo de (R, +).
2. Para todo f € Ry todo g € I se tiene que fge [y gf € I.

Denotaremos por (f) al ideal generado por f € R.

Definicién 2.2. Sea f € R, la variedad definida por f, es el conjunto
de todos los elementos a € K" tales que f(a) = 0, y se denota por
V(f) ={aeXK"[ f(a) = 0}.

En general, dados fi,...,f, € R, definimos V(f1,...,f)) = {a €
K" | fi(a) =0 parai=1,...,¢}.

Si consideramos un ideal I = (fy,..., f;) C R generado por ¢ ele-
mentos, su variedad V' (1), consiste de las soluciones del sistema infinito,
f=0con f € I. Por otro lado, podemos considerar las soluciones del
sistema finito determinado por los generadores f; = 0,...,f, = 0, es
facil ver que una solucién del sistema infinito es una soluciéon del siste-
ma finito, pues f; € I parai = 1,...,¢, esto también es consecuencia
del teorema de la base de Hilbert. Ademas, si a € K" es una solucién
del segundo sistema (finito) y f un elemento de I, entonces f(a) = 0

pues f = Zle w; f; con u; € R. Por lo tanto, V(I) =V (fi,..., fo).

Observacién 2.3. Un ideal puede tener distintos conjuntos generado-
res con distinta cardinalidad.
Por ejemplo, en Klz,y, (z +y,2) = (z,y) = (z +ay,2%,y°,y + ).
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Un caso particular es cuando en un anillo todos los ideales son ge-
nerados por un solo elemento, a tales anillos se les llama dominios de
ideales principales y se denotan como DIP. La definicién general es la
siguiente.

Definicién 2.4. Un anillo R es un dominio de ideales principales si
para todo f,g # 0 sucede que fg # 0y gf # 0y todo ideal I C R
es de la forma I = (f) con f € R, esto es, I es generado por un solo
elemento.

Entonces, si logramos obtener un «mejor» conjunto de generadores
del ideal I = (fi,..., fr) (el cual sera llamado base de Grobner para

I), tendremos una «mejor» representacién de la variedad V' (fi, ..., fo),
y por «mejor» nos referimos a un conjunto de generadores que nos
permita entender la estructura algebraica de I = (f1,..., fi).

El siguiente resultado es una version del teorema de la base de Hil-
bert, el cual nos garantiza que todo ideal en el anillo R es finitamente
generado. Por lo tanto nos interesa describir un algoritmo que nos per-
mita calcular un conjunto de generadores para un ideal en R.

Teorema 2.5. [0, teo. 2.1.1] Sea I un ideal de R, entonces existen
polinomios f1,..., fo € R tales que I = (f1,..., fo).

Plantearemos ahora el problema de la pertenencia, conociendo un
conjunto de generadores para un ideal I, esto es, I = (f1,..., fs) pode-
mos preguntarnos lo siguiente:

1. Sea f € R, ;bajo qué condiciones, f € I?

2. 81 f € I, jde qué manera podemos encontrar uq,...,u; € R tal

que f = Ulfl +-F Ugfg?

En un contexto geométrico, esto es equivalente a preguntarse si, dada
una variedad algebraica V' (f1,..., fr) € K", jpodemos determinar si
esta variedad estd contenida o no en V(f)?

Estas preguntas se pueden responder facilmente usando el algoritmo
de la divisién cuando R = K[z| con K un campo, sin embargo, este
método falla cuando consideramos polinomios en mas de una variable,
pues para R = Klzy,...,z,] con n > 2, R no es un dominio de ideales
principales.

3. Algoritmo generalizado de la divisiéon

Esta seccion la comenzaremos definiendo el grado de un polinomio y el
algoritmo de la divisién para polinomios de una sola variable e intro-
ducimos la nocién de 6rdenes monomiales, estos ultimos nos permiten
generalizar dicho algoritmo.
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Definicién 3.1. Sea f = ag + a1x + asx® + -+ + a,z" € K[z] un
polinomio en la variable x con coeficientes en K, el grado del polinomio
f es el exponente més grande de la variable x que tiene coeficiente
distinto de cero para algin 0 <i < n, y se denota como gr(f).

Si consideramos polinomios en Klz], podemos resolver los dos pro-
blemas anteriores utilizando el algoritmo de la division clésico.
Dados f, g € K|z] existen unicos q,r € K[z| tales que,

f=gq+7r conr=0 o0gr(r) <gr(g).
Entonces, f € (g) siempre que el residuo de la divisién de f entre g
es igual a cero y ademads ¢ es el polinomio buscado en la pregunta (2)
que hemos planteado anteriormente. Una de las razones que justifican
el uso del algoritmo de la divisién es la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2. [6, cor. 4] K[z] es un dominio de ideales principales.
Ahora veremos cémo calcular un generador para ideales en K|zx].

Definicién 3.3. Sea K[z] el anillo de polinomios en la variable x, y
sean f, g € K[z]. Un elemento u € K|[z] es el maximo comun divisor de
f v gy se denota como med(f,g) si se satisface lo siguiente:

1. u divide a f y a g, usualmente lo denotamos como: u|f y ulg.
2. Siempre que h|f y h|g se tiene que hlu.

Proposicién 3.4. [1, prop. 1.3.5] Sean fi, fo € K[x] distintos de cero,
entonces (f1, fo) = (med(f1, f2))-

Ejemplo 3.5. Sean f; = 23 -3z +2y fo = 22 — 1 polinomios en Q[z],
utilizando el algoritmo de la divisién determinamos el med( f1, fo) para

encontrar g € Q[z] tal que (f1, f2) = (g).
Observa que,

fi :x3—3x—|—2:(m—1)2(a:—|—2),
fo=2"-1=(z—1)(z+1).
( Entc>>nces el med(fy, fo) = x—1, y por lo tanto (x® —3z+2,22—1) =
x—1).
Consecuentemente, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.6. [I|, prop. 1.3.8] Sean fi,..., fi polinomios en K[z]
entonces:

L (f1,..., fo) = (med(f1, ..., fo)).
2. Si € >3 entonces med(fi, ..., fo) = med(fi, med(fa, ..., fo)).

Entonces, para ideales en K[z] es relativamente «facil» encontrar un
«mejor» conjunto generador del ideal, basta usar el algoritmo de la
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divisién para encontrar el med de un conjunto de polinomios en K[z],
y consecuentemente resolvemos el problema de la pertenencia.

Para generalizar estas ideas a polinomios que dependen de un nime-
ro finito de variables en la siguiente seccion introducimos los érdenes
monomiales.

3.1 Ordenes monomiales

En el algoritmo de la divisién para el caso de una variable, implici-
tamente ordenamos los términos de los polinomios de forma creciente
o decreciente respecto al grado, pues al realizar una division, nuestra
intencion es siempre eliminar el término de mayor grado. Sin embargo,
la idea de orden en el anillo R ya no es clara.

Por ejemplo, consideremos el polinomio f = x3z% + z{x, jcémo po-
demos ordenar los términos de f? Intentar ordenarlos por su grado no
es una opcién viable.

Para presentar una generalizacién del algoritmo de la divisiéon en R,
lo primero sera ordenar los monomios de cualquier polinomio f € R.

El conjunto de monomios lo denotaremos como T", es decir T" =
{af" o 2P|3; € N;i = 1,...,n}. Para denotar un monomio en T" usa-
remos la siguiente notacién: z° := xfl oo 2P donde B = (By,...,B.) €
N" es llamado vector de exponentes.

En el conjunto anterior definiremos un orden, el cual serd un orden
total, esto es, dados 2%, 2° € T" se cumple exactamente una de las
siguientes relaciones, 2% < 2%, 2% = 2% 0 ® > 2, es decir, cualquier
par de elementos en T", deben ser comparables.

Definicién 3.7. Un orden monomial en T" es un orden total < que
satisface las siguientes dos condiciones:

1. 1 < 2”, para todo 2% € T" con 27 # 1.
2. Si 2% < 2, entonces 2%z < 2’2" para todo 7 € T™.

Un ejemplo clasico de orden monomial es el siguiente.

Ejemplo 3.8. Definimos el orden lexicografico en T" (con z; > ... >
x,) como sigue:

o 3 la primera coordenada no cero de izquierda a
T <IN < L.
derecha en 8 — « es positiva.
El siguiente teorema considera que usando un orden monomial en el
conjunto T", siempre se pueden comparar todos sus elementos entre si.

Teorema 3.9. [Il teo. 1.4.6] El conjunto T™, junto con un orden mo-
nomial es un conjunto bien ordenado.
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Si consideramos f € R expresado en la forma f = a;z“' +- - -4a,z",
donde cada x* € T" y a; € K y un orden monomial en T", podemos
comparar y reordenar sus monomios de tal forma que, el monomio lider
de f, denotado como Im(f), es el monomio mds grande respecto a ese
orden, es decir, podemos escribir Im(f) = 2 y el término lider, el cual
denotaremos como It(f) es 1t(f) = ayz®*.

Ejemplo 3.10. Sea R = [z,y,z| y consideremos el polinomio f =
322 —2x3y 4+ 72%y? 22 — 929323, determinemos el monomio lider respecto
al orden lexicografico con x >y > z.

Podemos escribir los vectores exponentes de cada monomio de f:
a=1(2,0,1),6=(3,4,0),y=(2,2,3) y 6 = (1,3,3).

Notemos que, 8 —a = (1,4, —1), esto implica que, 2%z < z%y*, por otro
lado, B —~ = (1,2, -3), asi , 2?9?23 < 2%y* y B —§ = (2,1, -3), por lo
tanto, zy32% < 2%y*, y consecuentemente Im(f) = 3yt

El lector puede encontrar mas informacién y ejemplos sobre 6rdenes
monomiales en las siguientes referencias [I}, [7, [6] [1T], 12].

3.2 Algoritmo de la divisién en K|z, ..., z,]

Ahora que sabemos ordenar los términos de cualquier polinomio en R,
podemos dar una solucién parcial a los problemas mencionados en la
seccion 2, extendiendo el algoritmo de la division para polinomios en n
variables.

La idea basica de este algoritmo es la misma que para el caso de
polinomios en una sola variable, ahora queremos dividir un polinomio
f entre polinomios f,..., f; cancelando términos de f y usaremos los
términos lideres de cada f;.

Definicién 3.11. Dados un orden monomial y f,g,h € R con g # 0,
decimos que f se reduce a h mdédulo g en un paso, y se denota como

f L h, siy solo si lt(g) divide a un monomio X de f y

h=f—-—g.
1t(g)

Ejemplo 3.12. Sea f = 622y —z+4y°—1y g = 22y +y> polinomios en
Q[xz, y] con el orden lexicogréfico, f - h con h = —3xy® —x +43° — 1,
pues en este caso 622y es el término que eliminamos usando 1t(g) = 2y,
de hecho, 1t(f) = 62%y.

En este sentido, podemos pensar en h como el residuo de dividir f
entre g.
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Definicién 3.13. Sean f, hy fi,...,..., fe polinomios en R con f; # 0
parai=1,.... 0y F={f1,..., fo}, decimos que f se reduce a h médulo

F . . : .
F'| vy se denota como f — h, si y solo si existe un conjunto de indices

i1,...,9; € {1,...,£} y una secuencia de polinomios hi,...,h;—1 € R
tal que
fi fi fi fig_ fi
f=5h 2 hy 2 b S A

Ejemplo 3.14. Sea f = 2%y, fi = 2y — x, f» = 2* — y polinomios en
Q[z, y] con el orden lexicogréifico y F' = {fi, f2}, entonces

F5y
pues,
f ELNG LN Y.
Definicién 3.15. Sea f € Ry F = {fi,..., f¢} un conjunto de poli-
nomios en R distintos de cero.

Sif Ly y r no puede ser reducido médulo F'; entonces llamamos
a r un residuo de f respecto a F.

Este proceso de reduccién nos brinda una idea general e intuitiva de
cémo se puede generalizar el algoritmo de la division y destacamos que
uno de los elementos importantes es la necesidad de establecer un orden
monomial.

En general, el objetivo es dividir f € R entre fi,...f, € R, esto
significa poder expresar f en la forma

f=wfi+-Fufo+r,
donde los cocientes uq,...,uy y el residuo r son elementos de R.

Ejemplo 3.16. Dividiremos f = ay> + 1l entre fi = a2y + 1y fo =
y—+1 respecto al orden lexicografico. Usaremos el esquema de la division
para polinomios en una variable. La diferencia es que ahora hay varios
divisores y cocientes, listando los divisores fi, fo y los cocientes uq, us
horizontalmente, tenemos;

Uy = U =
xy+1,y+1) ry?  +1

Los términos lideres 1t(f;) = zy y 1t(fo) = y dividen a It(f) = xy?,
realizamos la divisién de f respecto a fi, esto es, dividimos xy? entre
xy, obteniendo y y luego restamos y f; de f, obteniendo:
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Uy =Y U=
:Ey+1,y+1) xy2 1
2+ oy
—y+1
Repetiremos el proceso para —y + 1, pero utilizaremos 1t(f2), pues
1t(f1) no divide a lt(—y+1) =y

U =9y Uy =—1
zy+ 1y +1) TP +1
ry® + y
—y+1
—y—1

2

Como 1t(f1) y It(f2) no dividen a 2, tenemos que r = 2 y hemos acabado.
Asi, podemos expresar f = xy? + 1 de la forma:

vy +1l=ylay+1)—1(y+1)+2.

El ejemplo anterior es una ilustracion de como funciona el algoritmo
de divisién en varias variables. También nos muestra qué propiedad que-
remos que tenga el residuo, ninguno de sus términos debe ser divisible
por el monomio lider de cualquier polinomio por los que estamos divi-
diendo, aqui podemos hacer referencia al procedimiento de reduccién,
esto significa que el residuo no puede ser reducido médulo el conjun-
to de polinomios que intervienen en la divisién, con esta motivacién
enunciamos la forma general del algoritmo de division.

Teorema 3.17. [0, teo. 3] Sea < un orden monomial en T" y F =
{f1,... fe} un congunto de polinomios en R, entonces todo f € R puede
expresarse de la forma:

f:U1f1+...+Ugfg+T,

donde u;,v € Rparai=1,...,¢, ademds, r =0 or es una combinacion
lineal de monomios con coeficientes en K, ninguno de los cuales es
divisible por 1t(f;) parai=1,... L.

Observacién 3.18. Notemos que en el algoritmo de la divisién en R
no se habla de la unicidad de los cocientes uq, ..., u, ni de la unicidad
del residuo r, en realidad no la hay, observemos el ejemplo [3.16] si
hubiésemos comenzado dividiendo 1t(f) entre 1t(f2) obtendriamos que
U =Y v up = —1.

Por tanto, la no unicidad del residuo del teorema |3.17| impide usar
el algoritmo directamente para resolver el problema de la pertenencia
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de un polinomio a un ideal I C R. Si resulta que el residuo de dividir
f entre F' C R es nulo, podremos concluir que f € I, pero si r # 0 no
podremos concluir nada. En la siguiente seccién veremos que las bases
de Grobner nos ayudaran a solucionar este problema.

4. Bases de Grobner

En esta seccion introducimos la definicion de bases de Grobner y enun-
ciamos algunos resultados que responderan a las preguntas planteadas
en la seccion 2.

Definicién 4.1. Sea I € K[zy,...,z,] un ideal distinto de cero y < un
orden monomial fijo en K[z, ..., x,]. Entonces, el ideal inicial denotado
por LT(I) es el conjunto de los términos lideres de elementos no cero
de I, es decir:

LT(I) = {ca®| existe f € I\ {0} con It(f) = ca®}.
Denotamos por (LT(7)) al ideal generado por los elementos de LT(I).

Ya hemos visto que los términos principales juegan un papel impor-
tante en el algoritmo de la divisién y como consecuencia tenemos lo
siguiente; si tenemos un conjunto finito de generadores para I, digamos
I ={(f1,..., fr), entonces en general (f1,..., fo) y (LT(I)) son ideales
distintos. Por definicién tenemos que 1t(f;) € LT(I) € (LT(1)), esto
implica que (1t(f1),...,1t(fr)) € (LT(1)), sin embargo, (LT(/)) puede
ser estrictamente mas grande.

Proposicién 4.2. [0, prop. 3] Sea I C R un ideal distinto de cero,
entonces:

1. (LT(I)) es un ideal monomial.
2. Ezisten gy,...,g0 € I, tales que (LT(I)) = (1t(q1), ..., 1t(ge))-

La parte 2 de la proposicion anterior nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 4.3. Dado un orden monomial en R, un subconjunto finito
G ={g1,...,9/} de un ideal I C R diferente de cero, se dice que G es
una base de Grobner si

(LT(1)) = (It(g1), - - -, 1t(ge))-
Notemos que en la definicién no pedimos que G sea un conjun-

to generador de I, pues de la propia definiciéon tendremos que I esta
generado por G.

Proposicién 4.4. [8, teo. 16] Toda base de Grobner de I es un siste-
ma de generadores de 1. Es decir, si G = {g1,...,9¢} es una base de
Grobner para I, entonces

I = <gla"'7g€>'



20 K. DURAN Y Y. PITONES

Veamos ahora que la no unicidad del residuo en la division de f € R
entre G C R desaparece cuando GG es una base de Grobner.

Proposicién 4.5. [§ prop. 17] Supongamos que G = {g1,..., ¢} es
una base de Grobner de un ideal I C R respecto a un orden mono-
mial fijo sobre R. Entonces, para todo polinomio f € R existen dos
polinomios q y r € R unicos tales que

1. f=q+r,
2.qely
3. para todo monomio x® de r, x* ¢ (1t(g1),...,1t(ge)).

Teorema 4.6. [I, teo. 1.6.2] Sea I C R un ideal distinto de cero.
Las siguientes condiciones son equivalentes para un conjunto G =

{g1,.-.,90} C 1.
1. G es una base de Grobner para 1.

2.f€]siysolosz’fi>().

Observa que con los dos resultados anteriores tenemos resuelto el
problema de la pertenencia que planteamos en la seccién 2. Sin embar-
go, aun queda mucho qué decir sobre las bases de Gobner, por ejemplo
cémo determinar si un conjunto de generadores de un ideal es o no
una base de Grobner, y en caso de que no lo sea, como construir una
a partir de un sistema de generadores dado. La forma en que se cons-
truye la teoria de bases de Grobner, permite desarrollar implementa-
ciones computacionales eficientes para calcularlas y como consecuencia
se pueden aplicar para abordar diferentes problemas. Esperamos que
al lector le parezca interesante esta breve introduccién, algunas buenas
referencias donde se puede encontrar mas informacién al respecto son
[T, 7, 6, (8, 1T, [12].

5. Aplicaciones y comentarios finales

En esta tltima seccién comentaremos algunas aplicaciones que tienen
las bases de Grobner, mostraremos una aplicaciéon algebraica y comen-
taremos de forma panoramica cémo se usan para abordar problemas
clasicos en diferentes areas de las matematicas.

Eliminacién de variables. El problema de eliminacién de variables

consiste en lo siguiente: dados un ideal I de R = Klzy,...,x,] y un
entero ¢, 1 < ¢ < n, j;como determinar un sistema de generadores
del ideal I N K|zpyq,...,x,] a partir de un sistema de generadores de

I7? Necesitamos definir un tipo de érdenes monomiales que permitiran
contestar a esta pregunta usando bases de Grobner.
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Definicién 5.1. Un orden monomial < sobre R es un orden de elimi-
nacién para las primeras ¢ variables si, para todo par de monomios =,

2% de R,
¢ (v1,...,20) ya© € (xy,... 1) = 2° > 2°.
Como consecuencia directa de la definicién tenemos que si < es un

orden de eliminacién para las primeras ¢ variables, para todo polinomio
f € R, tenemos que

Im(f) € Klzpgr, ..., 20 = f € Klzpgr, ..., 2]

El orden lex es un ejemplo de orden de eliminacién para las primeras /¢
variables para todo £, 1 </ <n.
El resultado principal de esta aplicacién es el siguiente:

Teorema 5.2. [8 teo. 34] Sea I un ideal de R y > un orden de elimi-
nacion sobre R para las primeras ¢ variables con 1 < ¢ < n. Si G es

una base de Grébner de I para el orden >, entonces GNK[xpi1, ..., Ty
es una base de Grébner de I NK[zpiq, ..., x,] para el orden inducido
por > sobre K[xpyq, ..., x,].

Este resultado responde al problema de eliminaciéon de variables ya
que el conjunto G es finito y por lo tanto es facil determinar G N
K[z, ..., 2,] que por lo que se discuti6é en las secciones anteriores
resulta ser un sistema de generadores del ideal I NK[zpyq, ..., x,].

Para mas informacion sobre eliminacién de variables se le suguiere al
lector la siguiente bibliografia [7), 6] y las referencias que incluyen.

Cdédigos y geometria algebraica. Una aplicacion de las bases de
Grobner estd presente en la teoria algebraica de cddigos, se pueden
utilizar para construir cédigos de correccion de errores, que se utilizan
para transmitir informacién de forma fiable a través de canales con
ruido, estos cédigos tienen propiedades deseables, como la capacidad
de corregir una gran cantidad de errores [3| [10] .

Las bases de Grobner también se utilizan en geometria algebraica
computacional. Se pueden utilizar para estudiar la geometria de va-
riedades algebraicas y para calcular invariantes geométricos, como la
dimensién, el grado y las singularidades de la variedad [9]. Las bases
de Grobner también se usan para estudiar la topologia de variedades
algebraicas y para calcular nimeros de interseccion. Una excelente re-
ferencia donde se dan mas detalles sobre la aplicacion a la geometria
algebraica es [0].

Algebra computacional. Por otro lado, las bases de Grébner tienen
aplicaciones en sistemas de algebra computacional, por ejemplo Maple
y Mathematica, utilizan las bases de Grobner como una herramienta
fundamental para resolver sistemas polinomiales y realizar otros célcu-
los algebraicos [0l [IT), [12]. Las bases de Grobner se pueden utilizar para
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calcular ideales, eliminar variables, resolver ecuaciones diferenciales y
realizar otras operaciones en el cdlculo simbdlico. Consecuencia de esto,
esta teoria se usa en el modelado de sistemas en el control automati-

co,

mediante el uso de bases de Grobner, podemos construir modelos

polinomiales precisos de sistemas no lineales y reducir su complejidad,
haciéndolos més faciles de analizar y controlar [13].
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