MISCELANEA MATEMATICA 56 (2013) 145«@ SMM @

La maquina de Turing en el ambito de los
lenguajes de programacion

Favio Ezequiel Miranda Perea
Departamento de Matematicas, Facultad de Ciencias UNAM,
Circuito Exterior S/N, Cd. Universitaria 04510,
México D.F., México
favio@ciencias.unam.mx

Araceli Liliana Reyes Cabello
Colegio de Ciencia y Tecnologia,
Universidad Auténoma de la Ciudad de México,
Plantel San Lorenzo Tezonco. Prolongacién San Isidro 151.

San Lorenzo Tezonco, Iztapalapa, 09790 México D.F., México

liliana.mar@gmail.com

Rafael Reyes Séanchez
Departamento de Matematicas, Facultad de Ciencias UNAM,
Circuito Exterior S/N, Cd. Universitaria 04510,
México D.F., México

rreyes.rs@gmail.com

Lourdes del Carmen Gonzalez Huesca
Laboratoire Preuves, Programmes et Systemes,
Equipe 772, INRIA 23 avenue d’Italie,

CS 81321 - 75214 Paris Cedex 13, Francia

Igonzale@pps.univ-paris-diderot.fr

Resumen

En este articulo presentamos algunos lenguajes de programacion
que resultan equivalentes entre si y con la maquina de Turing
con el objetivo de acercar a esta protagonista de las teorias de
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computabilidad y complejidad computacional a un d&mbito mas
familiar para el estudiante de computacién. Para lo cual utili-
zaremos técnicas e instrucciones de programacién usuales, como
el enunciado de asignacién o la iteracién, asi como conceptos de
teoria de lenguajes de programacién. Se enfatizard la equivalen-
cia entre la méquina de Turing, los lenguajes estructurados y los
no estructurados. De esta manera obtenemos como resultado no
solo un acercamiento de la maquina de Turing a los lenguajes
de programacién actuales sino un ejemplo avanzado de la in-
teraccion entre las teorias de la computacion y de lenguajes de
programacién que resulta ser una evidencia matemé&tica formal
de la validez de la tesis de Church-Turing.

1. Introduccion

La maquina de Turing, originalmente presentada en [5], es el mode-
lo de computo mas prominente, entre otras razones por ser el primer
modelo matematico de computo, claro, intuitivo y bien definido antes
de la existencia de las computadoras; ademas, es la base de las teorias
de computabilidad y complejidad computacional, proporcionando una
herramienta de razonamiento conceptualmente simple y elegante. Sin
embargo, este modelo resulta dificil de asimilar como un sistema de pro-
gramacion ya que, en nuestra opinion, se apega mas al hardware o al
lenguaje de maquina que a un lenguaje de alto nivel. El propdsito prin-
cipal de este articulo es acercar a la Maquina de Turing al ambito de la
teoria y practica de la programacion, para lo cual nos planteamos dos
objetivos: el primero es presentarla como un lenguaje de programacion;
el segundo es responder a la cuestion de si un lenguaje particular es o no
Turing-completo dentro del ambito de los lenguajes de programacién,
es decir, sin apelar a la implementacién directa de un simulador de la
maquina de Turing en el lenguaje en consideracion.

Para alcanzar nuestro primer objetivo definimos un lenguaje de pro-
gramacion, al que llamamos LTURING, mostrando que es equivalente a
la maquina de Turing. Si bien esto acerca el maravilloso invento de Alan
Turing al ambito de la programacion, este lenguaje ain es muy rudi-
mentario, por lo que no resulta similar a los lenguajes de alto nivel a los
que estamos acostumbrados y por lo tanto tampoco resuelve la cuestion
de verificar directa y facilmente la Turing-completud de un lenguaje.
Para remediar esta situacién presentamos un lenguaje imperativo es-
tructurado simple, llamado WHILE, que también resulta equivalente a
la maquina de Turing y que, salvo detalles de sintaxis, forma parte de
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cualquier lenguaje de programacién moderno. De esta manera logramos
el segundo objetivo planteado, pues para verificar la Turing-completud
de un lenguaje de programacion, basta verificar que éste incluya al len-
guaje WHILE, lo cual en la mayoria de los casos resulta muy sencillo.

Consideramos conveniente aclarar que, a lo largo de este trabajo,
con lenguaje de programacion no nos referimos a los lenguajes de alto
nivel como JAVA, C o HASKELL, sino a lenguajes formales considera-
dos como micromodelos de lenguajes de programacion reales y que son
el principal motivo de estudio de un curso de fundamentos de lengua-
jes de programacién. Cursos, cuyos principales métodos de definicién
y demostracién se sirven de diversos conceptos que le resultaran fami-
liares a cualquier persona que haya estudiado légica computacional o
matematica y teoria de la computacion.

Es pues nuestra exposicién un capitulo en la intersecciéon de dos
grandes teorias en las ciencias de la computacion: la de la computacion
y la de los lenguajes de programacion.

2. La maquina de Turing clasica

En términos generales podemos decir que una méaquina de Turing es un
dispositivo capaz de procesar cualquier clase de datos, codificados me-
diante palabras o cadenas formadas por simbolos dados. Esta maquina
abstracta consta de una cinta infinita hacia ambos lados que esta divida
en casillas o celdas, las cuales contienen a lo més un simbolo (ver figura
; también tiene una cabeza de lectura y escritura que se mueve a lo
largo de la cinta. Su funcionamiento es secuencial y esta dado por la lla-
mada funcion de transicién que se representa mediante una tabla finita
de reglas, llamadas de ejecucion o transicién, que describen la accién
que debe ejecutarse considerando el estado actual y el simbolo escrito
en la celda donde se encuentra la cabeza, con lo cual se determinan el
nuevo estado, el simbolo que se debe escribir y el desplazamiento de la
cabeza hacia alguna de las celdas vecinas.

Al principio, la maquina se encuentra en un estado inicial fijo, la
cadena o dato de entrada se asume escrito en algin lugar de la cinta
y la cabeza se encuentra una celda a la izquierda del primer simbolo
del mismo. Cabe resaltar que en todas las celdas de la cinta, excepto
aquellas que contienen la cadena, se encuentra escrito el simbolo espe-
cial LI, llamado blanco, por lo tanto, al inicio de la ejecucién la cabeza
estard leyendo un blanco. La ejecucién es dirigida por la funciéon de
transicion y termina cuando no se ha definido ninguna regla para el es-
tado y simbolo actual, es decir cuando no es posible ejecutar una accion
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Cinta infinita
«A»
Cabeza de |ectura-
-escritura
Pregrama
Figura 1:

mas. Decimos que una cadena es aceptada por la maquina cuando la
ejecucion de esta termina y se encuentra en el estado distinguido como
final. Adicionalmente la cadena final escrita sobre la maquina puede
considerarse como la respuesta o dato de salida del proceso.

Con respecto a los simbolos permitidos en la cinta, en este articulo
consideramos unicamente al siguiente alfabeto ¥ = {0,1,U}. Al con-
junto de todas las cadenas que se pueden formar sobre un alfabeto
Y., incluyendo a la cadena vacia, lo denotaremos por ¥*, por ejemplo
0101110 LU 0 € X*. No obstante, las cadenas de entrada solo se for-
man con 0 y 1, siendo el simbolo blanco un auxiliar para la ejecucion.
La aparente restriccion a este alfabeto simple solo es aparente pues
esta demostrado que cualquier dato puede ser codificado de esta mane-
ra. Piense el lector que por mas sofisticada sea su computadora actual,
su funcionamiento bdsico es a partir de instrucciones de encendido (1)
o apagado (0).

Ahora estamos listos para establecer la definicién formal de méquina
de Turing que adoptaremos en el resto del articulo. Cabe senalar que
cualquier concepto utilizado y no definido se supone conocido, por lo
cual recomendamos como bibliografia de apoyo cualquier libro de teoria
de la computacién, por ejemplo [4, 2].

Definicién 1. Una mdquina de Turing cldsica de una cinta es una
tupla de la forma

T = <Za Q7 qo, 4y, 5>7
donde

m Y £ I es un alfabeto finito que contiene un simbolo distinguido
L, llamado simbolo blanco,



LA MAQUINA DE TURING EN EL AMBITO ... 149

» () # 9 es el conjunto finito de estados, el cual incluye qo y qy,

qo es el estado inicial,
= q; es el estado final de aceptacion,

= § es una funcion de transicion cuyo dominio es un subconjunto
de Q) X X y cuyo contradominio es () X % X M. De tal forma que
s10 estd deﬁnidcﬂ para el par (£,s) € Q x X ydo(l,s) = (¢,s,m)
entonces

( es el estado actual,

s el simbolo que estad leyendo la cabeza,

0 el estado al cual nos llevard la transicion,
e s’ el simbolo que se escribird,

e m el movimiento que realizard la cabeza.

En nuestra definicion consideramos que el alfabeto usado es {0,1,U}
y que M = {<,—,—} es el conjunto de movimientos realizados por
la cabeza lectora ya sea a la izquierda, a la derecha o permanecer en
la misma posicion. En adelante denotamos con MT al conjunto de
maquinas de Turing.

El proceso de ejecucion de una maquina de Turing se formaliza
mediante la relaciéon de transicion entre configuraciones instantaneas
de acuerdo a la siguiente

Definicién 2. Sea T = (X,Q,qo,qs,9) € MT. Una configuracion
instantdnea es un par (q,lsr) donde q € Q ylsr € ¥* y s es el simbolo
actual, es decir, el simbolo que estd leyendo la cabeza de T'. La relacion
de transicion & entre configuraciones se define a partir de la funcion
de transicion § como sigue: si 0(q,s) = (p, s, <) entonces

(q,1s'sr) = (p,1s'sr)

y andlogamente para los movimientos —, — € M, agregando un blanco
U al extremo de la cadena en caso de ser mecesario. Como es costum-
bre denotamos con F* a la relacion obtenida al componer la relacion
F un niamero finito de wveces. Es decir, si ¢, son dos configuracio-
nes instantdneas entonces ¢ F* ¢ si y solo si existen configuracio-
nes instantineas co,...,c, tales que co = ¢, ¢, = ycy b e, F

'El lector experimentado observara entonces que § es una funcién parcial con
dominio @ x X, lo cual se suele denotar como §: Q X ¥ — Q x X x M
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Coy...,Cn1 F c,. Obsérvese que en particular se cumple ¢ F* ¢ para
cualquier configuracion instantdnea c. EI

El lenguaje aceptado por una maquina de Turing es intuitivamente
el conjunto de todas las cadenas cuya ejecucion termina en el estado
final de la maquina y se define formalmente mediante la nociéon de
configuracion de la siguiente manera

Definicién 3. Sea T = (¥,Q, qo,qs,9) € MT. El lenguaje aceptado
por T, denotado L(T') se define como

L(T) = {x € ¥* | (qo,Ux) " (qy,lsr)}

Ejemplo 4. La siguiente maquina de Turing T = ({0, 1,U},4{0,1,2,3},
0,3,0) verifica que eziste un nimero par de ceros en la cadena de en-
trada.

0 1 L
— — (1,4, —)
(2’07 _>> ( i) ) (3,l_|, _)

1,1
(1,0,—) | (2,1,

W= O

donde 0 es el estado inicial y 3 el estado final. Verifiquemos, por ejemplo
que (0,101011) F* (3,001011) y por lo tanto 01011 € L(T). En la
figura 1 en vez de usar las configuraciones directamente apelamos a la
1dea intuitiva de la cinta donde la flecha indica el sector donde estd la
cabeza de la mdquina.

Una vez expuestas las nociones necesarias de maquinas de Turing
pasamos a dar la definicién particular de lenguaje de programacion que
utilizaremos en este articulo.

3. Lenguajes de programacion

Un lenguaje de programacion puede entenderse como un formalismo
que permite definir programas que transforman datos de entrada en
resultados o datos de salida. Con esta idea en mente enunciamos la
siguiente

Definicién 5. Un lenguaje de programacion es una terna L = (Pz, Dy,
[-1z) donde

2El lector experimentado podra observar que H* es simplemente la cerradura
reflexiva y transitiva de la relacién .
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J(0,u) = (1,4, —)

Jfo1Jo]1]1]u
T

0(1,0) = (2,0,=) Jo1 o] ]1]u

1
0(2,1) = (2,1,=) Llo1 Jol1]1 ]
T
6(2,0) = (1,0,—) fof1]o]1]1|u
'
L1 =L1-) UJoT 1 Jo 11 ]u
'
o1, 1) =(1,1,-) afol1 ol 110
T
o(1,U) = B:U,-) [ofoftfoftftfu] | |

T

Figura 1.

» Pr # O es el conjunto de programas de L
» Dy # @ es el conjunto de datos (de entrada y salida) de L

w []z es la funcion semdntica de L, que recibe un programa p €
Pr cuya imagen [p]z es nuevamente una funcion, definida en
un subconjunto del conjunto de datos Dy y cuya imagen también
estd en Dy; de tal forma que para cualquier x € Dy, si [p]z(x)
estd definida entonces [p]c(x) € D es el resultado de la ejecucion
del programa p al recibir x como dato de entmda.ﬁ]

En el resto de este articulo entendemos por lenguaje de programa-
cién, tnica y exclusivamente a aquellos formalismos que cumplen con
esta definicién. Se observa que dado un programa p, su significado es la
funcién [p]z : Dy — D, que es una funcién parcial puesto que [p]z(z)
devuelve el resultado de la ejecucion de p al recibir a x € D, como
dato de entrada, el cual podria no existir, por ejemplo si p se cicla in-
finitamente. En adelante cuando nos encontremos con afirmaciones de

3El lector experimentado reconocerd que [-]2 es una funcién total cuyo dominio
es el conjunto de programas P, y cuyo contradominio es el conjunto de funciones
parciales de datos en datos. Es decir, [-]z : Pz — (Dz — D)
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la forma [p].(z) = y estamos suponiendo que el valor [p].(x) existe y
que es igual a y.

La funcién semantica de un lenguaje de programacion puede definir-
se de manera directa y es esencialmente una funcion de interpretacién
en el estilo de la légica de primer orden, donde los programas se inter-
pretan como funciones que transforman datos pertenecientes a cierto
dominio fijo. Esto se conoce como una semantica denotativa. Otra ma-
nera de definir a esta funcién, que es la que utilizaremos en adelante
en nuestra exposicion, es mediante un sistema de transicién similar al
de un autémata o méquina de Turing. En este caso se trata de una
semantica operacional, donde el significado de una instrucciéon en un
lenguaje de programacién se da mediante el cémputo inducido al eje-
cutarla en una maquina abstracta como lo es una maquina de Turing.
El concepto exacto de semantica operacional que usaremos es reminis-
cente de la definicion de autéomata finito o méquina de Turing y es el
siguiente.

Definicién 6. Sea L un lenguaje de programacion. Una semantica ope-
racional para L es una tupla Op = (S, &, - >+ — - final, init, output) tal
que

» S+ @ es el conjunto de memoriad para Of.

n £ #£ I es el conjunto de estados cuya definicion involucra usual-
mente a S.

> - C P xEXE esuna relacion ternaria de transicion entre
programas, estados y estados cuyo significado intencional es

p>s — s siy solo sila ejecucion del programa p € Py causa la
transicion del estado s al estado s

 final : P — P(E), donde P(E) es el conjunto potencia de £, es
la funcion que define estados finales. Es decir, un estado s € £
es final para el programa p si y solo si s € final(p).

w init: P XDy — & es la funcion de inicializacion de la ejecucion.

output : P, x & = D, es la funcion de salida.

Se observa que nuestra definiciéon involucra no solo un concepto
de estado, como es el caso en las maquinas de Turing clasicas, sino

4En inglés stores
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también un concepto de memoria a partir del cual se definen los estados.
Esto es debido a que, como veremos mas adelante, trabajaremos con
lenguajes imperativos cuya seméntica involucra un manejo explicito de
la memoria de una méaquina, modelada aqui mediante nuestra nocién
abstracta de memoria.

La funcién seméntica de un lenguaje de programacién puede defi-
nirse a partir de una semantica operacional de acuerdo a la siguiente

Definicién 7. Sea O, una semdntica operacional para L. Definimos
la funcion semdntica de L a partir de Oy como sigue:

Vp € PeVa,y € DE([[p]](x) =1y si y solo si p> sy —=* Sf)

donde sy = init(p,z), y = output(p,ss) y sy € final(p). Aqui s —*
denota a la composicion de la relacion p > - — - consigo misma un
numero finito de veces. Es decir pt> s — s' si y solo si existen estados
S$1,82,...,8n tales que s = S, Sp, = s’ Yyp>sy — So,...,p>Sp_1 — sn.E]

A continuacién presentamos nuestro primer lenguaje de programa-
cién, asi como su equivalencia con la maquina de Turing.

4. LTURING: Un lenguaje para maquinas
de Turing

El propdsito de esta seccién es acercar a la maquina de Turing al ambito
de la programacion mediante la definicién de un lenguaje que esencial-
mente permite eliminar la definicién directa de una funcién de transi-
cion por medio de un programa.

Definicién 8. El lenguaje LTURING se define como sigue:
» Datos: Dy ={0,1,U}*

= Programas: un programa p € P, es una secuencia finita de ins-
trucciones etiquetadas:

m: Ly
m +1:halt

5Nuevamente estamos ante una cerradura reflexiva y transitiva, en este caso la
de la relacién binaria p> - — -.
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donde cada I, es una de las siguientes sentencias: right, left,
gotol, writes, o bien, if s then goto ¢ else goto ', con s €

{0,1,U} y £,¢ € N.

» La funcidn semdantica [[-] se define mediante la siguiente semdnti-
ca operacional:

o Memorias: S =45 Dr x {0,1,U} x D, donde usualmente
escribiremos LsR € S en vez de (L, s, R) € §. Obsérvese que
una memoria puede verse como la cinta de una mdquina de

Turing.

o Fstados: £E =NxS§S

e Relacion de transicion: sea p =1 :Zy;...om : Z,ym+ 1
halt.

o SiZ, =right entonces pt> (¢, Lss'R) — ({ + 1, Lss'R)

o Si T, =right entonces pt> (¢, Ls) — (¢ + 1, LsLl)

o SiZ, = left entonces p > (¢, Lss'R) — ({ + 1, Lss'R)

o SiZ, = left entonces p> (¢,sR) — ({ +1,UsR)

o Si T, =vwrites entonces pr> (¢, Ls'R) — ({ + 1, LsR)

o SiZ, =gotol entonces pt> (¢,LsR) — (', LsR)

o Si Iy = if s then goto ¢’ else goto ¢’ entonces p >
(¢, LsR) — (¢', LsR)

o Si I, = if s then goto ¢’ else goto (" entonces p >
(¢, LSR) — ({",Ls'R), para s # §'.

e FEstados finales: final(p) = {(m +1,0)|c € S}.

e Funcion de inicializacion: init : Pr x Dy — &£, init(p,z) =

(1,0)
e [uncion de salida: output : Py x € — D, output(p, (¢,
LsR)) = R

Veamos ahora un ejemplo de programacién en LTURING.

Ejemplo 9. El siguiente programa swap invierte una cadena de ceros
Y UnNos.

1: right;
2: if 1 then goto 3 else goto 6
3: write O;
4: right;
5: goto 2;



LA MAQUINA DE TURING EN EL AMBITO ... 155

6: 1if O then goto 7 else goto 10
7: write 1;

8: right;

9: goto 2;

10: left;

11: if U then goto 12 else goto 10
12: halt

El lector puede verificar por ejemplo que
swap > (1,1J1010) —* (11,L0101)
y por lo tanto [swap](1010) = 0101.

De la definicién misma del lenguaje y del ejemplo anterior se observa
que la semantica operacional de LTURING simula al proceso de ejecu-
cion de una maquina de Turing de una manera muy directa, puesto que
un programa es esencialmente la definicién de la funcién de transicién
0. Se intuye entonces que todo programa p puede transformarse en una
maquina de Turing. A continuacién demostramos esta afirmacion

4.1. Equivalencia de LTURING con la maquina de
Turing clasica

En esta seccién mostramos que todo programa en LTURING puede con-
vertirse en una maquina de Turing que se comporte de igual forma y
viceversa.

Proposicién 10 (De MT a LTURING). Sea T' = (X, Q, qo, q5,9) con
¥ ={0,1,U} una maquina de Turing cldsica. Eziste un programa pr
del lenguaje LTURING tal que

L(T) C {z € ¥*| [pr](x)existe}
Mas ain, si (qo, Uz) —* (qf, wsy) entonces [pr](z) =y.

Demostracion. Dada la maquina de Turing 7', definiremos un programa
pr en LTURING. La idea para construir pr es simular cada transicién de
la maquina de Turing mediante una secuencia de instrucciones del len-
guaje LTURING. Para esto usamos la siguiente notacién: sim € {—, +}
entonces definimos m¢ como (—)9 = right y (+)9 = left. Por otra
parte si J es una instglccién o secuencia de instrucciones en LTU-
RING, denotamos con J a la etiqueta correspondiente a (la primera
instruccién de) J dentro del programa pr, la cual se determinard pos-
teriormente. Las instrucciones involucradas en pr se definen como sigue:
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» Para cada estado ¢ € () definimos la siguiente instruccién Z,, la

cual se encarga de transferir el control del programa a la parte
que simulara la transicion adecuada.

1, = casesof 0= goto (E(L\Q;
1 = goto S, 1;
U= gotoS,

El lector debe observar que si bien la instruccion case no es vélida
en la sintaxis de LTURING, se trata de un macro definido de la
manera usual a partir de instrucciones condicionales if.

Cada transicién §(q,s) = (p,s’,m) se simulard mediante la se-
cuencia de instrucciones S, s definida como sigue:

e Sime {—,«}ys#s entonces
S,s = writes’;m?; gotoZ,
e Sim=—ys#s entonces
S, = writes’; goto,
e Sime {—,+}ys=s entonces
Sys = mY; gotoj;
e Sim=—y s=s entonces

Sys = gotoi;7

» Finalmente el programa pr se define como sigue: sean Z; las ins-

trucciones correspondientes a los m estados en (). Suponemos
que 0 se compone de k transiciones y sean S; con 1 < i < k las
secuencias correspondientes a dichas transiciones.

pr=1:11;2:Zy,.... m:IL,;m+1:85;
Uy :Soy . Ut Sp; lgyq - halt

donde ly = [S1|+m+ 1y b1 =0 +|Sj| para 1 < j <k + 1.

De la construccién es claro que si (go,Ur) F* (¢f, wsy) entonces

p> (1, Uz) —=* (lr41,wsy) y por lo tanto x € L(T) implica que [pr](x)
existe pues [pr](z) = y. Los detalles se dejan como ejercicio al lector.

]
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Veamos ahora un ejemplo de este proceso de transformacién obte-
niendo a partir de una maquina el programa correspondiente.

Ejemplo 11. La siguiente mdquina verifica la paridad de los unos en
una cadena, devolviendo 0 si hay un nimero impar de unos y 1 en otro

caso.

J 0 1 L

1 - - (2,4, —)
21(2,0,—=)|(3,1,—) ]| (4,0,—)
31(3,0,—) | (2,1,=) | (4,1,+)

siendo 1 el estado inicial y 4 el estado final.
Al aplicar la transformacion anterior a esta maquina se obtiene el
stguiente programa:

1:

if U then goto

2:case s of

© 00 N O O b

11

21

0 => goto 6;
1 => goto 13;
LI => goto 16;

:case s of

0 => goto 11;
1 => goto 8;
L => goto 19;

:right;
:goto 2;
:right;
:goto 2;
:write 1;
:right;
10:

goto 3;

:right;
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:

goto 3;
write 1;
right;
goto 2;
write O;
left;
goto 22;
write 1;
left;

:goto 22;

4 else goto 22
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22:halt

Para terminar con la prueba de equivalencia discutimos ahora la
transformacién inversa.

Proposicién 12 (De LTURING a MT). Sea p un programa en LTU-
RING. Eziste una mdquina de Turing cldsica T, tal que si [p](z) =y
entonces v € L(T). Mds ain, si p >pruring (1,Uzr) —* (m + 1, wsy)
entonces (q1,Uz) F* (qp, wsy).

Demostracion. Sea p = 1 : Zy;...;m : Z,,;m + 1 : halt. Tomemos
Q ={1l,...,m+ 1} siendo m + 1 el estado final y 1 el estado inicial.
Definimos para cada instruccion Z, un conjunto de transiciones como
sigue:

» SiZ, es right entonces

Vs € E(&(f, s) =L+ 1,3,—>))

Si 7, es 1left entonces

Vs € S(0(45) = (£ +1,5,4))

Si Z, es write s’ entonces

Vs € B(8(4,s) = (£+ 1,5, -))

Si Z, es if s’ then goto ¢’ else goto /" entonces

6, s) = (U,s,—)
6(£7S) = (E”,S,—), SiS?éS/

Si Z, es goto ¢ entonces

Vs € D(6(C,5) = (¢, 5,-))

La definicion de la funcién de transicién deja claro que se esta si-
mulando fielmente al programa original. La verificaciéon formal de este
hecho se deja como ejercicio al lector. O

Veamos cémo funciona la transformaciéon anterior en el programa
correspondiente al ejemplo [9]
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Ejemplo 13. La siguiente maquina de Turing corresponde al programa

swap.

o 0 1 L

1] (5,0,—) | (2,1,—) | (5,4,—)
21 (3,0,—-) | 30,-) | (3,0,-)
31 (4,0,—) | (4,1,—) | (4,U,—)
41 (Lo, - | (L,-) | Ly -
51 (6,0,—) | (9,1,—) | (9,4,—)
6 | (7,1,—) | (7.1,—) | (7.1,-)
71 8,0,—=) | (81,—) | (8,L,—)
8 | (1,0,—) | (1,1,—) | (L,u,—)
9 | (10,0,«) | (10,1,«) | (10,0, <)
10| (9,0,—) | (9,1,—) | (11,u,—)

Hasta ahora hemos logrado el primero de nuestros objetivos al mos-
trar un lenguaje de programacién equivalente a la maquina de Turing.
Sin embargo, LTURING resulta casi tan rudimentario como aquella pa-
ra ser considerado una alternativa en lo que respecta a servir como un
sistema de programacién. Presentamos ahora un lenguaje imperativo
que le parecera muy familiar al lector y que resultara ser nuevamente
equivalente a MT.

5. WHILE: Un lenguaje imperativo
estructurado

En [3], Jones desarrolla las teorfas de la computabilidad y compleji-
dad prescindiendo de la méaquina de Turing y utilizando en su lugar
al lenguaje WHILE. La versién discutida aqui difiere ligeramente de la
original para lograr que sea un caso particular de nuestra definicién [5
Empezamos definiendo al conjunto particular de datos D que utilizare-
mos para definir al lenguaje WHILE.

5.1. Arboles binarios

Un dato para WHILE estd representado mediante un &rbol binario,
construido a partir de un elemento atéomico llamado nil; esta clase de
arboles solo tienen etiquetas en las hojas y se genera con la siguiente
definicién:

Definicién 14. El conjunto de drboles D se define recursivamente co-
mo:
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= nil es un elemento de D,

w sidy ydy son elementos de D entonces (dy.ds) es un elemento de
D,

= D es el conjunto mds pequenio que satisface lo anterior.

La intuiciéon es que dados dos arboles dy, ds, el arbol cuyo subéarbol
izquierdo (derecho) es dy (dy) se denota con (dj.dy). La eleccién de
esta estructura de datos en lugar de valores booleanos y/o nimeros
naturales usados en lenguajes similares, quedara clara mas adelante.
Veamos ahora cémo esta estructura es suficientemente poderosa para
representar a los valores booleanos y a los niimeros naturales.

Definicién 15. Los valores de verdad true y false se definen como:
s false = nil
= true = (nil.nil)

En el caso de los nimeros naturales la idea es representar el niimero
natural n mediante un arbol de tamano n, construido de la siguiente
forma:

Definicién 16. Definimos n = nil™ donde

nil® = nil
nil”* = (nil.nil®)

y sea N = {n|n € N}. Los elementos de N se llaman numerales.

Por ejemplo, el numeral correspondiente al nimero natural 4 es 4 =
(nil.(nil.(nil.(nil.nil)))). Por simplicidad escribiremos 0, 1,2, ... co-
mo representacién de 0,1,2,... onil%nill, ni1? ...

Una vez definido el conjunto de datos podemos dar la definicién del
lenguaje.
Definicién 17. El lenguaje WHILE se define como sigue:

s D, =D.

» Los programas de P, son secuencias de instrucciones definidas de
la siguiente manera:

read X; C,...,Cp, ;writeY

donde cada C; puede ser:
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o Asignacion: X :=e
e Ciclo: whilee do C end

Asimismo tenemos que:

o (' representa una secuencia de comandos de la forma: Cy;

Co;.ovs Oy,
e c y [ representan expresiones que pueden ser:

o X, una variable

o d, una constante que denota datos de ID

o cons e f, la operacion de construccion de drboles.

o hde, el subdrbol izquierdo de e.

o tle, el subdrbol derecho de e.

o =7e f, verificacion de igualdad de los drboles e, f.
Cabe senalar que a los conjuntos de variables y expresiones

del lenguaje WHILE se les denota por Var y Expr, respecti-
vamente.

Por otro lado, la longitud o nimero de lineas en una secuencia
de comandos, denotada |C| es un concepto de importancia y se
define recursivamente como sigue:

o | X :=¢|=1
e |whileedo C end| = |C|+1
o |C1;..;Cl =[Ci 4 ... +]C|

= La funcion semantica se define mediante la siguiente semdntica
operactonal:

o Memorias: S = {o| o : Var — D}, observemos que o es una
funcion que recibe una variable y devuelve el dato almacena-
do en ésta.

o Istados: £ =N x S.

e Fvaluacion de expresiones: la relacion de transicion se ser-
vird de la siguiente funcion ev : £ — FExpr — D donde
para cada estado s escribimos ev, en vez de ev S, asi eV :
Expr — D

o evy(X) = o(X) donde s = (¢,0)]

6¢ sirve para identificar la instruccién que se estd ejecutando en un momento
determinado y o es el estado de memoria en dicho momento.
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o evg(d) =

o eums e ) = (v ()-(evol )
o evg(hde) =nil, siev,e =nil

o evg(hde) =t, siev,e = (t.r)

o evg(tle) =nil, sievy,e =nil

o evg(tle) =r, sievye = (t.r)

o evs( 7e f) =true, sievye=ev, f

o evs(=Te f) =false, siev,e £ev, f

e Relacion de transicion: sea p = read X;C;writeY .

o Sily=X:=eyevys(e) =d entonces
pe (f,0) = ({+1,0[X/d])

donde o[X/d] : Var — D denota a la memoria que
resulta al actualizar o con el valor d para la variable
X, coincidiendo el valor de las demds variables con el
dictado por o.

o Si T, = whilee do D end con |D| =k y evy(e) = nil,
entonces
pr>(lo) = {{+k+10)
o SiT, =whilee do D end con |D| =k y ev,(e) # nil,
entonces
> (l,o0) > ({+k+1,0"),
donde
op>{+1,0) =* ({+k,o)
op> (b)) = ({{+k+1,0")

e FEstados finales: final(p) = {(m + 1,0) | 0 € S}, donde m =

.

e Funcion de inicializacion: init : Pp x Dy, — &, donde si se

cumple que p = read X:; C;uriteY y Vars(p) ={X,Y, Z,
. Zn} se define como el conjunto de todas las variables que
figuran en p entonces

init(p,d) = (1,[X — d,Y + nil, Z; — nil,..., Z, — nil])

Es decir, la inicializacion de p en el dato d consiste en crear
un estado cuya primera componente es 1 y cuya sequnda
componente es una memoria que asigna el dato de entrada
d a la variable de lectura X y el dato nil a las restantes

variables que figuren en p, incluida la variable de escritura
Y.
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e Funcion de salida: output : Pr x € — D, output(p,o) =
o(Y)

El siguiente ejemplo tiene como fin mostrar como se pueden definir
las instrucciones if e if-else en el lenguaje WHILE.

Ejemplo 18. La siguiente secuencia de instrucciones simula el com-
portamiento de una instruccion if, es decir, se ejecutard C si y solo si
el resultado de la evaluacion de E es true.

Z :=E;

while Z do
Z .= false;
C;

end

De manera similar las siquientes instrucciones simulan el compor-
tamiento de una instruccion if-else, esto es, se ejecutard Cl si el
resultado de la evaluacion de E es true y C2 en caso contrario.

Z :=E;

W := true;

while Z do
Z := false;
W := false;
C1,;

end

while W do
W := false;
C2;

end

A continuacién se presentas algunos programas simples en el len-
guaje WHILE.

Ejemplo 19. Los siguientes programas calculan el sucesor y el prede-
cesor de un numeral, respectivamente.

read X; read X;
Y := cons nil X; Y := tl X;
write Y write Y;

Ejemplo 20. El programa que se muestra a continuacion recibe un
dato de la forma (n.m) y devuelve la suma n + m.
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read XY;
X := hd XY;
Y := tl1 XY;
while X do
Y := cons nil Y;
X := tl X;
end
write Y

Ejemplo 21. FEste programa obtiene la reversa de un elemen-

to de D, si la entrada es di.ds..... d,.nil entonces la salida
serd dp,.dp_1..... dy.nil:
read X;
Y := nil;
while X do
Y := cons (hd X) Y;
X := tl X;
end
write Y

En nuestra siguiente seccién presentamos un lenguaje reminiscente
de los antiguos lenguajes no estructurados como FORTRAN o BASIC.

6. GOTO: un lenguaje imperativo no
estructurado

Para probar la equivalencia entre M7 y WHILE nos serviremos de un
lenguaje que manipule los mismos datos que WHILE pero que incluye
una instruccién explicita para modificar el flujo del programa. Obsérve-
se que la ejecucion en WHILE es estrictamente secuencial mientras que
una maquina de Turing o un programa en LTURING puede saltar arbi-
trariamente entre cualesquiera dos de sus estados de la misma que lo
hace el lenguaje que se discutira en esta seccion.

Definicién 22. El lenguaje GOTO se define como sigue:
u DL = D

= Un programa p € P, es una secuencia de instrucciones de la
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siguiente forma:

m : Lpy;

writeY

donde 0,0 € N y cada Ij, es una de las siguientes sentencias:

o Asignacion: X :=e¢

e Salto: goto/l

e Salto condicional: if X then goto ¢ else goto (.
De igual forma X representa una variable y e denota una expre-
sion que pueden ser:

e X wariable.

e d, constante.

e cons Y Z, construccion de un drbol.

e hd X, subdrbol izquierdo de X.

e t1 X, subdrbol derecho de X.

o =7Y Z, wverificacion de igualdad de Y, Z.
Obsérvese que, a diferencia de WHILE, en este lenguaje en cada
expresion e hay eractamente una presencia de un operador, y la

longitud |Z| de una secuencia de instrucciones es simplemente el
nimero de instrucciones que la componen.

La funcion semdntica se define mediante la siguiente semdntica opera-
cional:

s Memorias: S = {o| o : Var — D}
» Bstados: E =N x S.

» Fvaluacion de expresiones: si s = ({,0) entonces definimos la
funcion de evaluacion evy : Expr — Dy como sigue:

e ev (X)=0(X)
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e evy(d)=d

e ev,(hd X) =nil, si 0(X) =nil
e evi(hd X) =d, sio(X) = (d.e)
e ev (tl X) =nil, sio(X) =nil

o ev (=7XY)=true sig(X) =0(Y).
e ev (=7XY) = false sio(X) #o(Y).

Obsérvese que la funcion evs no es recursiva a diferencia de la
funcion correspondiente en el lenguaje WHILE.

= Relacion de transicion: sea p =read X;1:Zy;...;m : Ly,
writeY.

o Sily=X :=eyevyy(e) =d entonces
p>(l,o) = ((+1,0[X/d])

e SiZ, = if X then goto ¢ elsegoto ¢ y o(X) = nil
entonces
p>(l,o) = ({" o)

e SiZ, = if X then goto ¢ else goto ¢’ y o(X) # nil
entonces
p>(l,0) = (l,0)

o Si T, =gotol entonces
p> (o) = ({' o)
» Estados finales: final(p) = {(m +1,0) | 0 € S}.
s Funcion de inicializacion: init : Py X Dy — &
init(p,d) = (1,[X — d, Z; — nil,..., Z, +> nil])
donde p = read X; C;writeY y Vars(p) ={X,Y, Z,..., Z,}.
» Funcion de salida: output : Pz x € — D, output(p, o) = o(Y)

Veamos un ejemplo de programa GOTO.
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Ejemplo 23. El siguiente programa reverse implementa la funcion

TeVersa.

read X;

1: Y := nil;

2: if X then goto 3 else goto 7
3: Z := hd X;

4: Y :=cons Z Y;

5: X = tl X;

6: goto 2;

write Y

Obsérvese que la etiqueta 7 no existe en el programa anterior. Sin
embargo, la instruccién goto 7 no es incorrecta pues su ejecuciéon cau-
sard que el programa se detenga en un estado de la forma (7, 0) el cual
es final y por lo tanto no habra un error en tiempo de ejecucién.

Si comparamos el ejemplo anterior con su contraparte en WHILE
(ejemplo podemos vislumbrar un método para modelar la instruc-
cion while mediante la combinacion del condicional if y la instruccion
goto. Esto nos hace conjeturar que todo programa en WHILE puede
simularse en GOTO. Esta idea es la base de la equivalencia de ambos
lenguajes, la cual presentamos en la siguiente seccién.

7. Equivalencias

Nos ocupamos ahora en mostrar que todos los modelos de cémputo
discutidos previamente son equivalentes. Para esto nos serviremos am-
pliamente del siguiente concepto de compilador.

Definicién 24. Sean S = (Ps,Ds,[]s) v T = (Pr,Dr,[-]7r) dos
lenguajes de programacion. Un compilador de S en T es un par de
funciones C = (F,c) tal que F : Ps — Pr, ¢ : Ds — Dy y cumplen
con la siguiente especificacion

vp € PsVx € Ds(c([pls(z)) = [F(p)]r(c(x)))
o equivalentemente,
Vp € PsVax € DsVy € DT( [pls(z) =y
si y solo si [F(p)]7(c(x)) = e(y))

Para mostrar las equivalencias necesarias basta entonces con cons-
truir compiladores entre cualesquiera dos lenguajes.
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7.1. De WHILE a GOTO

En esta seccion describimos a detalle la idea vislumbrada en el ejemplo
acerca de la simulacién de un ciclo while usando el condicional y el
salto en GOTO. Antes de esto es adecuado restringir a WHILE de forma
que cada expresion contenga solo una presencia de operador como en
Goro.

Definicién 25. FEl lenguaje WHILEL se define como la restriccion de
la sintaxis del lenguaje WHILE de manera que los 1nicos programas
sintdcticamente validos son aquellos donde cada expresion contiene un
unico operador, siendo la semdntica idéntica a la definida para WHILE.

Ejemplo 26. Este programa es equivalente al programa que calcula la
reversa de un elemento de D wvisto en el ejemplo[21].

read X;
Y := nil;
W := nil;
while X do
W := hd X;
Y := cons W Y;
X := tl X;
end
write Y

Esta restriccion no causa una pérdida de expresividad de acuerdo a
la siguiente

Proposicién 27. Cualquier programa p en WHILE es equivalente a un
programa en WHILEL.

Demostracion. Basta transformar instrucciones que contengan expre-
siones con mas de un operador mediante el uso de variables auxilares,
por ejemplo X := cons X(hdY') se convierte en W := hdVY; X :=
cons X W. Los detalles se dejan como ejercicio al lector. O]

Por lo anterior para construir un compilador de WHILE a GOTO,
basta construir un compilador de WHILE1 a GOTO, tarea que realiza-
mos a continuacion.

Definicién 28. Sea C' un comando del lenguaje WHILEL y ¢ una eti-
queta. Definimos la secuencia de comandos etiquetados del lenguaje
Goto (. C*, donde { es la etiqueta de la primera instruccion en C*,
como sigue:
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n 51 C es una asignacion X = e entonces la instruccion £ : C* se
define como X = e.

s 51 C es un ciclo while X do Dy;...; Dy end entonces C* es la
siguiente secuencia de instrucciones:

{:if X then goto U+1else goto €/k\+1 +1;

(+1: Dy
ly : D3;
e : Df

—_—

lry1 : goto Z

El valor exacto de cada etiqueta 3 en la definicién anterior debe
definirse solamente hasta considerar a la secuenciajy> : C* como parte de
un programa completo. Intuitivamente dado el comando C' la etiqueta
inicial es £ si C' estd en la (-ésima linea en el programa WHILEL p en
consideracién. En tal caso £ es la etiqueta correspondiente a la primera
instruccion de la secuencia C* en el programa GOTO p obtenido a partir
de p al aplicar la transformacion anterior, en forma secuencial, a todos
los comandos de p. Esta idea se formaliza en la siguiente definicion.

Definicién 29. Sea p = read X;Cy;...;C,,;writeY un programa
WHILEL. Definimos el programa pg en GOTO como:

read X;1: Cf;ﬁ/; : ;,,Z; :CriwriteY
donde 0 = |Cf| + 1 yﬁ/];:é;—l—lcj*] para 1 < j < m.
Veamos ahora un ejemplo.

Ejemplo 30. El siguiente es el programa GOTO para la suma de dos
numerales obtenido a partir del programa del ejemplo (20} segun la defi-
nicion anterior.

read XY;

1: X:= hd XY;

2: Y:= t1 XY;

3: if X then goto 4 else goto 7
4: Y:= cons nil Y;

5: X:= tl X;

6: goto 3;
write Y.

Por 1ltimo mostramos la existencia de un compilador.
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7.1.1. Compilacién

Dado que las funciones semanticas de WHILE]1 y GOTO se definen me-
diante una semantica operacional, la condicion de compilacion sera con-
secuencia de un lema de simulacion entre dichas semanticas; para ello,
es importante notar que a cada estado s = (¢,0) de WHILEL se le

asocia un estado § = (¢, 0) en GOTO.
Lema 31 (Simulacién). Si p>wuwst 8 — ' entonces pg >coro 5 —* 8
Demostracion. Por induccion sobre la relaciérﬂ P >wuner S — 8. [

Proposicién 32. Sea C = (F,c¢) con F : Pwuwr1 — Pacoro tal que
F(p) = pc y ¢ =id la funcion identidad. C es un compilador de WHI-
LEl a GOTO.

Demostracion. Si [p]wuws1 () = y basta ver que [pe]coro(z) = y pues-
to que ¢ es la funcién identidad, pero esto es consecuencia inmediata
del lema de simulacién. O

7.2. De GoTO a WHILE

Esta implicacién es de interés por si sola, pues nos proporcionara una
prueba directa del llamado teorema de la programacién estructurada de
Béhm-Jacopini [I] que, a diferencia de la original, no recurre a diagra-
mas de flujo. La idea es modelar las etiquetas de un programa GOTO
mediante el uso de una variable contador en WHILE. En esta seccién
hacemos uso de la instruccién case definible facilmente en WHILE.

Definicién 33 (Transformacién de Béhm-Jacopini). Dada una ins-
truccion etiquetada { : I, del lenguaje GOTO. Definimos la secuencia
de comandos I} del lenguaje WHILE de acuerdo a los siguientes casos:

» 5172, es una asignacion X := e entonces L; se define como la
secuencia de instrucciones X :=e; PC := {0+ 1

» SiZy es un condicional if X then goto ¢’ else goto ¢’ entonces
; es:
if X then PC := (' else PC := /("

» Si Z, es una instruccion gotol' entonces I} es la asignacion
pPC =V

"En este caso se trata de una induccién estructural sobre la definicién de la
relacién p >wmer S — $', la cual puede reemplazarse por una induccién sobre el
numero de pasos en la derivacién de la relacién p >wungr s — s’
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donde PC' es una variable nueva, es decir, una variable que no figura
en L, y cuyas presencias en L; son unicamente las mostradas en la
definicion.

Definicién 34. Sea p un programa en GOTO de la siguiente forma
read X;1 : Zy;...;m : L,;writeY . Definimos el programa pw en
WHILE como:

read X;
PC :=1;
while PC do
case PC of
1 =1,

m=1;

otherwise = PC :=0;
end;
writeY

Aqui la instruccion case no es valida en la sintaxis formal pero se trata
nuevamente de un macro definible de la manera usual con instrucciones
condicionales if.

Ejemplo 35. Veamos el resultado de aplicar la transformacion de
Bohm-Jacopini al programa reverse del ejemplo |25 para la reversa.

read X;
PC := 1;
while PC do

case PC of
1 => Y:=nil;PC:=2;

2 => if X then PC:=3 else PC:=7
3 => Z:=hd x; PC:=4;
4 => Y:=cons Z Y;PC:=5;
5 => X:=tl1l X; PC:= 6;
6 => PC:=2;
otherwise => PC:=0
end
write Y

7.2.1. Compilacién

Veamos ahora la existencia del compilador correspondiente.
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Definicién 36. Sean p = read X,1:Z;,...,m : Z,,,writeY un pro-
grama y s = ({,0) un estado en GOTO. Definimos el estado § como
la pareja ((,5) donde 1 = 4, (+1 =10+ Zy| para 1 < ¢ < m y
o = o[PC/n] donde n es un valor inico que queda determinado hasta
el momento de la ejecucion.

Lema 37 (Simulacién). Si p>goro s — 8 entonces pw D>wis 5§ —* 8
Demostracion. Por induccién sobre la relacion p >goro 5 — S ]

Proposicién 38. Sea C = (F,c¢) con F : Pcoro — Pwuwe1 tal que
F(p) = pw y ¢ = id es la funcidn identidad. C es un compilador de
GoTo a WHILEL

Demostracion. Si [p]coro(x) = y basta ver que [pw]wuwei(z) = y
puesto que ¢ es la funcion identidad, pero esto es consecuencia inme-
diata del lema de simulacién. O

Ahora podemos obtener de manera directa uno de los resultados
mas relevantes en la teoria de lenguajes de programacion.

Teorema 39 (de la Programacién Estructurada (Béhm-Jacopini)).
Cualquier programa no estructurado puede implementarse en un len-
guaje estrictamente secuencial que contenga las siguientes instruccio-
nes: secuencia (;), condicional (if) e iteracion (while)

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la equivalencia entre
WHILE y GOTO. m

A continuacién discutiremos el proceso de transformacion de un
programa en LTURING al lenguaje GOTO.

7.3. De LTurRING a GOTO

Para este caso necesitamos codificar los datos de LTURING como datos
de GOTO de acuerdo a la siguiente

Definicién 40. La funcién de codificacion (-)T : {0,1,U}* — D se

define como w' = sisg .8l donde w = s189...5, Y

UM =nil, 0" =nil.nil, 1" = nil.(nil.nil)

La transformacién se basa en la idea de simular una memoria o =
LsR de LTURING, mediante una memoria con tres variables Rt, Lf,C
en GOTO de manera que C' almacena al (codigo del) simbolo actual s,
Lf ala cadena izquierda L y Rt a la cadena derecha R.
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Definicién 41. Dada una instruccion etiquetada £ : Z, en LTURING,
definimos la secuencia de instrucciones etiquetadas ¢ : I, en GOTO,
donde { es la etiqueta de la primera instruccion de Ly, como sigue:

» S1 7, es right entonces la instruccion € : L, es la secuencia:

?:Al :=nil

(+1:Ay:=(=? Rt Ay)
€A+2:ifA2thengoto?+3elsegotoz+6
Z+3:Lf :=cons C Lf

(+4:C:=U

Z+5:gotol/—|—\1

Z+6:Lf :=cons C Lf

(+7:C:=hdRt

(+8: Rt :=t1Rt

donde las variables Ay, Ay son nuevas.

= Si T, es left entonces [ : I, se define andlogamente al caso an-
terior.

» Si 7, eswrites entonces { : 1, se define como £ :C :=s

» S5i 7y es if s then goto ¢ else goto ¢" entonces { : I, es la
siguiente secuencia de instrucciones

Z:Al:zs
£+1A2:(:?CA1)

~

{+2:if A, then goto ¢ else goto o
donde las variables Ay, Ay son nuevas.

» SiZy es gotol' entonces I, es gotoZ’

Obsérvese que dada ¢ la etiqueta ? 1o ha sido definida pues depende
de un programa en consideracion y se calcula de acuerdo a la siguiente
definicion.

Definicién 42. Dado un programap =1:21,2:Zs,...,m: L,;m—+1:
halt en LTURING definimos el programa pg en GOTO como sigue:

read Rt; 1 :fl,é\:fg,...,r/ﬁ:f;;write}%t
donde 2 =1+ |7, yj+l= 1Z;|+7, 1<j<m.

Dejamos como ejercicio obtener el programa swap, a partir del pro-
grama swap del ejemplo [9]
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7.3.1. Compilaciéon

Veamos ahora la existencia del compilador correspondiente.

Definicién 43. Dado un estado s = (¢, LsR) en LTURING definimos
el estado 5 en GOTO como el par (¢,0) donde

o=I[Lfw— (L"), C+s s’ Rt R|
aqui L™ denota a la reversa de la cadena L.
Lema 44 (Simulacién). Si p>prorme S — 8 entonces pg >goro 8 —* 8
Demostracion. Por induccién sobre la relacion p S>1ryrivg S — S O

Proposicién 45. Sea C = (F,c) con F' : Prrorise — Pcoro, F(p) = pa
y c. C es un compilador de LTURING a GOTO

Demostracién. Si [p](z) = y entonces p >rruring (1,Uz) —* (m +
1, Lsy) y por el lema de simulacién tenemos que pg >goto (1, 00) —*
(m,aﬁ donde 0y = [Lf — nil, C' —nil, Rt — iy o =[Lf
(L)t O+ sT, Rt = yf], lo cual implica que [pc](z') = 4. O

Nuestra ultima transformacién cierra el circulo de implicaciones,
constata la equivalencia entre M7 y WHILE y resulta ser un ejemplo
interesante del uso de maquinas de Turing multicinta.

7.4. De GoTO a MT

En esta seccion bosquejamos el proceso de simulacién de un programa
GOTO mediante una maquina de Turing multicinta que incluye una
cinta por cada variable del programa. Esto completa la equivalencia
entre WHILE y M7, dado que es bien sabido que las maquinas de
Turing multicinta son equivalentes a aquellas con una sola cinta, ver
[4l, 2] por ejemplo.

Definicién 46 (Codificacién). Sea ¥ = {0,(,),,U} El conjunto de
datos de GOTO, Dgoo = T se codifica en ¥ mediante la funcion (-)* :
D — X* como sigue:

» nilf =0

= (zy)t = (zF.yh)
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Por ejemplo el arbol (nil.(nil.nil)) se codifica con la cadena (0.

(0.0))

La méaquina de Turing multicinta correspondiente a un programa
GoTo utiliza la codificacién anterior. Antes de dar la definicion es
necesario definir algunos macros.

Proposicién 47. Sea M una mdquina de Turing multicinta cuyo alfa-
beto codifica expresiones del lenguaje GOTO. Los siguientes macros son
implementables.

1. C.E: mover la cabeza de todas las cintas al primer blanco a la
1zquierda de la cadena actual.

2. copy C to D: copia a la cinta D el contenido de la cinta C.
3. erase C: borra el contenido de la cinta C.

4. compute e in C: calcula el valor de la GOTO-expresion e (codi-
ficada), escribiendo el resultado en la cinta C

5. if C then goto ql else goto q2 : werifica si el contenido de
la cinta C no es 0 (el cédigo de nil) en cuyo caso se cambia el
estado a ql y en caso contrario se cambia el estado a q2.

6. gotoq: cambia el estado a q
Demostracion. Ejercicio. O]

Ahora ya podemos definir la méquina de Turing multicinta que si-
mule a un programa GOTO.

Definicién 48. Sea p = read X;1 : Z;,...,m : Z,,;uriteY un pro-
grama en GOTO tal que Vars(p) = {X,Y, Z,...,Z,}. Definimos la
mdquina de Turing multicinta T, = (X, Q, ¢1, qf,0) como sigue:

= Frxisten n+ 3 cintas, una por cada variable de p, denotada exac-
tamente igual, mads una cinta auziliar denotada A.

" Z:{(’)7'707|—|}

» Q ={q1,--,qm,qr} U Q' donde existe un estado q; para cada
instruccion I, del programa GOTO y Q" es un conjunto de estados
auxiliares utilizados unicamente en los macros de la proposicion

7

» El estado inicial es 1 y el estado final es q;.
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= Las acciones de la mdquina al llegar a un estado correspondiente
a una instruccion del programa GOTO son las siguientes:

e 517y es de la forma X = e entonces

qe: compute e in A; erase X; copy A to
X;C.E; gotoqr
o Si7Z; es de la forma if X then goto ¢’ else goto ¢’ enton-
ces
q¢: compute X in A;C.E;if A then goto gy else
goto g

e Si 7y es de la forma goto qy entonces
Ge - goto qp

Ejemplo 49. La mdquina Tyeyerse asociada al programa del ejemplo[23
se describe como sigue:

ql: compute nil in A;erase Y;copy A to Y;C.E.;goto g2
g2: if X then goto g3 else goto q7

g3: compute hd X in A;erase Z;copy A to Z;C.E.;goto g4
g4: compute cons Z Y in A;erase Y;copy A to Y;C.E.;

goto g5
g5: compute tl X in A;erase X;copy A to X;C.E.;goto g6
g6: goto g2

La correctud de esta transformacion se puede demostrar de forma
rutinaria definiendo la relacién de transicién de configuraciones instan-
taneas para maquinas multicinta de forma andloga a la definicién [2|

Con esto terminamos de presentar las transformaciones entre los
distintos lenguajes discutidos, siendo una consecuencia inmediata la si-
guiente proposicion que es una evidencia més de la validez de la tesis de
Church-Turing, es decir que la siguiente afirmacion se cumple: cualquier
formalizacién ‘razonable’ de la nocién intuitiva de computo efectivo es
equivalente a la nociéon de Turing computabilidad.

Proposicién 50. Los lenguajes WHILE, GOTO y LTURING son equi-
valentes a MT .

Demostracion. Considerando todos los resultados de esta seccion te-
nemos que WHILE < GoT0O, GOTO = MT y LTURING = GOTO.
Ademés en la seccién mostramos que LTURING <& MT. Por lo
tanto también podemos concluir que GoTO & MT. O
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8. Comentarios finales

En este articulo hemos presentado tres lenguajes de programacion equi-
valentes a la méaquina de Turing, el primero, LTURING, modela de
manera directa el mecanismo operacional de una maquina de Turing,
puesto que un programa en este lenguaje es esencialmente una defi-
nicion de la funciéon de transicién de una maquina. Para lograr una
identificacién directa de la programacion con las méquinas de Turing
hemos presentado el lenguaje WHILE asi como su equivalencia con éstas
usando como puente el lenguaje GOTO, formalismo reminiscente de los
antiguos lenguajes no estructurados como COBOL, FORTRAN o BASIC.
La equivalencia entre GOTO y WHILE es de interés por si sola pues
nos permitiéo demostrar de una manera rigurosa y sin apelar al uso de
diagramas de flujo, el famoso teorema de la programacién estructura-
da de Bohm-Jacopini [I]. Algunas cuestiones interesantes acerca de los
programas WHILE, por ejemplo, la existencia y programacion de un
autointérprete, contraparte de la maquina universal de Turing, se han
omitido. Sin embargo, el escenario queda listo pues la estructura de da-
tos escogida, los arboles binarios, resulta excelente para este propésito
dado que tal intérprete debe recibir como entrada a un programa WHI-
LE y este puede codificarse de manera directa como un arbol binario,
a saber el correspondiente arbol de sintaxis abstracta del programa,
ver el capitulo 3 de [3]. Para profundizar en estos temas mencionamos
que es posible desarrollar las teorias de computabilidad y complejidad
basandose en el lenguaje WHILE en lugar de méquinas de Turing, lo
cual se presenta en [3], el cual también sirvi6 de base para nuestro desa-
rrollo aunque nosotros hemos modificado las definiciones de lenguaje de
programacion y compilador de manera adecuada para hacer autocon-
tenida la exposicién. Deseamos que nuestro trabajo haya cumplido con
el objetivo de acercar a las maquinas de Turing al ambito de la teoria
y practica de la programacion actual y que resulte ser una invitacion a
la teoria de los lenguajes de programacion.
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