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Resumen

Este articulo argumenta que detras de las atrevidas y aparen-
temente poco rigurosas heuristicas Eulerianas, se encuentra un
ntcleo de sdlido razonamiento matemdtico capaz de encontrar
expresion dentro de los paradigmas de rigor de distintas épocas.
El texto estd basado en una conferencia dada por el autor en las
Jornadas de Historia y Filosofia de las Matematicas, organizadas
en Mayo de 1999 por la Seccién de Metodologia y Teoria de la
Ciencia del Cinvestav, y auspiciadas por el CIMAT, las cudles

tuvierdn lugar en las instalaciones de éste iltimo en Guanajuato,
Gto.

1 Introduccidn.

En 1748, Leonard Euler publicé un tratado en dos volimenes Introduc-
tio in analysin infinitorum —Introduccién al andlisis de los infinitos—,
en el cual se estudian las funciones elementales y la geometria de las
curvas, sin recurrir a los métodos del calculo diferencial e integral. Esta
exploracion de las bases del anélisis usando métodos elementales, tenia
el propédsito, como Euler mismo sefiala, de educar a los principiantes en
el estudio del andlisis:

A menudo he considerado el hecho siguiente: la mayor
parte de las dificultades que impiden el progreso de los es-
tudiantes que tratan de aprender andlisis, tienen su raiz en
intentar este arte mas sutil, atin cuando entienden poco de
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algebra ordinaria. De aqui se sigue no sélo que permanezcan
en las mdrgenes, sino ademads que desarrollen ideas extraiias
sobre el concepto de infinito, el cual deben tratar de usar. Si
bien el andlisis no requiere de un conocimiento exhaustivo
de algebra, o de todas las técnicas algebraicas descubiertas
hasta ahora, aun asi hay temas cuya consideracién prepara
a un estudiante para un entendimiento mas profundo ...

...Aunque todos ellos se desarrollan hoy en dia por medio
del calculo diferencial, sin embargo, los he presentado aqui
usando solamente algebra ordinaria, para que la transicién
del anilisis finito al analisis de los infinitos pueda volverse
mas facil.

La primera parte del Introductio se ocupa de manera sistemadtica de

las funciones elementales —polinomios por una parte, y exponencial,
logaritmo y funciones trigonométricas por otra—. Sin hacer uso del
teorema de Taylor u otras herramientas del calculo Euler establece,
primeramente, desarrollos en términos de series de potencias enteras de
la variable independiente, de las funciones exponencial y logaritmica:

i
T =1 — 4 — 4+
€ +:c+2 3l
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Posteriormente, también se establecen desarrollos en serie y expansiones
como producto infinito de las funciones seno y coseno:
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En el tratado se derivan algunas consecuencias notables de dichas ex-
pansiones, como la hoy en dia llamada formula de Euler, y la suma de
la serie de los reciprocos de los cuadrados:

e = cosf +isenf
GSEETNE NS Y
6 4 9 16

En la segunda parte del se encuentra una formulacién de la geometria
analitica cuyo modelo siguieron gran parte de los textos sobre la mate-
ria hasta las primeras décadas de nuestro siglo, cuando aparecieron y
fueron ganando terreno formulaciones alternativas basadas en el uso
de vectores y dlgebra lineal. El repertorio de temas que abarca el
Introductio es mas extenso que en la mayoria de los libros de textos
contempordneos de geometria analitica. El estudio de las curvas en él
no se detiene en las cénicas, sino abarca también curvas de tercero y
cuarto 6rdenes, se estudia la curvatura — la cual en los textos mo-
dernos no suele abordarse sin el auxilio del célculo diferencial— y se
tratan ademads algunos problemas como el de la construccién de ecua-
ciones, esto es, la determinacién mediante construcciones geométricas,
de segmentos cuyas longitudes son iguales a las raices positivas de una
ecuacién dada.

2 Infinito actual vs. infinito potencial en
la suma de series.

Probablemente el aspecto mas sorprendente del Introductio para el lec-
tor contemporaneo, sea la derivacién de las expansiones como series de
potencias y productos infinitos de las funciones elementales, sin valerse
de la expansién en serie de Taylor u otros recursos del célculo. Exa-
minemos, por ejemplo, el razonamiento de Euler para obtener la serie
exponencial:

Consideremos un niimero a > 1, entonces, si € es un infinitesimal,
la cantidad af difiere de 1 un infinitesimal, por lo que puede escribirse

at =1+ke

para alguna k > 0. Entonces, si z es una cantidad finita — es decir ni
infinita ni infinitesimal—, positiva, y N = z/e, N resulta un nimero
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infinitamente grande (numerus infinite magnus) y puede calcularse u-
sando la expansién de Newton del binomio

a® = a" = (a®)N = (1 +ke)V
N(N -1 N(N -1))(N -2
= 1+ N(ke)+ ( 5 )(ke)2 + ( 3)')( )(k5)3 +
S SRS Bk S 2+N_1~r—N—2k—3$3+
B N 2! N N 3
Euler observa que como N es infinito, X = 1, =2 = 1 etc., de
manera que se obtiene la expansién
k? k3
a® —1+kx+2x +3x +-
Cuando se considera k = 1 se tiene, para N infinito
2 3
TN x
(1+—A—r) —1+.’1)+-2—!+§!—+'

Euler comenta que la serie 1 + z + ”g—? + 2—? + - - - puede factorizarse en
una infinidad de factores lineales iguales a (1 + ) y define

= (1+ )"

cuando N es infinito.

En la derivacién anterior, sin duda concisa y elegante, Euler usa
algebra ordinaria en tanto transforma las expresiones usando las re-
glas usuales de la aritmética y las férmulas comunes del algebra co-
mo la expansién del binomio. Sin embargo, Euler vd més alld de lo
que un lector contemporaneo consideraria dlgebra ordinaria, en tanto
presupone una aritmética capaz de operar con nimeros infinitamente
grandes asi como con nimeros infinitesimalmente pequeiios. Euler tra-
ta dichas entidades matematicas con una gran naturalidad. Salvo el
comentario aislado de que en relacién a las magnitudes finitas los in-
finitesimales pueden tratarse como ceros, Euler no proporciona mayores

explicaciones cuando efectia, por ejemplo, operaciones como factorizar
* una magnitud finita como el producto de una magnitud infinita por
una magnitud infinitesimal. Euler no problematiza la existencia de los
infinitos e infinitesimales ni intenta hacer explicitas las reglas para o-
perarlos, sino los asume y trabaja con ellos guiado 'por una prodigiosa
intuiciéon matemadtica que rara vez yerra el rumbo.
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Si interpretamos los argumentos de Euler haciendo una traduccién
directa al lenguaje contempordneo de los limites, podemos facilmente
producir argumentos incorrectos o falaces. Pero Euler no argumentaba
sobre limites, sino sobre aritmética de infinitos e infinitesimales. En
contraste con las ideas Eulerianas, a moderna idea de convergencia de
una serie de niumeros reales, involucra en su definicién sélo a expresiones
con un numero finito de términos formados por nidmeros reales, los
cuales son por definicion finitos.

En un curso contemporineo de introduccién al analisis, hay que

dedicar no poco esfuerzo para convencer al estudiante que
o—14iyl I 1y
7274 8 16

no significa que se hayan tomado efectivamente la infinita totalidad de -
los reciprocos de las potencias de 2 y la acumulaciéon de las correspon-
dientes magnitudes haya sido exactamente 2. Interpretamos la suma
de dicha serie de una manera menos directa: en la sucesién de sumas
parciales

1 3 1 1 7

1, 1+§ = 56’ 1+§+Z_Z,
1+1+1+1+1 _ b 1+1+1+1+—1—-—3—1
2 4 8 16 8’ 2 4 8 16 16’

puedo encontrar elementos tan cercanos a 2 como yo quiera, siempre y
cuando sume un nimero suficientemente grande de términos. La idea
contemporédnea de limite evita el infinito actual. No hablamos en rea-
lidad de una suma efectivamente calculada con infinidad de sumandos,
sino de el limite de una sucesién de sumas finitas. No figuran explicita-
mente numeros infinitos en la definicién de suma de una serie, si bien
subyace en la definicién una idea de infinito potencial, la cual da cuenta
de la posibilidad de formar sumas parciales con un numero tan grande
como se quiera de términos. Tampoco figuran explicitamente los in-
finitesimales, si bien la definicién sefniala la posibilidad de acercarse al
limite con un error tan pequeno como se quiera.

Desde los inicios histéricos del analisis, estd presente el conflicto
_ entre infinito actual e infinito potencial en la discusidn sobre sus funda-
mentos. Este conflicto se observa claramente en los escritos de Newton,
quien para validar sus teoremas de calculo, en ocasiones recurre a in-
finitesimales, en ocasiones a argumentos fisicos y geométricos, y en
ocasiones al método de las primeras y tultimas razones. Este dltimo
método puede interpretarse como una naciente idea de limite. La idea
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de limite encontraria eco en muchos de los seguidores de Newton, los
cuales coincidirian con d’Alembert en afirmar que La teoria de limites
es la base de la verdadera metafisica del Cdlculo. Por su parte, Leibiz
y sus continuadores intentaron fundamentar el calculo en un sistema
basado en el uso de magnitudes infinitesimales, si bien las dificultades
para desarrollarlo llevaron al mismo Leibiz a considerar que dichas mag-
nitudes no eran entidadaes reales como las magnitudes ordinarias, sino
objetos ideales que resultaban 1tiles porque permitian obtener resulta-
dos correctos.

En los siglos dieciocho y diecinueve hubo numerosos intentos de
establecer al anélisis sobre bases firmes. Weierstrass tuvo éxito en la
mitad del siglo diecinueve, con su método de las ¢ las 4, en establecer
el concepto de limite sobre una idea bien fundada de nimero real.
Célculos directos con infinitos e infinitesimales, fueron reconstruidos y
reemplazados por argumentos indirectos de aproximacién. La idea de
infinitesimal fué en el mejor de los casos considerada una heuristica 1til
pero condenada al olvido, y en el peor de los casos satanizada y delibera-
damente combatida. Hubo que esperar hasta que Robinson en nuestro
siglo desarrollara el andlisis no standard, para tener una teoria sélida de
infinitesimales sobre la cual también puede fundamentarse al analisis, y
para apreciar el valor con que algunos de nuestros grandes antepasados
matematicos, incursionaron en territorios mucho mds extensos de lo
que podia vislumbrarse en su tiempo.

3 Un criterio de convergencia de Euler.

Si bien hicimos notar que Euler no maneja en el Introductio ideas equi-
valentes a la nocién contemporanea de limite, eso no significa, como a
veces se seflala en textos de historia de las matematicas, que le tuvie-
ran sin cuidado las cuestiones de convergencia. En un pequerno texto
de 1734 De progresssionibus harmonicis observationes Euler afirma:

Una serie que, después de su continuacién hasta el in-
finito, tiene una suma finita, no admite crecimiento, incluso
si se continua el doble de lejos, sino que aquell anadido en
pensamiento después de un infinito serd en verdad infinita-
mente pequeio. Porque, de otra manera, la suma de la serie
continuada hasta un infinito no seria determinada y, conse-
cuentemente, no seria finita. De aqui se sigue que, si lo que
se origina después de la continuacién mas alld de un término
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infinitesimal es de magnitud finita, entonces la suma de la
serie necesariamente es infinita. Entonces, a partir de ese
principio podremos juzgar si la suma de una serie dada es
finita o infinita.

Para un lector contemporaneo, es facil interpretar el parrafo cita-
do como una prefiguracion Euleriana del criterio de convergencia de
Cauchy que aprendemos en los primeros cursos de andlisis. Sin em-
bargo, el texto no nos invita a considerar, dado un numero finito e
—no importa cuan pequeno— si puedo encontrar un entero finito K
—suficientemente grande— tal que para N, M > K vale la desigualdad

|aN+1+aN+2+a+---+aM|<s

El texto se refiere literalmente a cantidades infinitamente grandes e
infinitamente pequenas. Para Euler, se puede determinar si la sucesién
a1,a2.a3, - - de términos produce una suma definida cuando, por una
parte, es finita la suma

ay+ayt+az+---+ayn

para un numero infinito N y por otra parte, si la suma se continua
hasta otro nimero infinito M, entonces

anyy1 +any2+a+---t+apy

es un infinitesimal. Por ejemplo, para verificar que

TR
49 16

tiene una suma definida, podemos ver que, para cualquier N

Mo Voo ol 1 1
— <1 =] - -
27 Dy +Z(y'—1/2 j+1/2)

=1

lo cual muestra que las sumas parciales son finitas. Por otra parte, si
consideramos N y M infinitos

~ 2 T4 -1/4 N-1/2 M+1/2
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1 1
N-1/2 =~ M+1/2

definida. Nétese que como 1/5! < 1/72 para j > 3, entonces la serie

pero es infinitesimal. Entonces } 27, ]iz tiene una suma

2 3
1+1+ 15 + % R
tiene un suma definida. Con un poco de trabajo adicional podemos
verificar que para cualquier z finito
2 3
Lo+ o+ +

tiene una suma definida.

4 FEuler no escribia sinsentido.

Euler utilizaba entonces una aritmética de infinitos e infinitesimales
y algunos nacientes criterios de convergencia, diferente del modelo de
convergencia basado en limites que usamos en la actualidad, y sus ar-
gumentos son algo mds que ejemplos de buena heuristica. Inclusive
ejemplos de series divergentes que aparecen en pasos intermedios de
argumentos Eulerianos, o a los que Euler asociaba algin valor conviene
interpretarlos cuidadosamente en términos de infinitos e infinitesimales,
y no descartarlos apresuradamente como sin sentido. Consideremos por
ejemplo la suma

(o ¢]

Y (e—1y

§=0

donde ¢ es un infinitesimal y por lo tanto cada término es infinitesi-

malmente préximo a 1 o a —1. Dicha suma es igual a L que estd

2—¢
infinitesimalmente préximo a % La serie1—14+1—1+--- no converge,

pero cabe dudar si
1
§=1—1—|—1—1+---

es mero sin sentido o puede referirse a la primera suma, sobre todo
teniendo en cuenta la prictica Euleriana de tratar a los infinitesimales
como ceros en relacién a los niimeros finitos, y no indicar en la notacién
cuando el simbolo de igualdad se refiere a una identidad estricta y
cuando equipara cantidades que difieren en un infinitesimal.
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Con el surgimiento del anilisis no estdndard, que_proporciona ex-
tensiones de los reales que admiten elementos infinitamente grandes e
infinitesimales, algunos autores (ver pet“ejemplo Kanovian 1988, Laug-
witz 1987, 1988-89, Mc Kinzey y Tuckey 1996) han emprendido re-
construcciones rigurosas desde la perspectiva contemporinea, de nu-
merosas demostraciones Eulerianas, siguiendo la estructura de los ar-
gumentos originales. Si bien dichos autores estan conscientes de que no
pueden atribuir retrospectivamente a Euler ideas del anélisis no stan-
dard, sus reconstrucciones han permitido revalorar argumentos Euleria-
nos no sélo como ejemplos de atrevida heuristica, sino como instancias
de un nicleo de s6lido razonamiento matematico, que puede encontrar
adecuada expresion dentro de los paradigmas de rigor de diferentes
épocas. A més de dos siglos de su muerte, sigue vigente la recomen-
dacién de Lagrange: Lean a Euler, lean a Euler. Es el maestro de todos
nosotros.
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