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Resumen

En este articulo se detallan tres métodos para calcular
los coeficientes o1(n),o2(n),...,0,(n) del polinomio de
grado n, [[_,(z +4), donde n es cualquier entero arbi-
trario n > 1. Calculamos explicitamente los coeficientes
or(n) para k = 1,...,7, y deducimos ciertas propieda-
des generales de oi(n). En particular, se demuestra que
or(n) es un polinomio en n de grado 2k. Se describe tam-
bién la relacion existente entre los coeficientes oy (n) y los
numeros de Stirling de primera especie.

1. Introducciéon

Consideremos el siguiente polinomio en x de grado n:

n

pn(x) = H(LE—H) = 2" +o1(n)z" oa(n)a" 24 - o1 (n)z+o,(n).

i=1
(1)

Cada coeficiente oy (n) en viene determinado por la respectiva fun-
cién simétrica elemental de los n primeros enteros oy(1,2,...,n) [11
17, [16]:

oi(n) =01(1,2,....n) =14+2+4---4n,

oa(n) =02(1,2,...,n)=1-24+1-34+---+1-n+---+(n—1)n,

o3(n) =03(1,2,...,n)=1-2-34+1-2-44+---+ (n—2)(n— 1)n,

on(n) =0,(1,2,...,n)=1-2-3 -+ n,
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con oi(n) = 0 para todo k > n. Por conveniencia para lo que sigue,
introducimos la funcién constante o(n) definida como og(n) = 1 para
todo n > 1,y 009(0) = 1. Asi mismo, convenimos que o;(0) = 0 para
k=1,2,...,n. Para 0 < k < n, podemos por tanto expresar ox(n) de
manera compacta como

or(n) = Z i1lg - U, (2)

1< <9< <ip<n

donde cada 75, s = 1,2,...,k, es un entero en el intervalo 1 < i, < n.
En particular, tenemos que

o1(n) = %n(n +1). (3)

Para valores de n relativamente pequenos podemos expandir el pro-
ducto en y obtener los coeficientes correspondientes, o bien evaluar
directamente cada una de las funciones elementales o (n). Por ejemplo,
para n = 6, obtenemos

pe(x) = 2% + 212° + 1752 + 7352° + 16242 + 17642 + 720.

Sin embargo, a medida que n crece, el desarrollo del producto [, (z+
i) asi como la determinacién «a mano» de las funciones oy(n) se vuelve
exponencialmente més complejo. Por ejemplo, para n = 100, el niimero
de sumandos solo en ¢5(100) es ya de ('3°) = 4950.

El objetivo de este articulo es evaluar de manera sistemética los coe-
ficientes del polinomio 0, equivalentemente, las funciones simétricas
elementales . Para ello proponemos tres métodos que permiten, en
principio, calcular ox(n) para cualquier entero arbitrario n > 1y pa-
ra cualquier £k = 1,2,...,n. El primer método es un método iterativo
equivalente a las identidades de Newton y hace uso de las sumas de
potencias de enteros, mientras que el segundo involucra la resolucion
de un sistema lineal de ecuaciones tipo Cramer. Como ilustracion de
dichos métodos, y partiendo de la ecuacion para o1(n), evaluaremos
explicitamente op(n) para k& = 2,...,7. Por el camino deduciremos
ciertas propiedades generales de oy(n), como el hecho de que ox(n) es
un polinomio en n de grado 2k. A continuacién expondremos la rela-
cién existente entre los coeficientes del polinomio y los nimeros de
Stirling de primera especie. Posteriormente se detalla un tercer método
iterativo para calcular ox(n) basado en la ecuacion aditiva de Cauchy.
Al final del articulo se incluye una férmula explicita para og(n).
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2. Identidades de Newton

Las identidades de Newton [IT) 5] [I8], también conocidas como las
formulas de Newton—Girard, relacionan las funciones simétricas ele-
mentales con otro tipo de funciones simétricas como son las sumas de
potencias. Si nos especializamos en el polinomio , las identidades de
Newton se pueden expresar como

kog(n) + Z(—l)TS’T(n)Jk_T(n) =0, parak=1,2,...,n, (4)

donde S, (n) denota la suma de potencias r-ésimas de los primeros n
enteros positivos:
Sp(n)=1"+2"+---+n".

En lo que sigue escribiremos S,.(n) simplemente como S,., en el entendi-
miento de que S, depende explicitamente de n. A partir de la relacién
se puede determinar o (n) en funcién de las sumas de potencias
S1,S9, ..., Sk. Asi, recordando que oy(n) = 1, de (4) obtenemos suce-
sivamente que

al(n) = Sl,
1l 1, 118 1
0'2(71) = 551 - 552 - 5 512 Sl )
S 1 0
1 1 1 1
O'3<TL) == ES?_§SIS2+§S3: 5 SQ Sl 2 5
"S5 Sy 51

etc. Puede demostrarse que, tal como se adivina de las expresiones
anteriores, para un indice arbitrario k la funcién oy (n) estd dada por
el determinante de orden k:

St 1 0 0 e 0
So St 2 0 e 0
1 83 SQ Sl 3 ) 0
O'k<n) = E . . : : . . : (5)
Sk—1 Sk—2 Sk—3 Sk—a -+ k-1
Sk Sk-1 Sk—2 Sk - S

En forma expandida el determinante viene dado por la formula de
Waring [8]

B (_1)/€+i1+i2+~~-+ik S, i1 S, i2 Sy ik
o) = ) irVig) - -] 1 3) %) ©

(11,82, 00k)’

donde la suma se realiza sobre todas las k-tuplas (iy, iz, ...,4;)" de en-
teros no negativos que satisfacen la relacion i; + 2ip + - - - + kip = k.
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Cuando se examina el determinante se concluye rapidamente que
el sumando de mayor grado lo constituye precisamente el producto
de los elementos de la diagonal principal S¥/k! o, equivalentemente,
cuando 7; = k en la ecuacién @ Como S; = o1(n), de deducimos
por tanto que oy(n) es un polinomio de grado 2k con coeficiente de
mayor grado 1/2k!. Otro sumando de especial relevancia que aparece
en la férmula @ es (—1)*18, /k, el cual es el tnico que no es un
producto de S,’s. Para k > 2 y par, dicho sumando contiene el término
de menor grado de o, (n), a saber, un término en n. Para k > 3 e impar,
cada uno de los sumandos (—1)¥1Sy/k y (=1)*S;S4_1/(k — 1) en (6)
contiene un término en n?, constituyendo la suma de ambos términos
en n? el término de menor grado de oy (n).

Concluimos esta seccion con la observacién obvia de que la expresién
(6) para oy (n) involucra alas sumas Sy, S, . . ., S, hasta el indice r = k.
En la siguiente seccién expondremos un método alternativo (aunque
equivalente) a las identidades de Newton para el cual el célculo de
or(n) requiere conocer las sumas S, hasta el indice r = 2k — 1. La
ventaja del método propuesto radica en que dicho método proporciona
or(n) como una suma de S,’s (hasta r = 2k — 1), a diferencia de la
formula @ que proporciona og(n) como una suma de productos de S,’s
(hasta r = k).

3. Ecuaciones de recurrencia y primer método para
la evaluaciéon de oy(n)

La siguiente ecuacion de recurrencia fundamental se deriva directamen-
te de la propia definicién de o(n). Para k = 1,2,...,n, se cumple que

ox(n) = op(n — 1) + noy_1(n — 1). (7)

Aplicando repetidamente la ecuacion (|7)) podemos expresar cada oy(n)
en funcién de o;_1(n — 1),06_1(n — 2),..., y ox_1(k — 1). Asi, por
ejemplo, para k = 2, de la ecuacion obtenemos

oa(n) = noy(n — 1) + o9(n — 1).
Aplicamos ahora la ecuacién (7)) al término o9(n — 1) para obtener
oa(n) =noy(n — 1) + (n — 1)oy(n — 2) + o9(n — 2).

Aplicamos de nuevo la ecuacion al ultimo término obtenido oy(n —
2); a continuacién la aplicamos al término resultante oo(n—3), y asi su-
cesivamente hasta llegar al resultado final

oo(n) =noi(n — 1)+ (n—1)oy(n —2) + - - + 301(2) + 201(1).
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Operando de manera similar para cada k = 1,2,...,n, y partiendo
en cada caso de la ecuacion , se puede derivar la lista completa de
relaciones recursivas:

o1(n) =nog(n — 1)+ (n — 1)og(n — 2) + - - - 4+ 400(3)
—|— 300(2) —|— 200(1) + 100(0),

ogo(n) =noi(n—1)+ (n —1)oy(n —2) + - -+ 4+ 401(3)
+301(2) + 20:(1),

o3(n) =nos(n — 1)+ (n — 1)og(n — 2) + - - 4+ 403(3)
+ 302(2),

oy(n) =noz(n—1)+ (n—1)oz(n —2) +---+403(3),  (8)

opn-1(n) =nop_2(n —1) 4+ (n — 1)o,_2(n — 2),

on(n) =no,_1(n —1).

Teniendo en cuenta que o;_1(n) = 0 para todo n < k — 1, podemos
expresar las relaciones en forma compacta como

or(n) => jora(G—1), k=12...,n (9)
j=1

Partiendo de la ecuacién para o1(n) y aplicando sucesivamente la
relacién (9) podemos evaluar oy (n) para cualquier k£ dado. A modo de
ejemplo, a continuacion calculamos mediante este método las funciones
o9(n), o3(n), o4(n), y o5(n). Para k = 2, de las ecuaciones @ y
tenemos que

~ . I~ oo 1, 1
oa(n) = 2]01(3 -1)= 52 (]3 —32) = 553 - 552-
j=1

=1

Es un resultado bien conocido que la suma de potencias de enteros S, se
puede expresar como un polinomio en n de grado r+1 [14]. En el cuadro
1 hemos recopilado los polinomios S, para r = 1,...,10. Sustituyendo
ahora en la ecuacién anterior las expresiones para S, y S5 que aparecen
en dicho cuadro obtenemos

1 1
oa(n) = ﬂ(3n4 +2n* — 3n? — 2n) = E(n —1)(3n + 2)o1(n),

de donde obtenemos, en particular, que o9(100) = 12582075. Provistos
con oy(n), podemos determinar o3(n) aplicando de nuevo la ecuacién
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S = %nQ + %n

Sy = in® + 3n* + tn

Sy =in'+ in® + in?

Sy=1n+int+ 03— 5n

S5 = énG + %715 + 15—2714 — %nz

Se = 2n’ +3n® + In® — Ind + Ln

S; = %ng + %n7 + %nﬁ — %n‘l + %nz

S =gn®+3n®+2n" — Ln + 2n® — o

_ 1,10, 1,9, 3,8 7,6, 1 4 3, 9
Sg—lon +5n° +5n o+ gn 557

_ 1,11, 1,10 , 5,9 .7 5 1.3, 5
510—11n +5n” +gn n'+n SN+ gn

Cuadro 1. Los polinomios S, r =1,...,10.

. ~(ls 5, 35 1.
o3(n) = Z]@(J -1)= Z (gJB - Efl + g]g - EJQ)
7=1

7j=1
1 5 3 1
= §S5 — 554 + 553 — ESQ

Reemplazando Ss, S3, S4, v S5 por sus expresiones polinémicas del
cuadro 1 obtenemos

1
n® —n® = 3n* +n® 4 20%) = —(n —1)(n - 2)o7(n),

O'3<7L 19

)=
A partir de o3(n) podemos obtener o4(n) aplicando una vez més la
ecuacion

. . /1. 7T . 1T, 17T, 1.
o4(n) = Z]%(] -1)= Z (@]7 - EJG + 4_8‘]5 - @]4 + §]3>

J=1 7j=1
1 7 17 17 1
=—5 ——5+ =55 — =S4+ =955.
BT TR TR T g™ TR
Sustituyendo las expresiones respectivas para S, del cuadro 1 obtene-
mos
1

ou(n) = YT (n—1)(n —2)(n — 3)(15n® + 15n* — 10n — 8) 71 (n).
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Analogamente, a partir de la ecuaciéon @ y de o4(n) obtenemos

) Lo 1g, 83 77

o5(n) ==—959 — — —ART T oA

b 38477 327% T 57677 240°°
403 5 1 1

152" ~ 3374 T ogg ™ + 1552

(n—1)(n—2)(n—3)(n —4)(3n* — n— 6)oi(n).

1
TR
De esta forma, conociendo las sumas de potencias S, hasta el indice
r =2k — 1, la férmula recursiva (9) permite obtener oy (n) hasta cual-
quier k determinado.

Para el presente método basado en la ecuacion @D, asi como para
el método de las identidades de Newton, es de utilidad la siguiente
féormula la cual proporciona las sumas S, en funcién de los denominados
nimeros de Bernoulli B; [14]:

1 < (r+1 1
=g (G )me W

=0 \

donde los primeros términos de la sucesion de nimeros de Bernou-
lli vienen dados por 1,1/2,1/6,0,—1/30,0,1/42,0,—1/30,0,5/66, ... .
Los niimeros de Bernoulli satisfacen numerosas propiedades aritméticas
y aparecen significativamente en diversas areas de la teoria de nimeros.
Aqui destacamos simplemente que B; = 0 para todo j > 3 e impar.
Como se puede ver de la formula este hecho implica, en particular,
que las sumas Si con k > 3 e impar no tienen término en n.

A la vista de las expresiones obtenidas para gy(n), os(n), o4(n), y
os(n), y de las conclusiones de la seccién anterior, podemos ya extraer
las siguientes propiedades generales sobre oy (n):

1. ox(n) es un polinomio en n de grado 2k con coeficiente de mayor
1
grado 5.
2. Para k par, k > 2, el término de menor grado de ox(n) es en n

con coeficiente — By /k. Para k impar, k > 3, el término de menor
2 (k=2)Bj—1

con coeficiente ~= =

grado de ox(n) es en n

3. ox(n) = 0 para todo n < k.
4. Para k > 2 y par, o1(n) es un factor de oy(n)

5. Para k > 3 e impar, o7(n) es un factor de oy(n).

La propiedad 2 ya se esbozd en la seccion anterior y se puede de-
mostrar a partir de las ecuaciones @ y . Las propiedades 4 y 5 se
siguen del hecho segtin el cual para todo k > 2 y par, Sy = %(2n +1)5;
es un factor de Sy, mientras que para todo k > 3 e impar, S? es un
factor de Sy [14] 6]. Esto asegura que, para k impar, k > 3, todos los
sumandos en la ecuacién (6)) tienen como factor a o7 (n). Por el contra-
rio, para k par, k > 2, el sumando (—1)**1S,./k no tiene como factor
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a oi(n), siendo oy(n) el factor comin a cada uno de los sumandos en

(E)
4. Segundo método para la evaluacién de oy(n)

De acuerdo a las propiedades que acabamos de resenar, para k > 2y par
podemos descomponer o (n) como el producto ox(n) = pr(n) X qx(n),
donde

k—1

pr(n) =n(n+1) [[(n - 7)

j=1
es un polinomio en n de grado k + 1 y gx(n) es un polinomio en n de
grado k — 1. De esta manera, continuando con nuestra evaluacion de las
funciones simétricas elementales, tendremos que og(n) es un polinomio
en n de grado 12 el cual se puede descomponer en la forma

os(n) =nn+1)(n—1)(n —2)(n —3)(n —4)(n — 5)

x (an® +bn* 4+ cn® +dn* +en+ f). (11)
Para determinar los coeficientes a, b, ¢, d, e, y f[| necesitamos conocer el
valor de og(n) para seis valores cualesquiera de n > 5. Obviamente lo
mas sencillo es comenzar con n = 6 para el cual sabemos que 06(6) =
6! = 720. A partir de este valor, de la ecuacién de recurrencia , y de
la expresién para o;(n), se deducen sucesivamente los valores o6(7) =
13068, 06(8) = 118124, 04(9) = 723680, 04(10) = 3416930, y o6(11) =
13339535. Evaluando ahora el polinomio en (|11)) para n = 6,7, 8,9, 10,

y 11, obtenemos el siguiente sistema compatible determinado de seis
ecuaciones con seis incognitas:

5040(6°a + 6*b + 6°c + 6°d + 6e + f) = 720,
40320(7°a + 7' + TPc + T*d + Te + f) = 13068,
181440(8%a + 8*b + 8¢ + 8%d + 8e + f) = 118124,
604800(9°a + 9%b + 9°c + 9%d + 9e + f) = 723680,  (12)
1663200(10°a 4 10*b + 10°c + 10*d + 10e + f) = 3416930,
3991680(11%a + 110 + 11%c + 11°d + 11e + f) = 13339535.

Resolviendo mediante, por ejemplo, el programa Mathematica, ha-

— _ 1 _ 1 1 !
llamos la solucion a = 3555, 0 =0, ¢ = —5575, d = — 159650 € = 557360 Y

IDe las propiedades 1 y 2 anteriores, sabemos de antemano que a = 1/(2% - 6!) = 1/46080, y
f = Be/(6-5!) = 1/30240. Sin embargo, para uniformizar el tratamiento que sigue, consideraremos
también a a y f como coeficientes a determinar.
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Sustituyendo estos valores en obtenemos finalmente

75(n) = 5= (n — 1) = 2)(n — B)(n — 4)(n —5)

x (63n° — 315n° — 224n® 4 140n + 96) 01 (n).

Para k > 3 e impar, podemos descomponer oy(n) como ox(n) =

pr(n) X qr(n), donde ahora p(n) = n*(n+1)> Hf;ll (n—7) es un polino-
mio en n de grado k43, y gx(n) es un polinomio en n de grado k—3. Para
hallar o7(n) planteamos un sistema andlogo de cinco ecuaciones con cin-
co incdgnitas utilizando los valores o7(7) = 7! = 5040, 0,(8) = 109584,
07(9) = 1172700, 07(10) = 8409500, y o7(11) = 45995730. Resolviendo

dicho sistema obtenemos la forma factorizada:

or(n) = ﬁ(n —1(n—2)(n = 3)(n—4)(n —5)(n - 0)

x (9n* — 18n® — 57n” + 34n + 80) o7 (n).
Obsérvese que el factor numérico que aparece al principio de la for-
ma factorizada de ox(n) es el mismo para cada una de las parejas
(o2(n),03(n)), (04(n),o5(n)), y (06(n),or(n)). Podemos combinar es-
te hecho con las propiedades sobre oy (n) establecidas en la seccién 3
para postular la siguiente forma factorizada general de las funciones
ook (n) ¥ oogr1(n) (con k > 1):

ryn(n 1) (22 %1
2k .
oo(n) = 22k)1(2h 1] <Z Cok j n3> H (n—7), (13a)

_ 1
f T 30240°

j=1
ro n2(n + 1)? 2k—2 2k
2% .
Oar+1(n) = A(2k)1(2k + 1) <Z Cok+1,5 T ) H(n —J) (13b)
=1

donde 7y, es un factor numérico racional y positivo, y donde los coe-
- 2%k—1 2%k—2 .

ficientes {cgkd}jzo y {C2k+1,j}j:o son numeros enteros. Se cumple

ademés que rorCoror—1 = (2k + 1)1/2%1,

5. Los coeficientes o;(n) y los nimeros de Stirling

Existe una estrecha relacion entre los coeficientes del polinomio y
los nimeros de Stirling, especificamente los denominados ntimeros de
Stirling (sin signo) de primera especie, que describimos a continuacion.
Para abreviar el texto, en esta seccion nos referiremos a dichos niimeros
meramente como ntmeros de Stirling. Existen dos maneras fundamen-
tales de introducir este tipo de nimeros (véanse, por ejemplo, [0, cap.
6]): de manera combinatoria y de manera algebraica. Combinatoriamen-
te los nimeros de Stirling, [} ], cuentan el nimero de permutaciones de
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n objetos que tienen exactamente k ciclos. Los nimeros de Stirling
cumplen las condiciones iniciales [§] = 1y [§] = [2] = 0 paran > 1.
Ademaés, como no puede haber permutaciones con mas ciclos que ele-
mentos, convenimos en que [ ] = 0 si kK > n. Por otra parte, los casos
extremos en los que k =1y k = n vienen dados por

o s [

donde la primera igualdad se sigue del hecho de que existen (n — 1)!
permutaciones ciclicas de n elementos, y la segunda del hecho de que
existe una tunica permutacién que tiene tantos ciclos como elementos
(la permutacién identidad).

Algebraicamente, [}] se puede definir como el coeficiente de z* en el
producto factorial ascendente z(x 4+ 1)(x +2)---(z +n —1):

g(z) =@+ 1) (@+2)(z+n—1) = m #, (14)

k=0
donde hemos tomado el limite inferior del sumatorio igual a £ = 0
debido a que [§] = 0 paran > 1. Podemos reescribir ahora el polinomio

n (1) como
po(z)=(z+1)(x+2)---(xr+n) Zak : (15)

Comparando entonces los polinomios en las ecuaciones (|14]) y ve-
mos de inmediato que xp,(z) = ¢,+1(x). Tendremos por tanto

n n+1 n

e n+1 n—+1
OEADEEED B A IS ol R i
k=0

k=0
_Z nt+l | ontiok
n+1-—k ’

de donde concluimos ﬁnalmente que

ok(n) = {n Zi k} '

Podemos expresar entonces el polinomio o (15)) de manera equiva-
lente como

pa(r)=(@+1)(x+2)-(z+n) =) {Ziﬂ 2. (17)
k=0

(16)

Observemos incidentalmente que, sustituyendo z = 1 en la ecuacién
0 , obtenemos la suma de los coeficientes del polinomio ,

ZZ:O Uk(n) = (n-i- 1)!.
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Vamos a derivar a continuacién la relaciéon bien conocida entre los
numeros de Stirling del tipo ["4'] y los ntmeros arménicos H, [9, B,
los cuales estan definidos como las sumas parciales de la serie armonica.
Para n > 1, tenemos que

11 1
Hy=1+4-+=++—,
to gt

siendo Hy = 1, Hy = 3/2, H3 = 11/6, etc. Para ello vamos a evaluar
0n—1(n) para los primeros valores de n, lo que nos permitira determinar
la relacién entre ["$'] y H,:

O'()(].): :1!H17
21 2!
313t 3l

o3(4)=1-2-34+1-2-4+1-3-442-3-4
41 41 41 4]
—1+2+3+4—4!H4,

etc. Todo parece indicar que, en general, o,_1(n) = n!H,,. Para probar
rigurosamente que esto es asi, acudimos a la ecuacién de recurrencia
(7) v a la induccién matematica. Primero vemos de las expresiones
anteriores que la relacién o,_1(n) = n!H, se cumple para n = 1,2, 3,
y 4. Tomamos entonces como hipotesis inductiva que dicha relacion
ok_1(k) = k!Hy es cierta para un k arbitrario dado. De la ecuacion ([7))
se tiene entonces que

or(k+1) =kl 4+ (k4 1)og_1(k)
=kl + (k+ 1)k Hy,

= (k+1)! <Hk + L) = (k+ 1)!Hy,y 1.

k+1
Concluimos por tanto que, para todo n = 1,2,3,..., se satisface la
identidad
On_1(n) = {n —21- 1] =nlH,.

Podemos generalizar los nimeros arménicos H,, definiendo los niime-
ros armoénicos de orden 7 como [9):

1 1 1

(r) — 4

H) —1+2r+3T+ +n7"'

Para r = 1 podemos escoger a nuestro gusto tanto la notacion H,, como
la HY. Bs pertinente apuntar aqui que los nimeros de Stirling [™}!]

se pueden expresar en funcién de los nimeros arménicos generalizados
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HY hasta el orden r =m — 1 [3]. A modo de ejemplo, a continuacién
adjuntamos las expresiones de [*}1] param =1,2,3,y 4 [7, p. 217]:

on(n) = K —f 1] =nl,
o1 (n) = _”‘QH_ D,
st = [" 5 1) o oy - me),
o :n I 1: _ %, [(HS))?) B 3H7§1)H7§2) I QHT(lg)] .

Notamos finalmente que la relacién es util para determinar los
valores oy (k), ox(k+1), or(k+2), ..., que son necesarios para plantear
el sistema de ecuaciones inherente al método expuesto en la seccion
4. Asi, por ejemplo, los valores correspondientes al lado derecho del
sistema vienen dados por o6(6) = [1], 06(7) = [§], 06(8) = [3],
06(9) = [¥], 06(10) = [§'], y 06(11) = [].

6. Tercer método para la evaluacion de oy(n)

El método que exponemos a continuacion se basa en la ecuacién aditiva
de Cauchy. Desde una perspectiva puramente teodrica, el método que
sigue es relevante ya que atuna elementos de la matematica discreta con
elementos del andlisis funcional. La ecuaciéon de Cauchy es la siguiente:

flx+y) = f(x)+ fly), Y,y €R, (18)

donde f : R — R es la funcién incégnita a determinar. Una funcién que
satisface se dice que es aditiva. De la amplia teoria de las ecuacio-
nes funcionales [2] solo necesitamos conocer, para nuestro propésito en
la presente seccién, que la solucién continua del funcional de Cauchy
estd dada por

f(z) = cx, (19)
donde ¢ es una constante real, concretamente ¢ = f(1). Ademads, sobre
el conjunto de los niimeros racionales, la solucién de la ecuacion ([18]) es
necesariamente de la forma aunque no se cumpla la condicién de
continuidad. El método de la ecuacion de Cauchy consiste esencialmen-
te en encontrar una funcién aditiva fr(n) que esté relacionada con la
funcién de interés, digamos, ox(n). La solucién de fi(n) serd entonces
de la forma fy(n) = ¢xn, de donde podremos extraer la funcién deseada
or(n). Este método ha sido aplicado con éxito para obtener las sumas
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Sy asi como diversas funciones combinatorias (véanse, por ejemplo, los
articulos de Kannappan en [13] [12]).

Seguidamente vamos a ilustrar el método de Cauchy para hallar las
funciones o9(n) y o3(n). Para calcular oy(n) partimos de la relacién
facilmente comprobable

o1(n+m) =o1(n) + o1(m) + nm. (20)
Por otra parte, aplicando la ecuacién (7)) para hallar oo(n + 1), 09(n +
2),...,02(n+m), llegamos al resultado
oa(n+m) =os(n) + Y (n+ jlo(n+j—1), (21)
j=1

mientras que la ecuaciéon @ para k = 2 nos dice que
oa(m) = jor(j —1). (22)
j=1

Combinando las ecuaciones , , y obtenemos finalmente la

relacion
oa(n +m) = oa(n) + oa(m)
+ i(3n2m2 +2n°m 4 2nm® + n®m + nm® — nm), (23)
0, equivalentemente,

4oy(n +m) = dog(n) + 4oo(m) + %[(n +m)* —n* —m?]

1 3 3 3 1 2 2 2
+g[(n+m) -n —m}—§[(”+m) —n’ —m’].

De la ultima ecuacién deducimos que la funcién

1 1 1
— 4 -4 3 T2

fa(n) aa(n) 5"~ 3" + 51
es una funcién aditiva y estard por tanto dada por fs(n) = con para
una cierta constante co. De aqui obtenemos la funcion requerida

1, 1., 1, 1

os(n) = " + 5" T g" + 262
Como o3(1) = 0 tendremos que ¢y =
oa(n) de la seccién 3.

Para calcular o3(n) partimos de la relacién y de las ecuaciones

—%, recuperando el resultado para

os(n+m) = o5(n) + 3 _(n+ j)oa(n +j - 1), (24)
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o3(m) =Y joa(j — 1), (25)
j=1
Después de una cierta dosis de algebra elemental, de las ecuaciones

, , y obtenemos la relacién

1
os(n +m) = o3(n) + o3(m) + yr (20n°m® + 6n°m + 6nm° + 15n*m?

+ 15n*m?* — 5n'm — bnm?* — 10n*m? — 10n*m3 — 18n*m?
— 12n°*m — 12nm?* + 3n?*m + 3nm?* + 4nm),
la cual podemos expresar igualmente como
4803(n +m) = 4803(n) + 4803(m) + [(n + m)® — n® — mf)
—[(n+m)> = n° —m®] =3[(n+m)* —n* —m?
+ [(n+m)® —n® —m®] +2[(n+m)*> = n* —m?].
La ecuacién anterior nos indica que la funcién
f3(n) = 4803(n) — n® +n® + 3n* — n® — 2n?,

es una funcién aditiva y vendrd entonces dada por f3(n) = csn para
cierta constante c3. Tendremos por tanto que

1 4 1, 1, 1 45 1 4, 1
TR T T Tt e
Ahora, como o3(1) = 0, tenemos que ¢z = 0 recuperando el resultado
para o3(n) de la seccién 3.

Debemos conceder que el método de Cauchy no es tan practico para
calcular ox(n) como lo son los otros métodos descritos en las seccio-
nes anteriores, ya que la evaluacién de o (n + m) se complica mucho a
medida que k crece. Sin embargo, conviene recalcar que el método de
Cauchy permite en principio obtener de manera iterativa oy(n) hasta
cualquier k£ determinado. Dicho método se puede adoptar ademas para
calcular una gran diversidad de sumas de enteros y, como ya mencio-
namos, constituye un método ciertamente atractivo desde un punto de
vista teorico.

0'3(71)

7. Férmula explicita para oy(n)

La férmula de Waring (@ en la seccién 2 proporciona un método con-
creto para evaluar og(n). Sin embargo, para calcular explicitamente
or(n) mediante dicha férmula es preciso conocer de antemano las su-
mas de potencias S7, 5, ..., Sk, asi como determinar todas las k-tuplas
(11,19, . ..,1;)" de enteros no negativos para las cuales i1 +2ig+- - -+kiy, =
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k. Por completitud, y por su interés intrinseco, en esta secciéon expo-
nemos brevemente una férmula explicita para ox(n) que involucra tni-
camente sumas y productos de niimeros combinatorios. Dicha féormula
estd basada en la siguiente relacién entre los ntimeros de Stirling de
primera y de segunda especie [1]:

R YT Gt | S G A}
26)

Los nimeros de Stirling de segunda especie {’;}, por su parte, vienen
dados explicitamente por [9]

figerte w

=0

Combinando ahora las ecuaciones , , y obtenemos final-

mente la férmula mencionada para o (n):

- S R e

j=0 =0

El lector puede comprobar que, para k = 0,1,2,3,..., la férmula (28]
proporciona sucesivamente

Uo(n) = 1,
o1(n) = %n(n—i— D,

oa(n) = —=(n — 1)(3n + 2o (n),

12
73(n) = 75(n = 1)(n = 2)o3(n),

("+j ) (’Hk“) en la expresion es un polinomio en n de grado 2k.

etc. Obsérvese también que, para cada j = 0,1,...,k, el producto

k+j
8. Conclusiéon

En este articulo hemos descrito diversos métodos elementales que per-
miten calcular los coeficientes del polinomio p,(z) = [[;_,(z + 1) o, lo
que es lo mismo, las funciones simétricas elementales de los n primeros
enteros ox(n), k = 1,2,...,n. En particular, de las ecuaciones
y podemos derivar la forma factorizada de o9r(n) y oopr1(n).
Dichas funciones estan ligadas mediante la relacion

Ookt1(n) = oopp1(n — 1) +nog(n — 1),



64 JOSE LUIS CERECEDA BERDIEL

la cual, en principio, nos permitirfa obtener oy 1(n) a partir de ogx(n),
y viceversa.

Finalizamos el articulo con la inclusién de dos referencias adicionales
[4,10] que pueden estimular al lector a avanzar sobre la materia tratada.
La primera de ellas describe diversos algoritmos recursivos asi como su
utilizacion en la evaluacion de las funciones simétricas elementales y sus
derivadas, en el contexto del modelo psicométrico de Rasch. La segunda,
enmarcada en el campo de la aritmética computacional, presenta un
nuevo y eficiente algoritmo de suma compensada para computar las
funciones simétricas elementales.
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