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Resumen

En este articulo describiremos el comportamiento dinami-
co de los modelos matematicos basicos de poblaciones
simples y de sistemas de dos especies depredador-presa
interactuando. El primer modelo matematico de estos sis-
temas fue concebido por Lotka y de manera independien-
te por Volterra alrededor de 1925. Este modelo es uno de
los puntos de partida de la ecologia mateméatica. Tie-
ne dos puntos (o estados) de equilibrio, uno es trivial
y el otro es no trivial (o de coexistencia). El estado de
equilibrio trivial siempre es inestable y el no-trivial es lo-
calmente estable pero no es localmente asintéticamente
estable, lo cual ocurre debido a que este modelo no posee
un mecanismo para estabilizar (asintéticamente) la posi-
cién de equilibrio de coexistencia. Discutiremos también
los efectos de la competencia intraespecifica entre la po-
blacién de presas asi como diversas versiones y posibles
modificaciones de este modelo.
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Figura 1. El clérigo inglés Thomas Robert Malthus (1766-1834) propuso el
modelo exponencial de crecimiento de poblaciones alrededor del ano 1798.
La grafica muestra una curva de crecimiento exponencial.

1. Introduccién

1.1 El modelo de crecimiento de poblacién de Malthus

Thomas Robert Malthus (1766-1834) fue uno de los primeros investi-
gadores en estudiar la dinamica de poblaciones. El propuso, alrededor
de 1798, un modelo matematico de crecimiento de poblaciones basado
en la idea de que «la tasa per capita de crecimiento de una poblacion es
directamente proporcional a su tamano». Su modelo, aunque simple, ha
sido la base de muchos modelos de crecimiento de poblaciones biol6gi-
cas. El modelo de Malthus se puede describir en términos del tiempo
como variable continua por la ecuacion diferencial

1 dN
daN _, . _ 1
Na Ll Td=r (1)

donde N = N(t) denota la densidad o tamano de la poblacién de una
especie al tiempo t y los parametros b > 0 y d > 0 son las tasas per
capita de nacimiento y muerte respectivamente, las cuales suponemos
que son constantes, de forma que r € R es la tasa per capita neta de
crecimiento de la poblacion. De la ecuacién obtenemos

t t
dN
/ W = /Tdt — N(t) = Noe’"t, (2)
t=0 t=0

donde Ny = N(0) es el tamano inicial de la poblacién (al tiempo ¢t =
0). Dada la forma de la solucidn, el modelo de Malthus es conocido
como «crecimiento exponencial» (ver figura . El comportamiento de
la poblacién sera distinto seguiin los valores de las tasas per capita de
nacimiento y muerte:

1. Si la tasa per capita de nacimiento es mayor que la tasa per capita
de muerte, i. e. b > d, entonces r > 0 y por lo tanto N(t) — oo si
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Figura 2. Pierre Francois Verhulst (1804-1849) modificé el modelo de Mal-
thus en 1938, introduciendo un término inhibidor. La gréfica muestra las
curvas de crecimiento del modelo logistico.

t — 00, es decir, el tamano de la poblacion crecerd arbitrariamente
al pasar el tiempo (en forma exponencial).

2. Si las tasas per capita de nacimiento y muerte coinciden, i. e. b = d,
entonces 7 = 0 y por lo tanto N(t) = N(0) en todo momento
t > 0, es decir, el tamano de la poblaciéon permanecera constante
a lo largo del tiempo.

3. Si la tasa per capita de nacimiento es menor que la tasa per capita
de muerte, i. e. b < d, entonces 7 < 0 y por lo tanto N(t) — 0
si t — oo, es decir, el tamano de la poblacién irda disminuyendo
arbitrariamente al pasar el tiempo, de forma que en este caso la
poblacién tiende hacia la extincién.

Los casos [2| y |3| son realistas, sin embargo el caso [1| no lo es ya que
al crecer la poblacién debe aumentar la demanda de recursos como co-
mida, agua, etc., sin embargo, en la practica, los recursos son limitados
y no pueden aumentar arbitrariamente y a la par con un crecimiento
arbitrario de la poblacion.

1.2 El modelo logistico de crecimiento de poblaciones

Cuarenta anos mas tarde, en 1838, el matematico belga Pierre Francois
Verhulst (1804-1849) modificé el caso (1] al introducir un término inhibi-
dor en la ecuacion , el cual es proporcional al tamano de la poblacién
N(t), para asi tomar en cuenta la competencia entre los miembros de
la poblacién por los recursos (agua, comida, etc.), los cuales no estaran
disponibles en cantidades ilimitadas. El modelo de Verhulst se puede
describir en términos del tiempo como variable continua por la ecuacién
diferencial

Ty _¢N
N =" ¢ (r>0, ¢>0) (3)
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donde nuevamente N = N(t) denota la densidad o tamano de la po-
blacion de una especie al tiempo t y el término ¢/N corresponde a la
competencia intraespecifica de la poblacién (¢ > 0 es una constante).

Como en el modelo de Malthus, el modelo de Verhulst incluye una
tasa per capita de crecimiento r > 0 (positiva porque se enmarca en
el caso [l| descrito anteriormente) que representa la tasa per capita de
crecimiento neta a la que la poblacién creceria en ausencia de compe-
tencia intraespecifica (i. e. si ¢ = 0). El modelo de Verhulst se conoce
también como el «modelo logistico de crecimiento de poblaciones».

Separando variables e integrando, obtenemos, después de algunas
simplificaciones, la solucién de la ecuacién (3)):

NoKe™ K

T Noet+ K — Ny K ’
0€ T 0 1+ (F—1> e—”t
0

N(t)

donde K = i, de forma que N(t) — K si t — oo (ya que 7 > 0).
¢

La ecuacion logistica y su solucién ocurren en diversos campos. La
funcién logistica (i. e. N(t)) se conoce también como funcion sigmoide
y su grafica es una curva sigmoidea conocida como curva S (ver figura
2)). La constante K se conoce como la capacidad de carga del hébitat
de la especie. Desde el punto de vista bioldgico, la caracteristica que
falta en el modelo de Malthus es el concepto de capacidad de carga. Al
crecer el tamano de una poblacion disminuye la capacidad del medio
ambiente de albergarla debido a que la disponibilidad per capita de
la comida disminuye, los desperdicios aumentan y se acumulan, y en
consecuencia las tasas de nacimiento tienden a decrecer mientras que
las tasas de muerte tienden a aumentar. La capacidad de carga es el
nivel de poblacion en el que las tasas de nacimiento y muerte coinciden,
resultando en un tamano poblacional estable a lo largo del tiempo.

El modelo logistico de crecimiento de poblacion también puede
escribirse como

dN N

%:TN(l—K) (r>0, K>0). (4)
La ley logistica describe muy bien el crecimiento de una colonia de bac-
terias en un medio nutriente. Esta ley también ha sido utilizada para
ajustar poblaciones humanas. Las siguientes suposiciones son intrinse-
cas al modelo logistico:

e La poblacién esta uniformemente distribuida en el habitat. Enton-
ces la densidad de poblacién (i. e. el tamano de la poblacién por
unidad de drea) no varfa con la posicién pero si con el tiempo.

e No hay migracion. La poblacién cambia tinicamente debido al na-
cimiento y muerte de los individuos.
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Observemos también lo siguiente:

e Si Ny # K, entonces N(t) no puede cruzar la linea recta N = K.

e Si Ny = K =, entonces la solucién es la funcién N(t) = No = K
para toda t (témese N = K en (3) o en (4])).

e Desde el punto de vista bioldgico, poblaciones negativas no tienen
sentido.

Definicién 1.1. Consideremos una ecuacion diferencial auténoma, or-
dinaria de primer orden

dN
. o)
1. Una solucién constante N(t) = C de se llama punto de equili-
brio (o estacionario). Un punto de equilibrio corresponde a ‘Z—]X =

f(N)=0.

2. Un punto de equilibrio C' es estable si N(t) — C si t — oo, para
toda condicién inicial N(0).

3. Si un punto de equilibrio no es estable, entonces es inestable.

El sistema descrito por la ecuacién diferencial (o (4)) tiene dos
puntos de equilibrio:

e N =0 es un punto de equilibrio inestable.
e N = K =% es un punto de equilibrio estable.

2. El modelo depredador-presa de Lotka-Volterra

En general una poblacion no vive aislada y las especies tienen «enemi-
gos»: algunas se alimentan de otras; hay depredadores y presas. Uno de
los modelos que incorporan interacciones entre depredadores y presas
fue propuesto en 1925 por el biofisico americano Alfred Lotka y en for-
ma independiente por el matemaético italiano Vito Volterra. El modelo
de Lotka-Volterra describe las interacciones entre dos especies en un
ecosistema: una poblacién que consiste de presas (e. g. conejos) y una
poblacién de que consiste de depredadores (e. g. zorros) y supone las
siguientes hipotesis:

1. Los conejos tienen una cantidad ilimitada de comida y por lo tanto,
en ausencia de zorros, la densidad de conejos Ny = Ny (t) al tiempo
t crecera exponencialmente (ley de Malthus), es decir, % = r Ny,
con r; > 0.

2. En presencia de zorros, Ni(t) es decreciente debido al consumo
de los zorros a una tasa proporcional a N; Ny, donde Ny = Ny(t)
denota la densidad de zorros al tiempo t. Por lo tanto % =
r1IN1 — by N1 Ny, donde 71 > 0 y by > 0 son constantes. Aqui by /V,
representa la densidad de especies presa consumidas por especies
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depredador en una unidad de tiempo y se conoce como la respuesta
funcional del depredador (o también como la respuesta funcional
de Volterra o la respuesta Holling tipo I) sobre la presa.

3. En ausencia de conejos, la densidad de zorros Na(t) decrecerd ex-
ponencialmente a cero (extincién), i. e. % = —1r9Ny, donde ry > 0
es una constante. Esto es porque si la poblacion de zorros se queda
aislada, es decir sin presas para su alimento (los conejos), entonces
moriran méas rapido de lo que podran reproducirse, y experimen-
taran un decrecimiento poblacional exponencial.

4. En presencia de conejos, la densidad de zorros Ny(t) aumentara con
una tasa de crecimiento proporcional a Ny N,, es decir, proporcio-
nal al nimero de encuentros d%ltre zorros y conejos. Junto con el

2

inciso anterior |3| obtenemos <72 = —roNy + by N1 No, con 15 > 0

y by > 0 constantes. Aqui Ib’—f es llamado el factor de conversion y
claramente 0 < 2—? < 1, de forma que 0 < by < b;.

Resumiendo, obtenemos el siguiente modelo de Lotka-Volterra para sis-
temas de poblaciones depredador-presa:

dN

—1 =71 Ny — b0 N1 Ny = 01 Ny E—Nz

dt by

dN.

—2 = —?"2N2+b2N1N2 :bQNQ —E—i‘Nl
dt by

El sistema anterior esta conformado por un par de ecuaciones diferen-
ciales cuadréaticas y no posee una solucién analitica general. Sin em-
bargo, dados los parametros 7y, 1o, by y by asi como las condiciones
iniciales N1(0) = Nyg y N2(0) = Ngp, podemos realizar una integracion
numérica para aproximar la solucién.

El modelo de Lotka-Volterra también es un modelo de retroalimenta-
cién ya que la poblacion de presas tiene un efecto positivo en el tamano
de la poblaciéon de depredadores, mientras que esta tultima tiene un
efecto negativo (inhibidor) en el tamano de la poblacién de presas.

2.1 Trayectorias

Del sistema @ obtenemos
dN2 _ NQ(bQNl — 7”2) (7)
dN1 Nl(Tl — blNQ).

Hacemos separacion de variables e integramos para asi obtener

t t

1 1
/ E(Tl — b1 Ny)dNy = / E(szl —r9)dNy.
t=0 t=0
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1 ¢ oL
Ny <0, Ny <0 N1 <0, Ny>0

r
Ny =L
Ea

v
Ni >0, Na>0

0 - > N,

Figura 3. Alfred Lotka (1880-1949, parte superior) y Vito Volterra (1860-
1940, parte inferior) desarrollaron en 1925, de manera independiente, el
modelo depredador-presa. En la gréfica se ilustran las trayectorias.

Entonces
r1log % — b1 (Ny — Nog) = ba(Ny — Nyg) — rolog %
20 10
y asi
Ny' Ny* — b1 (N2=Nag) b2(N1~N1o)
N Nig ’

donde N;(0) = Nyg y N2(0) = Ny son las poblaciones iniciales de
presas y depredadores respectivamente. A través de cada punto Py =
(N0, Nog) del primer cuadrante, obtenemos una curva de la familia

e NN = PPt N NG (8)

NaoNig
donde @ =
eb1N20+b2N1g

son las trayectorias del modelo de Lotka-Volterra (@ y son las que se
ilustran en la figura 3] El plano Ny N, se llama plano fase. Para descri-

bir la forma de las trayectorias consideremos los signos de las derivadas
Ny, = dd% y Ny = % en las cuatro regiones I, II, IIT y IV en las que

el primer cuadrante se divide al considerar las lineas rectas Ny = 32 y

es una constante. Estas curvas en el plano N; Ny

Ny = % Los signos de N; v N, en estas cuatro regiones los obtene-
mos de (@ Supongamos primero que el punto inicial Py = (Nyg, Nog)
se encuentra en la region I. En esta regién N; es decreciente y Ny es
creciente, de forma que el punto se movera en direccién contraria a las
manecillas del reloj al transcurrir el tiempo hasta que alcance el punto
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As,, donde N, = j—%ﬁ = 0, por lo que la tangente a la trayectoria en Aj
es paralela al eje N;. Una vez en la regién II, tanto N; como N, son
decrecientes y el punto continia moviéndose en direccion contraria a
las manecillas del reloj hasta que alcanza el punto As donde N, = j%
estd indefinida y por lo tanto la tangente a la trayectoria en As es pa-
ralela al eje N,. Similarmente, en la region 111, N; es creciente mientras
que N, es decreciente hasta el punto Ay, v en la region IV tanto N
como N, son crecientes hasta el punto A;. Todas las trayectorias son
entonces descritas por un movimiento en direccion contraria a las ma-
necillas del reloj y se acumulan alrededor de los ejes ya que se acercan a
ellos pero nunca son incidentes. Podemos entonces confirmar que todas

las soluciones de (]% van a ser orbitas periddicas cerradas alrededor del

punto P* = <g—§, % .

Observaciéon 2.1. Cambiar las tasas per capita de nacimiento y muer-
te tiene unicamente el efecto de cambiar el periodo de la oscilacion, i.
e. ninguna de las dos poblaciones sera dominante y tampoco hay po-
sibilidad de que ninguna de las dos se extinga, de forma que tanto las
presas como los depredadores coexisten juntos.

Definicion 2.1. Consideremos un sistema autonomo de ecuaciones di-
ferenciales de primer orden

dNy
SN RN, N
dt .fl( 1, 2)
dN- )
2
T2 BN, N
dt f2( 1 2)
1. Un punto de equilibrio ocurre cuando Ni(t) y No(t) son constantes,

de forma que % =0y % = 0. En un punto de equilibrio decimos

que el sistema esta en reposo. Los puntos de equilibrio se conocen
también como puntos estacionarios, o puntos singulares, o puntos
criticos o puntos de reposo.

2. Un punto de equilibrio (N7, N5) es localmente asintdticamente es-
table si la respuesta a una pequena perturbacion tiende a cero
cuando el tiempo tiende a infinito, o mas precisamente, si

lim Ny(t) = Ny 'y lim No(t) = N;
t—o0 t—o0

siempre y cuando (N (t), No(t)) comience en valores iniciales Py =
(N1(0), N2(0)) = (N1g, Nog) suficientemente cercanos al punto de
equilibrio (N7, N5). Los puntos de equilibrio localmente asintéti-
camente estables se conocen también como pozos o atractores. Al
conjunto de todos los valores iniciales (Nyg, Nyg) cuyas trayectorias
convergen a un atractor se le llama el dominio de atraccion.
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3. Un punto de equilibrio (Ny, NJ) es estable, pero no localmente
asintoticamente estable, si la respuesta a una pequena perturba-
cion es pequena pero no tiende a cero cuando el tiempo tiende
a infinito. En este caso, el punto de equilibrio se llama centro.
En este caso la solucion regresaré a la condicién inicial en forma
periédica, de tal manera que su trayectoria es una curva cerrada
alrededor del punto de equilibrio, por lo que es llamada ciclo.

4. Un punto de equilibrio es inestable si condiciones iniciales (cer-
ca del punto de equilibrio) producen soluciones que se alejan del
punto de equilibrio al transcurrir el tiempo. Cerca de un punto
de equilibrio inestable, pequenas perturbaciones a condiciones ini-
ciales tienden a afectar drasticamente las soluciones. Los punto de
equilibrio inestables se conocen también como fuentes o repulsores.

Observacion 2.2. El sistema @ tiene dos puntos de equilibrio, a
saber,

ro T
0= P=(= —=].

De la discusion anterior deducimos que el punto de equilibrio 0 del
sistema @ es inestable y que el punto de equilibrio P* es estable (pero
no localmente asintéticamente) y es un centro.

3. Ecuacion secular (o caracteristica) y estabilidad
local

En esta seccién abordaremos el problema de determinar por medio de
la ecuacion secular la estabilidad local de un sistema. Consideremos
nuevamente el modelo auténomo @ y supongamos que tiene un punto
de equilibrio en (N1, N), de forma que

fl(NlaNﬂ:O Yy f2(N1,N2):O- (10)

Para analizar la estabilidad lineal del modelo (9) en (N1, N,) sustitui-
mos Ny (t) = Ny+uy(t) y No(t) = Naotuy(t) en (9)), donde 0 < uy(t) < 1
(con i = 1,2), considerando asi una pequena perturbacién. Usando la
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expansion en serie de Taylor obtenemos

d
;;1 = fi (N1 +u1, Na + uy)

L B )
= A (N0 ) ( aN, " aN, > SN M)l (v, )

L R R +
5 ulg—Nl UQa_]VQ 1\4V1, 4V2 (N17N2)

d — _
%:fz (N1+U1,N2+U2)

. 0 0
= fo (N1>N2) + (Ula—Nl + u28N > f2(N1,N2)’(N17N2)

1 ) o\’ NN
o\ e, T ey, ) POVl ) £

Usando y linealizando (ya que wuy(t) y us(t) son muy pequenas),
obtenemos

% _ dfr df1 @ _ af2 Ofa

= Ul— + U2 + Uo

— = 11
dt 8N1 8N2 Y dt a]\/vl aNQ ( )

donde % (con i,j = 1,2) denota los valores de 2 i Ii en el punto de

equ111br10 (N 1, N3). Consideraremos la solucién en la forma
= Ale’\t y Ug = A2€)\t. (12)

Observamos que u; y us no se anulan simultaneamente ya que hemos
realmente generado una perturbacién. Sustituyendo u; y us en en
y simplificando llegamos a

<)\— ail)Al o Ay =0
8N1 ONQ

dfa 3f2>
A A — Ay =0,
ON 1+( ON, )

1 2
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(a) Nodo estable (b) Nodo inestable

Figura 4. Cuando las raices de la ecuacién caracteristica son reales y tienen
el mismo signo (caso 1), entonces el punto de equilibrio es estable o inesta-
ble, ya sea que el signo de las raices sea negativo o positivo respectivamente.

o bien, en forma matricial,

\_Oh Oh

8N1 8N2 Al 0

_ Ok - Db Az 0
8N1 8]\/72

Ya que u; y us no se anulan simultdneamente, lo mismo ocurre con A;
y As, de forma que

oA oh
8N1 8N2

=0
of N
oV, N,

y por lo tanto
v (2 OBy (280 0ADEY gy
ON; ON, ON1ONy; ONyON,
Esta ecuacion se conoce como la ecuacion secular (o caracteristica). Es

una ecuacion cuadratica en A y por lo tanto tiene dos soluciones Ay y
Ao. La solucién general la podemos entonces escribir como

U1<t) = a1€A1t+a2€>\2t

(14)
A1t Aot

U,Q(t) = ase + age
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4

(a) Punto silla (b) Centro

Figura 5. (a) Si las raices de la ecuacién caracteristica son reales y tienen
signos contrarios (caso 2), entonces el punto de equilibrio es un punto si-
lla. (b) Si las raices de la ecuacién caracteristica son imaginarias (caso 4),
entonces el punto de equilibrio es un centro.

donde a; € ER (con i = 1,...,4). Usando Ni(t) = Ny + w(t) y
Ny(t) = No + us(t) junto con , obtenemos los siguientes casos:

Caso 1: Nopo. Las raices A\; y Ay de la ecuacién caracteristica (|13)

son reales y tienen el mismo signo. En este caso el punto de equi-
librio (N1, N3) se clasifica como nodo (o punto nodal). Hay dos
subcasos:

e Estable. Si A\, Ay < 0, entonces el punto de equilibrio (N1, N»)
es un nodo estable. En este caso ui(t) — 0y ug(t) — 0 cuando
t — oo y por lo tanto Ni(t) — Ny No(t) — Ny cuando t — oo
(ver figura [dla).

e Inestable. Si \;, Ay > 0, entonces el punto de equilibrio (N, Ny)
es un nodo inestable. En este caso uy(t) — 0oy us(t) — oo cuando
t — oo y por lo tanto Ny(t) — ooy Na(t) — oo cuando t — o0
(ver figura [4b).

Caso 2: PUNTO SILLA. Las raices A\; y \s de la ecuacién caracteristica

son reales y de signos diferentes. En este caso el punto de
equilibrio (N1, Ny) se clasifica como punto silla. Ahora u(t) —
00 y ug(t) — oo cuando t — oo y por lo tanto Ni(t) — ooy
Ny(t) — oo cuando t — oo. De forma que (N, N3) es inestable

(ver figura [fla).

Caso 3: Foco. Las raices A\; y Ay de la ecuacién caracteristica (|13)

son numeros complejos conjugados con parte real no nula. En este
caso el punto de equilibrio (N, N3) se clasifica como foco (o punto
focal). Cerca del punto focal la las trayectorias que corresponden
a las soluciones se comportan como espirales.
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(a) Foco estable (b) Foco inestable

Figura 6. Cuando las raices de la ecuacidn caracteristica son nimeros com-
plejos conjugados con parte real no nula (Caso 3), entonces el punto de
equilibrio es un foco. (a) Si las partes reales de las raices son negativas, en-
tonces el foco es estable. (b) Si las partes reales de las raices son positivas,
entonces el foco es inestable.

e Estable. Si las partes reales de A\; y Ay son ambas negativas,
entonces el punto focal (N1, N) es estable y las trayectorias de las
soluciones son espirales que tienden hacia el punto de equilibrio
(N1, N3) cuando t — oo (ver figura @.a).

e Inestable. Si las partes reales de A\; y Ay son ambas positivas,
entonces el punto focal (N1, N,) es inestable y las trayectorias de
las soluciones son espirales que tienden a alejarse del punto de
equilibrio (N, N3) cuando ¢ — oo (ver figura [6lb).

Caso 4: CENTRO. Las raices \; y Ay de la ecuacion caracteristica
son numeros imaginarios. En este caso las trayectorias de las so-
luciones alrededor del punto de equilibrio (N, N3) son curvas ce-
rradas que corresponden a soluciones periddicas de la ecuacion di-
ferencial lineal . En este caso el punto de equilibrio (N1, N»)
se clasifica como centro (o punto vdrtice) y se ilustra en la figura
Blb. Observemos que el centro es un punto de equilibrio estable,
pero no localmente asintéticamente estable.

4. Estabilidad local (o lineal) del modelo de Lotka-
Volterra

Sabemos que el modelo de Lotka-Volterra (@ tiene dos puntos de equi-

librio, a saber 0 = (0,0) y P* = (Z—z, %) Sean

fi(N1,N3) = riN1—=biN1Ny v fo(N1, Na) = —raNo+by N1 Ny (15)
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donde r;,b; > 0 (con i = 1,2) son constantes positivas. Entonces

0 0
a—]{i =T — blNQ a—]{é = —b1N1
(16)
ofr _ ofr _
aNl = b2N2 aNQ = T+ bQNl-

Analicemos ahora los dos puntos de equilibrio susituyendolos en ((16)).

I. Punto de equilibrio (0,0). En este caso tenemos

o), 0h o5 s
ON, b ON, " ON, " ON,

= —Ta. (17)
(0,0)

(0,0) (0,0) (0,0)

Por lo tanto la ecuacién caracteristica es (usando ([13)))

/\2—(7“1—’/’2))\—’/’17"2:0 — (/\—T1>(/\+T2>:O
—— A= ry, —To.
Observamos entonces que las raices de la ecuacién caracteristica son

reales y tienen signos opuestos (caso 2), y por lo tanto el punto de
equilibrio (0,0) es inestable, es un punto silla.

II. Punto de equilibrio P* = (’”2 ﬂ). En este caso tenemos

by by
Oh| _o o) _ bire OR) b Of2) g
ONi|p. ~ 7 ONa|p. T by ONi|p b1 ONa|p

Por lo tanto la ecuacién caracteristica es (usando ([13]))

Mirr,=0 = \=d=£i\/rir; (dondei=+/—1).

Entonces el punto de equilibrio P* es estable pero no asintéticamente
estable, es un centro (caso 4).

Concluimos de la discusién anterior que el punto de equilibrio «interno»,
o de coexistencia, del modelo de Lotka-Volterra @, es decir P* =

<Z—§, %) , o es asintéticamente estable. La ausencia de estabilidad asintéti-

ca de este punto de equilibrio indica que el sistema de Lotka-Volterra
no posee un mecanismo para mantener un estado de coeristencia es-
table. Desde el punto de vista ecoldgico, la causa detrds de ésto es la
ausencia del concepto de capacidad de carga del habitat para la especie
de presas (es decir, la ausencia de competencia intraespecifica dentro
en el habitat para la especie de presas). Desde el punto de vista de la

teoria de la estabilidad, el estado estable no trivial (2—5, %) es un estado

de equilibrio neutral.
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5. Estabilizacion de sistemas depredador-presa
introduciendo competencia intraespecifica en la
especie de presas

Introducir competencia intraespecifica en la especie de presas dentro
del modelo de Lotka-Volterra nos lleva al siguiente sistema:

dN
d_tl = TlNl—ﬁNlNz—’Yle
(19)
dN.
d_t2 = —1roNy + KBN1 Ny

donde el término yNZ corresponde a la competencia intraespecifica en
el habitat para la especie de presas. Es entonces claro que en ausencia
de depredadores, el valor limite de la poblacion de la especie de presas
es Ny = %1 Veremos ahora que el sistema tiene un unico punto

de equilibrio interno N* = (N7, N;), donde Ny = 2 y Nj = ”’f%

El suponer la condiciéon natural ]\71 > Ny, es decir, %1 > ;—;, nos lleva
a que Ny > 0y por lo tanto existird el punto de equilibrio (N7, N3)
de coexistencia (o interno). El sistema tiene otros dos puntos de
equilibrio, a saber (0,0) y %1, 0 ), mismos que también analizaremos a

continuacion.

El modelo es conocido como el modelo logistico de Lotka-Volterra
de un sistema depredador-presa, o también como modelo amortiguado
de Lotka-Volterra de un sistema depredador-presa.

5.1 Analisis de estabilidad lineal del modelo logistico de Lotka-
Volterra

Para el analisis de la estabilidad lineal consideremos

91(N1, No) = riNy—BNiNo—yN} 'y g2(Ni, No) = —raNo+£BN1 No,

de forma que

o1 o1
— =1r; — BNy — 2vN — = —(ON
8N1 1 ﬁ 2 YV, 3N2 5 1
892 892
=2 = kBN LA N,
ON, KB Na, aN, ro + kBN,
I. Punto de equilibrio (0,0). En este caso
g1 _ I . 092 . 092 -,
revs — 11, anr ) anr 9 anr 29
ON (0,0) ON2 (0,0) ON (0,0) ON; (0,0)
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de forma que la ecuacién caracteristica es (usando la ecuacién ((13))
/\2—(7’1—7"2))\—7"17“2:0 — )\:T’l,—’/’g.
Asi, el punto de equilibrio (0,0) es inestable, es un punto silla (caso 2).

II. Punto de equilibrio N = %1, 0). En este caso

og | , dgr |  mf Og| dga | KB — T2y
At — —I'1y FA7 — T T s anar — Yy -

8]\71 N 8N2 N Y 8N1 N 8N2 N Y

de forma que la ecuacién caracteristica es (usando la ecuacién ((13))

2 (—m L KB - rﬂ) \_ kB —r27)
Y g

Y

=0

y por lo tanto
K/ﬁrl — o7y (

A=—-r (<0),
1 (<0) >

> 0).

Asi, el punto de equilibrio (%, O) es inestable, es un punto silla (caso

2).
ITI. Punto de equilibrio N* = (N, NJ). En este caso

o dg1

8]\71 N+ fy 1> aN2 N 6 1>
g Jga

ZR1 kBN L -

6N1 N* Iiﬁ 2 aN2 N* ’

de forma que la ecuacién caracteristica es (usando la ecuacién ((13))
N+ YN+ kBZNFN; =0

y asi
1 . % * \Tk
A= (—9Ni £ VA), donde A =5(N)? — 4kFNI NG,

Por lo tanto, o bien las dos raices de la ecuacion secular son reales y
negativas (caso 1, nodo estable), o son complejas conjugadas con parte
real negativa (caso 3, foco estable). Por lo tanto el punto de equilibrio
(N7, NJ) es localmente asintdticamente estable.

5.2 Estabilidad global

Atn queda la siguiente pregunta: ;toda trayectoria que inicia dentro del
primer cuadrante positivo eventualmente llega al estado de equilibrio
de coexistencia N* = (N, N5)? Una respuesta afirmativa implicarfa la
estabilidad asintotica global de N*.

Para buscar la respuesta a esta pregunta enunciemos el siguiente:
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Teorema 5.1 (Estabilidad de Lyapunov). Consideremos el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

d.’L'Z' .
o = fi(z1,29,...,2,), 1=1,2,....n (20)
y supongamos que tiene un punto de equilibrio en (T1,Ta, ..., Ty). Su-
pongamos ademds que existe una funcion diferenciable v(xy, o, ..., xy)
que satisfaga las siguientes condiciones:
1. v(xy, 29, ..., x,) tiene un minimo estricto en (Ty,Ta,...,Tn), €S
decir,v >0 yv=0parax; =o;, 1 =1,2,...,n.

2. La deriwada de v a lo largo de las curvas integrales de (@) satisface

dv " Ov dx; "L Ov
. =Y Lh<o
dt i1 8:1:1 dt i1 8112

y fuera de una vecindad arbitrariamente pequena de (T1,Ta, . . .,
= dv
T,) ocurre que % < 0.

Entonces el punto de equilibrio (T1, T, . ..,T,) es globalmente asintéti-
camente estable. La funcion v(xq,xs, ..., x,) se conoce como la funcién
de Lyapunov.

Ahora enunciemos y probemos una desigualdad que nos sera de uti-

lidad.

Proposicién 5.2. z —log(z) — 1 > 0 para toda z > 0 y la igualdad
ocurre sty solo si z = 1.

Demostracién. Sea w = z — log(z) — 1, de forma que %¢ = 1 — 1.
Si 0 < z < 1, entonces Z—Z < 0, por lo tanto w es decreciente y en

consecuencia w = z —logz —1 >1—1logl —1=0. Si z > 1, entonces
Cfi—lzv > 0, por lo tanto w es creciente y en consecuencia w = z — log(z) —
1>1—1log(l)—1=0. O

En virtud del teorema de Lyapunov y la desigualdad de la proposicién
[b.2] definimos la funcién

N N N [ N. N
L(Ny, N») = Nt <Fi—logN1 - 1) + ; <Ni —logNi — 1) :
1 1 2 2
(21)

de forma que L(Nj, N3) > 0 en el cuadrante positivo del plano Ny Ny
y L(N1, N2) = 0 unicamente en (N, Ny). También tenemos que, por
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(TR
dL 9L dN N AL dN,
dt 0N, dt ~ ON, dt

N*
= (1 — Nl) (TlNl — /BNlNQ — ’)/N12)
1

1 NS
+ E (1 — NQZ) (-TQNQ + K}ﬁNlNQ)

y por lo tanto

dL N, .
T —yNY + - (kBN —132)
+ (r1+ N} = BN3) Ny = riNj + N5, (22)
Ya que

,
ri— BN =N =0, —ra+KBNT =0, —nN; + =Ny = = (N2,

de (22) obtenemos

dL 9
— = (N =NH*"<O0
dt ’Y( 1 1) >

y fuera de una vecindad arbitrariamente pequena de (N, NJ) tenemos
ij—f < 0. Entonces la funcién L(N7, Ny) dada por 1) es la funcién de
Lyapunov y el estado de equilibrio de coexistencia (N7, N3) es global-
mente asintéticamente estable.

6. Respuesta funcional de los depredadores en las
presas

De la primera ecuacién en observamos que el nimero de pre-
sas «devoradas» por los depredadores por unidad de tiempo es [SIV;.
Aqui ¢(N7) = BNy se conoce como la respuesta funcional de los depre-
dadores sobre las presas, o también respuesta funcional de Volterra, o
bien respuesta funcional de Holling tipo I. Asi, la respuesta funcional de
Holling tipo I supone que los depredadores estan siempre hambrientos
y que un depredador comerd mas presas si estas ultimas se encuentran
disponibles.

Una respuesta funcional de depredadores realista tomara en cuenta
el que los depredadores queden satisfechos. Después de todo, ;cudntos
conejos se puede comer un zorro? Al aumentar la poblacién de presas,
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(a) Buscando la presa (b) Manipulando la presa

Figura 7. La respuesta funcional del depredador sobre la presa estd deter-
minada por dos acciones: (a) bdsqueda y (b) manipulacién de la presa.

el nimero de presas devoradas por un depredador aumenta en una
tasa decreciente. Para obtener una respuesta matemaética razonable,
hagamos el siguiente analisis:

e La depredacién involucra dos actividades:
1. Buscar la presa (ver figura[7]a).
2. Manipular la presa (ver figura mb) El tiempo de manipulacién
se refiere al tiempo que le toma al zorro perseguir, capturar y
comer al conejo.
e El tiempo total disponible para la depredacion es 7.
e N, es el nimero total de presas (i. e. el tamano de la poblacién de
presas).
e I/ es el nimero de presas capturadas por un depredador por unidad
de tiempo.
e T}, es el tiempo que toma un depredador en manipular a una presa.
o T'— VT es el tiempo de busqueda de presas que utiliza un depre-
dador.
e I/ es proporcional al nimero total de presas y al tiempo total de
bisqueda, por lo que V' = ¢Ny(T'—VT}), donde ¢ es una constante,
y entonces
TNy
1+ (T,Ny
Asi, una respuesta funcional de los depredadores sobre las presas mas
realista es
BN,

dj(Nl) - Oé—i—]\fl7

donde «, 8 > 0 son constantes positivas. La funcién ¢ se conoce como
respuesta funcional de Holling tipo II y su gréfica se ilustra en la figura
3l

Ahora ¢(N;) — 8 cuando N; — oo y entonces el consumo no puede
ser arbitrariamente grande (en contraste con el tipo I). Observemos que

V=
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- Nl
Figura 8. Gréafica de la respuesta funcional de Holling tipo II.

() = g A « se le llama la constante de saturacion media. Notemos
que si el tiempo total disponible para depredacion se usa tunicamente
en busqueda (i. e. T}, = 0), entonces obtenemos la respuesta tipo I.

Si incorporamos la respuesta funcional de Holling tipo II en el modelo
logistico de Lotka-Volterra, obtenemos

dN, N (1 Ny BN1N;
JE— — r - —
dt ! K a+ N,
(23)
dN, cBN1 Ny
=2 o N, + 2
dt 2+ a+ N,

Este modelo se conoce como sistema depredador-presa dependiente de
presa.

Si en lugar de utilizar ¥ (N;) usamos v <%) = aJ\iTNl como res-

puesta funcional de los depredadores sobre las presas dentro del modelo
logistico de Lotka-Volterra, entonces obtenemos

AN, N BN,
TN Ny (1= Ay e
dt K O{NQ + Nl
(24)
dNy cBN1 N,y
&2 N, S22
dt 2+ OéNQ + N17

donde ¥ = %2 = 0 en (N;, N2) = (0,0). Este modelo se conoce como
sistema depredador—presa dependiente de razon.
La respuesta funcional de Holling tipo III es una generalizacién de

la tipo II, y es de la forma
BNY
o+ NF’

la cual no se deduce facilmente de separar las acciones de bisqueda y
manipulacién de presas. Su motivacion supone que existe un proceso de

@D(Nl) =
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aprendizaje en los depredadores, dando como resultado un crecimiento
de la tasa de descubrimiento de presas al incrementar la ocurrencia de
encuentros previos de los depredadores con las presas, ya que a mayor
densidad de presas, mayor el nimero de encuentros previos.

Las respuestas funcionales de Holling tipos I, II y III son todas
monotonas en el primer cuadrante. Por lo tanto, la tasa de consumo
de presas por depredador se incrementa al aumentar la poblacion de
presas. Sin embargo, se ha observado y hay evidencia experimental
que indica que esta situacién no necesariamente ocurre, por ejemplo
en el caso de defensa grupal en dindmica de poblaciones, término que
se utiliza para describir el fenémeno en el que el acto de depredacién
disminuye o incluso desaparece debido a la creciente habilidad de las
presas de defenderse u ocultarse cuando se encuentran agrupadas en
grandes cantidades. Por ejemplo, es mas complicado para un depreda-
dor de insectos identificar a un individuo particular en un enjambre.
Para modelar este efecto, J. F. Andrews (1968) sugiri6 la funcion

BN
o+ yNy + N?

¢(N1) =

llamada respuesta funcional de Holling tipo IV.

7. Ciclos limite y bifurcacién de Hopf

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

d
d—x = y—ex(z®+y*—1)
t (25)

d
d—i{ = —z—eyl@®*+y*—1)

con € un parametro escalar. Este sistema se deduce al hacer x = r cos 6
y y = rsenf, de forma que £ =7 cosf —rfsenf y y = r1rsenf+rfcosb.
Sustituyendo en obtenemos

icosf —rfsend = rsenfd —er(r? —1)cosf (26)

Fsenf +rfcos = —rcos — er(r’ —1)senf (27)
y observamos que

(26) x cos@ + (27) x sen 6 = 7= —er(r? —1)

(26) x (—senf) + (27) x cosf = r = —r,
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de forma que en coordenadas polares es

ro= —er(r*—1)
. (28)
0 = —1.

Las funciones r(t) = 1y 6(t) = —t son soluciones de (28]) y por lo

tanto el circulo r = 1 es una drbita cerrada. Suponiendo que € > 0, si
0 < r < 1, entonces 7 > 0, por lo tanto (0,0) es inestable. Por otro
lado, si r > 1, entonces 7 < 0, de forma que la o6rbita cerrada r = 1, es
decir 22 +y? = 1, es estable. Por lo tanto toda trayectoria que resuelva
el sistema (25) tiende al circulo 22 + y* = 1, el cual se denomina ciclo
limite del sistema (25).

Definicién 7.1. Una trayectoria cerrada de un sistema dinamico es una
orbita. Diremos que el movimiento a lo largo de una érbita es periodico.
Un ciclo limite (o atractor) es una 6rbita tal que cualquier trayectoria
que empiece en un punto cercano a ella converge a ella cuando t — oo.
Un ciclo origen (o repulsor) es una Orbita cuyas trayectorias vecinas
divergen de ella.

De acuerdo a la teoria general de sistemas dindmicos, una orbita que
no forme parte de una familia de 6rbitas concéntricas debe de ser o bien
un ciclo limite o un ciclo origen. Un ciclo origen de un sistema dindmico
invertible es un ciclo limite del sistema dindmico a tiempo reversible,
y viceversa. Como instancia notemos que si € < 0, entonces el circulo
unitario #2 + y? = 1 se vuelve un ciclo origen para el sistema (25)).

La ecuacién secular del sistema es

A2_(af1+af2)A+<af1 o _0f (%):0’

9r | Oy dr dy Oy Ox

donde
flzy)=y—e(@®+y* =1) vy folz,y) = —z —ey(a® + ¢y = 1),
por lo que

0 0

a—J;l = —e(3r* +¢* — 1) a—J;Q = —e(2® +3y° — 1)

0 0

8—];1:1—26203/ a—f:—l—Qexy.
Consideremos la posicién de equilibrio (0,0). En este punto la ecuacién
secular es A2 — 2eXA + €2+ 1 =0, o lo que es lo mismo, (A — €)? = —1,

de forma que A\ = € £ i. Por lo tanto, para € = 0, el punto (0,0) es un
centro. Por otro lado, si € > 0, entonces (0,0) es inestable y si € < 0,
entonces (0,0) es estable. En este caso decimos que una bifurcacion de
Hopf ocurre en e = 0.
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Una bifurcacion de Hopf esta caracterizada por el cambio en la esta-
bilidad de un punto de equilibrio (o punto critico) junto con la creacién
de un ciclo limite.

8. Bifurcacién de Hopf en el sistema depredador-
presa dependiente de presa

Podemos escribir al sistema en la forma equivalente

dX X XY

— = rX(1—-—= —ﬂ , X(0) >0,

dt K a+ X (29
ay cfXY

— = —dY +—— Y

dt + a+ X’ (0)>0,

donde X (t) y Y () denotan la densidad al tiempo ¢ de presas y depreda-
dores respectivamente, r, K y d son constantes positivas que represen-
tan la tasa per capita de crecimiento intrinseca de presas, la capacidad
de carga de las presas, y la tasa per capita de muerte de los depredado-
res respectivamente, y o, # vy ¢ son constantes positivas que representan
la constante de saturaciéon media de captura, la tasa de captura y la
tasa de conversién respectivamente.

8.1 Equilibrio

El sistema posee tres puntos de equilibrio: Ey = (0,0) es trivial
y E1 = (K,0) es el unico equilibrio axial. El punto de equilibrio en el
interior es £* = (X*,Y™*), donde

., od . rca(Kef — Kd— ad)
“f—-d 7 - K(ch—d?
y cuya existencia ocurre cuando se satisface la condicion
K(cf —d) > ad. (30)

Esta desigualdad implica que el beneficio maximo para los depredadores
a partir de la interaccién con las presas (¢f3) debe ser mayor que 1 +
(a/ K) veces la tasa per cépita de muerte de los depredadores (d) para
asegurar la existencia del punto de equilibrio interno E* = (X*,Y™),
donde K y « son la capacidad de carga de las presas y la constante
media de saturacion respectivamente.

8.2 Anadlisis de estabilidad y bifurcacién

Procedamos ahora al andlisis de la estabilidad de las ecuaciones di-
ferenciales (29) que gobiernan la evolucién del sistema. Las matrices
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variacionales que corresponden a Fy y E; estan dadas por

V(Ep) = (6 _Od)

—p _ BK
y V(El) = ( 0 K(C,Bti—cil—)liocd ) :
a+K
Claramente Ej es inestable y si E* = (X* Y™*) existe, entonces E; es
inestable.
Ahora consideremos la estabilidad del mas interesante de los puntos
de equilibrio positivos (equilibrio interno), E* = (X*,Y*). La matriz
variacional en E* = (X*, Y*) estd dada por

2r Vv x afY* BX*

* r— _X - o *)2 _Oé *

V(E*) = LRPUNCLES SX : (31)
(a+X*)?

Teorema 8.1. Si existe E* = (X*,Y*) con K(cf —d) < a(cf + d),
entonces E* es localmente asintdticamente estable.

Demostracion. La ecuacion caracteristica para la matriz variacional
V(E*) (dada por (31))) es
)\2_A1)\+A2 :0,
donde
X*Y* 2X*Y*
A= Loy BXY caf XY™
K (a4 X*)2 (a4 X*)3
Claramente, si A; < 0, entonces E* = (X*,Y*) es localmente asint6ti-
camente estable. Ya que A; < 0,

Ay = > 0.

r pgY™
—— 4+ ——= <0
K i (a4 X*)?
y por lo tanto
KpY™* -
— <
(v + X*)?
Entonces
r(Kef — Kd — ad)
<,
caf
lo que implica
K(cf—d) < a(cf+d),
y esto demuestra el teorema. O

Ahora demostraremos que, bajo las condiciones anteriores, E* =
(X*,Y™*) es un atractor global en el plano XY positivo.

Teorema 8.2. Si E* = (X*,Y*) es localmente asintdticamente estable,
entonces es globalmente estable en el interior del primer cuadrante.
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Demostracion. Procedamos por contradiccién. Supongamos que existe
una 6rbita periddica I' = (X (¢),Y (t)), 0 < t < T, la cual determina
una regién €2. La matriz variacional V' alrededor de la érbita periddica

es . ix
vl X - arx
- cafY —d+ cBX .
(atX)? ot X/ x=X(1), Y=Y (t)
Calculamos
r 2r aBY (t) cBX(t)
A = ——X{t)— ———L— —d+ ——| dt.
| [ X G x@p +a+X(t>]

Se sigue de las ecuaciones que

r cBX(t)
—d+ ———= | dt =0.
[ (e 5e)
Por lo tanto,

A= /OT {7’— 2—I§X(t) S {1 - %H dt (por (B9)).

a+ X(t)
Sea ) ¥
r ro
X)=r——=X— 1-— .
JX)=r-gX-03% ( K)
Entonces
2r ro X
X)) = r—=X"- 1-—
JX == at X+ ( K)
,
= K(cf —d)— d 0
o (B — d) —alcB + )} <
ya que E* = (X*,Y") es localmente asintéticamente estable. Ahora
bien,

A:/f
=/{f rxears [ g0

Después de hacer algunos célculos obtenemos

[ LX) - Xt

[ caﬁK{2a+X)(a+X )—a(a—i—K)}} %dY

1
/Q( CaﬁK> Ydi( {2(a+ X)(a+ X7)
—a(a+ K) }dXdY

:/Q< CaﬂK) —{2(a 4+ Y*)}dXdY < 0.
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Por lo tanto A < 0 y entonces la érbita periddica I' es orbitalmente
asintéticamente estable (Hale 1969). Ya que cualquier drbita periédica
es orbitalmente estable, existe un tnico ciclo limite. El teorema de
Poincaré-Bendixson implica que es imposible que un tnico ciclo limite
estable constituya un equilibrio estable, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto no existe un ciclo limite y £* = (X*,Y™) es globalmente
estable. O

La condicion para la estabilidad asintotica del punto de equilibrio

interno E* = (X*,Y*) implica que
K+« K+«

I d<cfB < o
esto significa que el beneficio maximo de los depredadores al interactuar
con las presas (¢f) deberfa estar en el intervalo (d(K + «)/K,d(K +
a)/(K —«)) para asi garantizar la estabilidad asintética (local y global)
del equilibrio interno E* = (X*,Y™*), donde K, a y d son la capacidad
de carga de las presas, la constante de saturaciéon media y la tasa per
capita de muerte de los depredadores respectivamente. Esta restriccion
sugiere un posible mecanismo de control para el sistema depredador-
presa.

En el siguiente teorema deducimos la condicion para la existencia de
soluciones periédicas cerca de E* = (X*,Y™*) que exhiben bifurcaciones
de Hopf de amplitud pequena.

d.

Teorema 8.3. 5%
a(cf +d)

cB—d’
entonces el sistema (@) posee una bifurcacion de Hopf cerca de E* =
(X*,Y™).

K=K"=

Demostracion. Si se satisface la condicién del teorema, entonces
dr K a(cf +d) o,
Kcp cf—d
cafB2X*Y*
2. det(V(E")) gegr = ———————= >0
et(V(E"))k=k arxy 0

A

3. si E* existe y E = FE, entonces la ecuacién caracteristica es
N+ [det V(E*)] g_gr = 0,

cuyas raices son puramente imaginarias, y
d r(cf —d)

4. — [trV(E)] oo = —————= £ 0.
Entonces se satisfacen todas las condiciones del teorema de bifurcacién
de Hopf (Murray 2004), por lo que existen soluciones periédicas cerca

de E* = (X*,Y"). O

1L tr(V(E")) k=g =
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Figura 9. En este ejemplo X(0) = 2, Y(0) = 1, r = 1.1, K = 1.2,
B =21 a =12 d=13yc= 22 (a) Retrato de fase del sistema
(29), el cual muestra que E* = (X*,Y*) = (0.47,0.53) es localmente
asintSticamente estable. (b) La curva sélida ilustra la poblacién de presas y
la curva punteada ilustra a la poblacién de depredadores. Ambas poblaciones
convergen a sus respectivos valores del estado de equilibrio en tiempo finito.

8.3 Simulacion numérica

Un estudio analitico siempre serd incompleto sin una verificacién
numérica de los resultados. Presentaremos ahora simulaciones por
computadora de algunas soluciones del sistema .

Escojamos la condicién inicial X(0) = 2 y Y(0) = 1, y los valo-
res de los pardmetros r = 1.1, K = 1.2, § =21, a =12, d = 1.3
y ¢ = 2.2. Entonces la condiciéon del teorema se satisfacen y
E* = (X*,Y*) = (0.47,0.53) es localmente asintticamente estable.
El retrato de fase se ilustra en la figura[9la. En este caso, las poblacio-
nes de presas y depredadores tienden a sus valores de equilibrio X* and
Y* respectivamente, al transcurrir el tiempo (ver figura |§|b)

Si ahora incrementamos el valor de K y dejamos fijos el resto de
los parametros, entonces, por el teorema hay un valor critico K =
K* =2.14 tal que E* = (X*,Y™) pierde su estabilidad cuando K pasa
a través de este valor critico. Para K = 2.58 > K™, observamos que
E* =(0.4699,0.7154) es inestable y hay una drbita periddica cerca de
E* (ver figura [10ja). Las oscilaciones de las poblaciones de presas y
depredadores al transcurrir el tiempo se ilustran en la figura [I0]b.
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0 50 100 150
t

(0)

Figura 10. Aqui todos los pardmetros son como en la figura [9] excepto
por K = 2.5 > K"*. (a) Retrato de fase del sistema que muestra
una Srbita periddica cerca de E* = (0.4699,0.7154). (b) Oscilaciones de
las poblaciones de presas y depredadores al transcurrir el tiempo (la curva
sélida representa la densidad de poblacién de presas y la curva punteada la
densidad de poblacién de depredadores).

9. Bifurcacién de Hopf en el sistema depredador-
presa dependiente de razon

Escribamos al sistema de la seccién €como

dX XY

— = X(a—bX)—c—,

dt mY + X (32)
day Y + fXYy

dt mY + X’

donde X (t) y Y (t) denotan las densidades de poblacién de presas y
depredadores al tiempo ¢ respectivamente. Aqui, a/b > 0 es la capaci-
dad de carga de las presas, d > 0 es la tasa per cdpita de muerte de
los depredadores y a, ¢, m y f son constantes positivas que represen-
tan la tasa de crecimiento intrinseco de las presas, la tasa de captura,
la constante de saturacién media de captura y la tasa de conversién
respectivamente.

El sistema no estd definido en el origen (0,0), por lo que ahora
supondremos que

dX dY
dt — dt

Ahora bien, se puede demostrar que el sistema es continuo y
satisface la condicion de Lipschitz en el primer cuadrante cerrado del

plano XY. Estamos interesados en el comportamiento dinamico del
sistema (32)) en el interior de este primer cuadrante.

X(0)>0, Y(0)>0, vy —0en (X,Y) = (0,0).
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El sistema siempre tiene los puntos de equilibrio en la frontera
Ey = (0,0) y £y = (a/b,0). En esta seccién estamos interesados en el
comportamiento del punto de equilibrio interno E* = (X*,Y™*), el cual
existe y es tnico si y solo si una de las siguientes dos condiciones se
satisface:

cd

c—ma

1. Si ¢ > ma, entonces d < f <
2. Si ¢ < ma, entonces f > d.

En ambos casos, X* y Y* estan dadas por

flam—c)+ed . (f—d){flam—c) +cd}
bmf ’ B bdf m? '

El sistema ($32) no puede ser linealizado directamente en Ey = (0, 0).
Un cambio dt = (mY + X)dr en la escala del tiempo transforma el
modelo en un sistema polinomial equivalente y entonces la esta-
bilidad de Ej se puede estudiar. Asi, siguiendo a Xiao y Ruan (2001),
observamos que si f > a+dy c—am — dm > 0, entonces Fy es un
atractor global del sistema ((32)).

La matriz variacional V' (E;) en F; esta dada por

—a —c
viea= (9 )

Por lo tanto E; es localmente asintéticamente estable (resp. inestable)
si f <d (resp. f > d). También, nuevamente siguiendo a Xiao y Ruan
(2001), es sencillo ver que si f < dy c—am —dm < 0, entonces E es
un atractor global, y si f < d con ¢ —am —dm > 0, entonces E; es un
atractor.

Para ver la estabilidad de E* = (X*,Y™*) tenemos el siguiente resul-
tado.

X" =

Teorema 9.1. Supongamos que E* existe y sea A = (c—am—dm) f?+
(mf—c)d®. Entonces E* es localmente asintéticamente estable si A > 0,
y en otro caso es inestable.

Demostracion. La matriz variacional en E* = (X*,Y™*) es

) —bX 4 XX
V(E ) = ( fm(;}*2 4 (fm;*y*)
Ty =X7)2 T rEx?

Es sencillo ver que la traza de V(E*) es
Xy
tr(V(E*)) = —bX*+(c— fm)——o
(v (E) o= fm)
(c—am —dm)f*+ (mf — c)d®

mf2 ’
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y su determinante es
bfmX*2Y*
La ecuacién caracteristica de V(E*) es
N+ PA+Q=0,

donde P = —tr(V(E*)) y Q = det(V(E*)). Ya que Q = det V(E*) > 0,
es claro que E* es localmente asintéticamente estable o bien inestable,
ya sea que P> 00 P <0. O]

det(V(E*)) = > 0.

El siguiente resultado proporciona un criterio para la existencia de
una bifurcacién de Hopf cerca de E* = (X*Y™).

Teorema 9.2. Supongamos que E* existe con ¢ —m(a+d) > 0 y que

—md?® + \/m2d* + 4cd?(c — am — dm)
2(c —am — dm)

fr=
Entonces una bifurcacion de Hopf ocurre en f = f* si 2c — mf* # 0.

Demostracion. Observamos que cada una de las siguientes condiciones
se satisface:

1. tr(V(E*))f:f* =0,
2. det(V(E*))f:f* > 0,
3. si B* existe con ¢ = c¢*, entonces la ecuacion caracteristica es

A+ det(V(E*)) =g = 0,

cuyas raices son puramente imaginarias, y

d (2¢c — mf*)d?
4, —tr(V(E*)) jopr = —2—2— £ (.
T r(V(E")) =y Py #
Por lo tanto se satisfacen las condiciones del teorema de bifurcacién de
Hopf (Murray 2004). O

Observacién 9.1. Cuando ocurre una bifurcacién de Hopf, existen
6rbitas periddicas de corta amplitud cerca de E* = (X*, V™).

9.1 Simulacion numérica

Ahora presentamos una simulaciéon computacional de algunas solucio-
nes del sistema determinista . Ademads de verificar los resultados
analiticos que hemos deducido, las soluciones numéricas son muy im-
portantes desde el punto de vista practico.

Escogemos X (0) = 0.6 y Y(0) = 0.4, y los pardmetro del sistema
los escogemos comoa = 1.1, 0 =0.7,c=2.1,m=1,d= 0.5y f = 0.79.
Entonces E* = (X*,Y*) = (0.4702,0.2727) y A = —0.0154 < 0. El
teorema [9.1| implica que E* es localmente asintéticamente estable. El
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Figura 11. Aquia=11,06=07,¢c¢=21, m=1,d=105, f=079y
(X(0),Y(0)) = (0.6,0.4). (a) Retrato de fase del sistema (32)). Claramente
es una espiral estable convergente a E* = (X*,Y™) = (0.4702,0.2727).
(b) La curva sélida ilustra la poblacién de presas y la punteada la poblacién
de depredadores. Ambas poblaciones convergen a los valores de estado de
equilibrio en tiempo finito.

05

L L L L L L L L L L L
0 05 1 1.5 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t

(a) ®)

Figura 12. (a) Retrato fase del sistema que ilustra una érbita periédica
cerca de E* = (X*,Y™) = (0.4233,0.2624) cuando los pardmetros son
como en la figura excepto por f = 0.81 > f*. (b) Oscilaciones de las
poblaciones de presas y depredadores al transcurrir el tiempo. (La curva
sélida representa la densidad de poblacidn de las presas y la punteada la de
los depredadores.)

retrato fase de esta solucién se ilustra en la figura [[1}a. Claramente la
solucién es una espiral estable que converge a E*. En la figura [I1]b se
ilustran las poblaciones de presas y depredadores que convergen a sus
valores de estados estables X* y Y* respectivamente, en tiempo finito.

Si gradualmente aumentamos el valor de la tasa de conversion f
(manteniendo fijos el resto de los pardmetros), se observa que el com-
portamiento del sistema cambia cuando f pasa a través del valor de
bifurcacién f* = 0.8048 (el cual se obtiene del teorema [9.2). Para
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f=0.81> f*, vemos que A = 0.0056 > 0, y por lo tanto, por el teore-
ma[0.1] E* = (X*,Y*) = (0.4233,0.2624) es inestable. El retrato de fa-
se correspondiente es una drbita periddica alrededor de E* = (X*,Y™)
(ver figura ). En este caso, las oscilaciones de las poblaciones de
presas y depredadores se ilustran en la figura [12]b.

Asi pues, al usar la tasa de conversién f como control, es posible
romper el comportamiento estable del sistema y llevarlo a un estado
inestable. Con este control también es posible mantener las poblaciones
dentro de ciertos niveles deseados.

10. Otras modificaciones

10.1 Efectos de retraso del tiempo

En la discusion anterior hemos supuesto que la tasa de cambio del ta-
mano de la poblacién dé\t“ depende tinicamente del tamano instantaneo
de la poblacién N;(t). Sin embargo, nos encontramos en la situacién en
la que % también depende de los tamanos de la poblacién en instantes
de tiempo anteriores, i. e. de N;(t — 7) con 7 > 0.

La respuesta de la tasa de crecimiento puede retrasarse debido a

diversas razones:

1. Periodo de maduracion (e. g. el periodo requerido para que una
larva se convierta en adulto).

2. Periodo de gestacién (e. g. el periodo necesario para que un de-
predador digiera una presa).

3. Etcétera.

Asi, podemos seguir modificando el modelo y obtener

dNy ~No(1- N\ BNiN,

a0 K) aN,+ N,

dN2 CﬁNl(t—T>

-2 = [ =d N

dt ( N aNy(t—7)+ Ny (t—7))
ANy _ AN _

con oL = 0 para (N1, N2) = (0,0) y con condiciones iniciales
Ni(0) = 61(0) y No(0) = ¢a(0) con ¢i(f) > 0 (con i = 1,2), y para
toda 6 € [—7,0], donde ¢;(#) son funciones continuas en 6 € [—7,0].
Para tener significado biolégico, suponemos también que ¢;(0) > 0 (con
i=1,2).

10.2 Ruido

Finalmente, podemos suponer que las fluctuaciones en el medio am-
biente se manifestaran principalmente como fluctuaciones tanto en el
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coeficiente de crecimiento intrinseco de las presas, r, como en la morta-
lidad de los depredadores, d, ya que estos son los pardmetros principales
sujetos al acoplamiento de depredador-presa en estos medios ambien-
tes. Entonces el comportamiento de en un ambiente aleatorio se
enmarcara en el contexto del siguiente modelo:

dNy r BN1 N,
= = / ——N)N _ PNt
d <r+771() KM TOTN,
dN2 C/BNlNQ
G2 (Ld 4 () Ny +
d (=d+m(t) N+~ =1,

donde los términos de perturbacién 1, (t) y n2(t) son ruidos coloreados
independientes (o procesos Ornstein-Uhlenbeck), que son ruidos realis-
tas. La esperanza matematica y la funcion de correlacién de los procesos
n;(t) estan dados por (n;(t)) =0, (n;(t1)n;(t2)) = €;0; exp(—=d;|t1 — t2])
(con j = 1,2), donde ¢; (> 0) y 6;' (> 0) son respectivamente la in-
tensidad y el tiempo de correlacién del ruido 7;(t) y (-) representa el
promedio en conjunto del proceso estocastico.

Si 67! — 0, entonces n;(t) — /2€;&;(t), donde &;(t) son variables
aleatorias independientes con distribucién normal estandar (esperanza
cero y varianza uno), i. e. ruido blanco caracterizado por (;(t)) =0y
(€;(t1)&;(t2)) = 0(t1 — t2) (con j = 1,2), donde §(t) es la funcién delta
de Dirac.
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