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Departamento de Matemáticas
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1. Introducción

Si preguntamos ((¿es 655 par o impar?)), la respuesta ((obvia)) debeŕıa de
ser ((es impar)). Esto ocurre porque nuestro cerebro está acostumbrado
a trabajar en el sistema decimal, en el cual 655 representa al número

6× 102 + 5× 101 + 5× 100. (1)

Cada d́ıgito, 6, 5, 5, tiene el valor indicado por la potencia de 10. El
d́ıgito 5 se usa dos veces, cada vez con un valor diferente. Por esto el
sistema decimal es lo que se llama un sistema de notación posicional.

Aunque estamos muy acostumbrados al sistema decimal, en realidad
no tiene nada de especial. Los números naturales se pueden representar
usando cualquier número natural b > 1 como base, siendo los d́ıgitos
0, 1, 2, . . . , b−1. Por ejemplo, en base 9, con d́ıgitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
el śımbolo 655 representa al número

6× 92 + 5× 91 + 5× 90, (2)

el cual, a su vez, tiene la representación 536 en base 10. Es decir, ¡655
en realidad representa, en base 9, a un número par!

Motivados por estas observaciones, el propósito de nuestro art́ıculo es
el formular un criterio que nos permita decidir la paridad de un número
simplemente examinando su representación en cualquier base. Pero an-
tes de emprender esto, necesitaremos responder a varias preguntas que
ya están insinuadas en esta introducción. Por ejemplo, habiendo usado
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las palabras número, número natural y representación de un número na-
tural, tenemos que explicar lo que ellas significan. Además, necesitamos
probar que la representación de un número natural en una base dada
siempre existe y es única y, finalmente, que la paridad de un número
natural es una caracteŕıstica intŕınseca del número, independiente de
su representación.

Digamos que una vez que hayamos establecido nuestro sistema numé-
rico, es decir los números naturales, todos los resultados serán enun-
ciados y probados dentro de este sistema, sin hacer referencia a ningún
otro.

Entonces, pongámonos a trabajar.

2. Números y numerales

En una colección de art́ıculos publicado en 1888 con el t́ıtulo Was sind
und was sollendie Zahlen? (Los números, ¿qué son y qué debeŕıan de
ser?), Richard Dedekind responde a la pregunta del t́ıtulo con gran lu-
cidez. Por ejemplo dice [2, p. 14] ((En la ciencia, nada que pueda ser
probado debe ser aceptado sin demostración. Aunque esta condición
pareceŕıa ser muy razonable no puedo decir que haya sido satisfecha en
los métodos, aún los más recientes, usados en la fundamentación de la
ciencia más simple, aquella parte de la lógica que se dedica a la teoŕıa
de números. Cuando hablo de la aritmética como parte de la lógica
quiero implicar que considero al concepto de número completamente
independiente de las nociones o intuiciones de espacio y tiempo, que
lo considero una consecuencia inmediata de las leyes del pensamiento.
Mi respuesta a los problemas sugeridos en el t́ıtulo de este art́ıculo es,
sucintamente, que los números son creaciones de la mente humana, que
sirven para concebir con más claridad las diferencias entre diversas co-
sas. Desde que nacemos, continuamente y de manera creciente, somos
llevados a relacionar unas cosas con otras y, por lo tanto, a usar la fa-
cultad de la mente de la que depende la creación de los números. . . Aśı
adquirimos una reserva de verdades aritméticas a las cuales nuestros
primeros maestros aluden como algo simple, obvio, guardado en nues-
tra consciencia interna. De esta manera ocurre que muchas nociones
muy complejas (por ejemplo la noción de cantidad) son consideradas,
incorrectamente, muy simples.))

Dedekind también dice [2, p. 2], ((Considero a la totalidad de la
aritmética como una consecuencia necesaria, o al menos natural, de
la acción aritmética más sencilla, el contar, que no es nada más que
la creación sucesiva de la serie infinita de los números positivos en la
cual cada individuo se define usando el que lo precede inmediatamente;
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la acción más simple es el pasar de un individuo ya formado al nuevo
individuo por formar. . . Sumar es combinar en una acción única repeti-
ciones arbitrarias de la acción más simple que acabamos de mencionar;
de la acción de sumar surge la multiplicación en una manera similar.))

Puesto que, espećıficamente, estamos interesados en los números lla-
mados naturales, su introducción formal nos lleva a considerar la obra
de Guiseppe Peano.

Inspirado en el trabajo de Dedekind, Peano incluyó nueve axiomas
en su libro Arithmetices principia, nova methodo exposita (Los princi-
pios de la aritmética presentados de una nueva manera) [3] publicado
en 1889. El primer axioma establece la existencia de por lo menos un
número natural, representado por el śımbolo 1, que más tarde es re-
emplazado con 0. Los siguientes cuatro axiomas introducen la noción
de igualdad como una relación reflexiva, simétrica y transitiva, y decla-
ran que los números natural son un conjunto cerrado con respecto a la
igualdad. Estos cuatro axiomas dejaron de ser inclúıdos cuando fueron
reconocidos como parte de la lógica en general en lugar de ser espećıfi-
cos de los números naturales. Los siguientes tres axiomas corresponden
a una operación S, llamada operación sucesora, que crea números na-
turales. El último axioma, el principio de inducción, asegura que todos
los números naturales son creados de esa manera. Dedekind ya hab́ıa
afirmado [2, p. 14] que uno de sus propósitos era el probar que ((la forma
de argumentar llamada inducción completa (o la inferencia de n + 1 a
partir de n) es realmente concluyente y que, por lo tanto, la definición
por inducción (o recursión) está determinada y es consistente.))

A continuación inclúımos una formulación moderna de la axiomática
de Peano, donde N indica los números naturales.

1. 0 ∈ N.
2. Existe una operación sucesora S tal que

1
def
= S (0) , 2

def
= S (S (0)) , 3

def
= S (S (S (0))) , . . .

3. La operación sucesora es inyectiva. Esto es, ningún número natural
puede ser el sucesor de dos números naturales.

4. No existe un número natural A tal que S (A) = 0. Es decir, 0 no
es el sucesor de ningún número natural.

5. (Principio de inducción) Sea K un subconjunto de N con las si-
guientes propiedades:
(a) 0 ∈ K.
(b) A ∈ K implica S (A) ∈ K.

Entonces, K = N.

Observemos que la elección de los śımbolos 0, 1, 2, 3, . . . se debe
a nuestra familiaridad con los numerales indoarábigos. En realidad,
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los números naturales son ∗, S (∗) , S (S (∗)) , S (S (S (∗))) , . . . donde
se puede reemplazar ∗ con absolutamente cualquier śımbolo.

A partir de los axiomas 1) a 5) la suma y la multiplicación se definen
recursivamente de la siguiente manera:

S1: A + 0 = A,
S2: A + S (B) = S (A + B) ,
M1: A · 0 = 0,
M2: A · S (B) = A + (A ·B).

Por ejemplo, si queremos calcular 4 + 3, usamos S1) y S2) de la
siguiente manera:

4 + 3 = S (S (S (S (0)))) + S (S (S (0))) = S (S (S (S (S (0)))) + S (S (0)))

= S (S (S (S (S (S (0)))) + S (0))) = S (S (S (S (S (S (S (0)))) + 0)))

= S (S (S (S (S (S (S (0))))))) = 7.

Una vez más, los śımbolos 4, 3 y 7 son simplemente elecciones conve-
nientes.

Similarmente, usando M1) y M2),

4 · 3 = 4 · S (2) = 4 + (4 · 2) = 4 + 4 + (4 · 1)

= 4 + 4 + 4 + (4 · 0) = 4 + 4 + 4 + 0

= 4 + 4 + 4,

donde la suma se calcula usando S1) y S2).
Por lo tanto, la expresión (2) tiene un significado preciso en términos

de la operación sucesora, una vez que definimos 92 def
= 9 · 9, 91 def

= 9 y

90 def
= 1. Sin embargo el escribir

6 · 92 + 5 · 91 + 5 · 90 = 536

constituye un abuso de notación porque realmente no es una igualdad.
En cambio debe leerse como ((536 representa 6 · 92 + 5 · 91 + 5 · 90 en
base 9)).

Se puede probar que la suma y la multiplicación, definidas de la
manera indicada, son operaciones conmutativas y asociativas, que S (0)
es la identidad multiplicativa y que la multiplicación distribuye sobre
la suma.

Se define un orden total ≤ en N de la manera siguiente:

Definición 2.1. Si A,B ∈ N, A ≤ B significa que existe C ∈ N tal
que A+C = B. Similarmente, A ≥ B indica B ≤ A. Asociado al orden
≤ hay un orden estricto <, donde A < B significa A ≤ B y A 6= B. De
la misma manera, A > B significa B < A.

Dados A,B ∈ N una, y solo una, de A = B o A < B o A > B es
posible. Además, A < B si, y solo si, existe C > 0 tal que A + C = B.
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A partir de la definición y la conmutatividad de la multiplicación,
se tiene 0 · B = A · 0 = 0 para todo A,B ∈ N. El resultado que sigue
muestra que el rećıproco también es cierto.

Proposición 2.2. (Propiedad del producto igual a cero) Dados A,B ∈
N, si A ·B = 0 entonces A = 0 o B = 0.

Demostración. Vamos a probar la contraposición. Es decir, A > 0 y
B > 0 implica A ·B > 0.

En efecto, B > 0 significa B = 1 + C con C ∈ N. Entonces

A ·B = A · (1 + C) = A + A · C ≥ A > 0

y la proposición está probada.

El orden total ≤ es estable con respecto a la suma, y también con
respecto a la multiplicación por números diferentes de cero. O sea,

Proposición 2.3. Dados A,B,C ∈ N,

1. A ≤ B si, y solo si, A + C ≤ B + C,
2. A ≤ B implica A · C ≤ B · C,
3. A · C ≤ B · C y C > 0 implica A ≤ B.

Demostración. Para probar 1) comenzamos suponiendo A ≤ B, por lo
que hay m ∈ N tal que A + m = B. Entonces

(A + C) + m = (A + m) + C = B + C

y en consecuencia A + C ≤ B + C.
Rećıprocamente, si A+C ≤ B+C existe m ∈ N tal que A+C+m =

B +C. Como A ≤ B o A > B, si A > B existe m′ ∈ N positivo tal que
A = B + m′. Es decir

B + m′ + C = B + C

o B + C < B + C, lo cual no es posible. Entonces A ≤ B y 1) está
probado.

Si A ≤ B existe m ∈ N tal que A + m = B. O sea,

B · C = (A + m) · C = A · C + m · C
o A · C ≤ B · C, lo cual prueba 2).

Finalmente, supongamos A · C ≤ B · C y C > 0. Debe ser A ≤ B o
A > B. Si A > B existe m ∈ N tal que A = B + m. Es decir,

A · C = (B + m) · C = B · C + m · C
o A · C > B · C, lo cual contradice nuestra suposición A · C ≤ B · C y
C > 0. Entonces A ≤ B lo que prueba 3) y completa la demostración
de la proposición.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la proposi-
ción 2.3.



30 JOSEFINA ÁLVAREZ Y LARRY HUGHES

Corolario 2.4. Dados A,B,C ∈ N,

a): A = B si, y solo si, A + C = B + C.
b): A < B si, y solo si, A + C < B + C.
c): A = B implica A · C = B · C.
d): A · C = B · C y C > 0 implica A = B.
e): A < B y C > 0 implica A · C < B · C.
f): A · C < B · C y C > 0 implica A < B.

De la parte a) del corolario 2.4 resulta que el número C en la defini-
ción 2.1 es único. Lo escribimos como B − A, lo cual es más que nada
una notación puesto que la resta no está completamente definida en N.

El orden ≤ es una buena ordenación de los números naturales. Esto
es, todo subconjunto no vaćıo de N tiene un elemento que es el primero,
o el menor, en el orden. En consecuencia, 0 < 1 < 2 < . . . < A <
A + 1 < . . . para todo A ∈ N.

La buena ordenación de los números naturales es equivalente al prin-
cipio de inducción (la demostración se puede ver, por ejemplo, en [1]).

Mencionemos que los resultados de Dedekind, aśı como los de Peano
están basados en resultados anteriores debidos a Hermann Grassmann
y Charles Sander Peirce. Grassmann ya hab́ıa indicado, en 1861, que
muchos resultados de la aritmética pod́ıan ser obtenidos a partir de la
operación sucesora, y Peirce hab́ıa formulado, en 1881, una axiomati-
zación de la aritmética de los números naturales, que fue refinada y
simplificada en la obra de Dedekind y, especialmente, en la de Peano.
Estos logros notables lo son más aún si se recuerda el estado rudimen-
tario en que se encontraba la lógica en esos años. Bertrand Russell
menciona en su autobiograf́ıa [5, p. 148], que la obra de Peano le causó
tanta impresión que decidió aislarse en el campo ((para estudiar en paz
todos los trabajos producidos por Peano y sus disćıpulos)). Russell pre-
senta en su libro introductorio [4] una discussion muy bien escrita del
concepto de número, sin tecnicismos.

Nos toca ahora hablar sobre la representación de los números, de
la que podemos dar muchos ejemplos: Muescas en huesos o estacas,
jerogĺıficos, incisiones en arcilla y numerales tales como los chinos o los
romanos. Por supuesto, el conjunto formado por Álvarez, Hughes y su
perrita Lily puede interpretarse como una representación del número

3
def
= S (S (S (0))). Cualquier sistema posicional es una manera excelente

de representar números. Aunque comúnmente los d́ıgitos y la base se
escriben usando śımbolos indoarábigos, este no es siempre el caso. En
el sistema hexadecimal, o de base 16, los d́ıgitos son

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A,B,C,D, F .
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Es decir, que mientras la palabra número tiene un significado muy
preciso y bastante abstracto, podemos representar a los números de
muchas formas muy concretas. En este art́ıculo nos limitaremos a los
sistemas posicionales usando d́ıgitos indoarábigos.

3. Existencia y unicidad de la representación de los
números naturales en base b

Comenzamos con la siguiente definición.

Definición 3.1. Dado un número natural b > 1, el conjunto

D = {0, 1, 2, . . . , b− 1}
es el conjunto de los d́ıgitos asociados a la base b,

Un numeral distinto de cero es (ak, ak−1, . . . , a1, a0)b donde aj ∈ D
para 0 ≤ j ≤ k y ak > 0. Decimos que A ∈ N, diferente de cero, está
representado por el numeral distinto de cero (ak, ak−1, . . . , a1, a0)b si

A =
k∑

j=0

ajb
j.

Tal representación se indicará

A→ (ak, ak−1, . . . , a1, a0)b .

En lo que sigue indicamos algunas notaciones.
Con (0)b denotamos el numeral cero y escribimos 0 → (0)b. El con-

junto de los números naturales diferentes de cero será indicado N+. La
multiplicación A ·B será generalmente denotada AB.

Teorema 3.2. Si A ∈ N+, existen ak, ak−1, . . . , a1, a0 ∈ D, ak 6= 0,
únicos tales que

A→ (ak, ak−1, . . . , a1, a0)b .

La demostración de este teorema usa el teorema de la división para
los números naturales, que enunciamos y demostramos a continuación.

Teorema 3.3. Fijemos A,B ∈ N, con B > 0. Existen números natu-
rales d y r únicos tales que 0 ≤ r < B y

A = dB + r. (3)

Demostración. Probemos primero la existencia.
Si A = B, escribimos A = A + 0. Es decir, tenemos (3) con d = 1

y 0 = r < B. Si 0 ≤ A < B, escribimos A = 0B + A, con lo cual
obtenemos (3) con d = 0 and 0 ≤ r = A < B.

Nos queda por considerar el caso B < A.
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Sea

S = {t ∈ N : 0 ≤ tB ≤ A} .

El conjunto S no es vaćıo porque 0 ∈ S. Además es finito porque
el ser B positivo implica que tB > A cuando t > A. Para ver esto
recordemos que B > 0 implica B ≥ 1, de donde B = 1 +m para cierto
m ∈ N. Entonces,

tB = t + tm
(i)
> A + tm ≥ A

donde hemos usado en (i) la parte b) del corolario 2.4. Si tB = A
tendŕıamos una igualdad en (i) lo cual no es posible. Por lo tanto tB >
A de donde resulta que S tiene un último o mayor elemento, t0.

Que t0B ≤ A significa que hay r ∈ N tal que A = t0B + r. Como
t0 + 1 /∈ S,

A < (t0 + 1)B = t0B + B

o

t0B + r < t0B + B

lo cual implica 0 ≤ r < B usando a) en el corolario 2.4. Es decir,
obtenemos (3) con d = t0 y r.

En cuanto a la unicidad, supongamos

A = dB + r = d′B + r′

con 0 ≤ r, r′ < B.
Si d ≤ d′, existe C ∈ N tal que d′ = d + C o

d′B + r′ = dB + CB + r′ = dB + r.

Usando la parte a) en el corolario 2.4,

r = CB + r′.

Como 0 ≤ r < B, debe ser C = 0. Si no lo fuera, C = 1 + m para
cierto m ∈ N. O sea

r = (1 + m)B + r′ = B + Bm + r′ ≥ B

lo cual contradice la hipótesis 0 ≤ r < B. Siendo C = 0 resulta r = r′

usando a) en el corolario 2.4. Entonces dB = d′B y por lo tanto d = d′,
usando d) en el corolario 2.4.

Esto prueba la unicidad y completa la demostración del teorema.

En (3), A,B, d, r se llaman dividendo, divisor, cociente y resto, res-
pectivamente.

A partir de ahora nos referiremos al teorema 3.3 como el teorema de
la división.

Y ahora śı estamos listos para probar el teorema 3.2.
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Demostración. Ambas, la existencia y la unicidad, resultan del teorema
de la división, usando el principio de inducción.

Sea

K =
{
k ∈ N : A ∈ N y A < bk+1 implica

A tiene una única representación en base b} .

Afirmamos que 0 ∈ K. En efecto, dado 0 ≤ A < b, el teorema de la
división garantiza que (A)b es la representación de A.

Suponiendo que k ∈ K tenemos que mostrar que k + 1 ∈ K.
Sea A ∈ N con A < bk+2. De acuerdo al teorema de la división,

existen d, r ∈ N únicos con 0 ≤ r < b, tal que A = db + r. Puesto que

db ≤ db + r = A < bk+2,

la parte d) del corolario 2.4 implica d < bk+1.
Cuando d = 0, tenemos A = r y A → (A)b. Si d ≥ 1, la hipótesis

inductiva nos dice que d tiene una única representación en base b,

d→ (dl, dl−1, . . . , d1, d0)b

donde dj ∈ D para j = 0, . . . , l, dl > 0 y d =
∑l

j=0 djb
j, como dijimos

en la definición 3.1.
Por lo tanto,

A = db + r =
l∑

j=0

djb
j+1 + r.

Llamando aj = dj−1 para j = 1, . . . , l + 1 y a0 = r, tenemos

A→ (al, al−1, . . . , a1, a0)b

con unicidad. En efecto, si también

A→
(
a′m, a

′
m−1, . . . , a

′
1, a
′
0

)
b

tendŕıamos

A =

(
l∑

j=1

ajb
j−1

)
b + a0 =

(
m∑
j=1

a′jb
j−1

)
b + a′0.

Debido a la unicidad en el teorema de la división, a0 = a′0 y

d =
l∑

j=1

ajb
j−1 =

m∑
j=1

a′jb
j−1,

lo cual, usando la hipótesis inductiva, implica l = m y aj = a′j para
j = 0, . . . , l.

Por lo tanto, K = N y la prueba del teorema está completa.

En la sección que sigue definimos y estudiamos una función que ju-
gará un papel esencial en la caracterización de la paridad.
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4. La función módulo

Recordemos que dado A ∈ N y l ∈ N+, el teorema de la división nos
dice que hay d, r ∈ N únicos tales que

A = dl + r

con 0 ≤ r < l.
De acuerdo con esto, formulamos la siguiente definición.

Definición 4.1. La función módulo l de N en N, que se denota modl,
se define como

modl (A) = r.

Proposición 4.2. La función modl tiene las siguiente propiedades:

1. Si A < l,

modl (A) = A.

2. La función modl es idempotente. Esto es,

modl [modl (A)] = modl (A)

para todo A ∈ N.
3. Si A es un múltiplo de l,

modl (A) = 0.

4.

modl

(
J∑

j=1

Aj

)
= modl

[
J∑

j=1

modl (Aj)

]
para todo A1, . . . , AJ ∈ N.

5.

modl

(
J∏

j=1

Aj

)
= modl

[
J∏

j=1

modl (Aj)

]
para todo A1, . . . , AJ ∈ N.

Demostración. Si A < l escribimos A = 0 · l + A lo cual muestra, por
definición, modl (A) = A. Aśı, 1) está probado. Otra vez por definición,
modl (A) < l, por lo cual 2) es una consecuencia de 1).

Que A es un múltiplo de l significa que existe d ∈ N tal que A = dl
o A = dl + 0. Es decir, modl (A) = 0, lo cual nos da 3).

Para probar 4) usamos el teorema de la división para escribir Aj, para
cada j = 1, . . . , J , como Aj = djl + rj donde dj, rj ∈ N y 0 ≤ rj < l. O
sea,

J∑
j=1

Aj =

(
J∑

j=1

dj

)
l +

J∑
j=1

rj.
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Además,
J∑

j=1

rj = dl + r

con d, r ∈ N y 0 ≤ r < l. Por lo tanto,

J∑
j=1

Aj =

[(
J∑

j=1

dj

)
+ d

]
l + r

y

modl

(
J∑

j=1

Aj

)
= r,

mientras que

modl

[
J∑

j=1

modl (Aj)

]
= modl

(
J∑

j=1

rj

)
= r,

lo cual prueba 4). Observemos que
∑J

j=1 rj < l implica r =
∑J

j=1 rj.

Finalmente, para probar 5) usamos otra vez el teorema de la división
para cada j = 1, . . . , J , escribiendo Aj = djl + rj donde dj, rj ∈ N y
0 ≤ rj < l. En consecuencia,

J∏
j=1

Aj = E (l, D,R) · l +
J∏

j=1

rj

donde E (l, D,R) es una expresión que depende de l, D = (d1, . . . , dJ),
y R = (r1, . . . , rJ).

O sea,

modl

(
J∏

j=1

Aj

)
= modl

{
modl [E (l, D,R) · l] + modl

(
J∏

j=1

rj

)}

= modl

(
J∏

j=1

rj

)
,

de acuerdo con 3).
Además,

J∏
j=1

rj = dl + r

con d, r ∈ N y 0 ≤ r < l. Es decir

modl

(
J∏

j=1

rj

)
= r,
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en tanto que

modl

[
J∏

j=1

modl (Aj)

]
= modl

[
J∏

j=1

rj

]
= r,

lo cual prueba 5) y completa la prueba de la proposición

Es más común el considerar a la funciónA→ modl (A), introducida
en la definición 4.1, como una operación binaria que se indica Amodl.

5. Caracterización de la paridad

Recordemos otra vez que dado A ∈ N, el teorema de la división nos
permite escribir A = 2d + r, donde d, r ∈ N y 0 ≤ r < 2.

Definición 5.1. Decimos que A es par si es un múltiplo de 2 o, equi-
valentemente, si r = 0. Cuando r = 1, decimos que A es impar.

Puesto que 0 = 0 · 2 + 0, es natural que 0 sea clasificado como par.

Lemma 5.2. El número A es par si, y solo si, mod2 (A) = 0. Es impar
si, y solo si, mod2 (A) = 1.

Demostración. Resulta inmediatamente del teorema de la división y la
definición de la función mod2.

La definición 5.1 y el lema 5.2 describen la paridad de un número
natural como una propiedad intŕınsica del número, independiente de
cualquier representación.

Dados A, b ∈ N+ con b > 1, en relación a la representación A →
(ak, ak−1, . . . , a1, a0)b con ak 6= 0 tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.3. La paridad de un número natural se puede caracterizar
de la siguiente manera:

1. Si b es par, A es par (resp. impar) si, y solo si, a0 es par (resp.
impar).

2. If b es impar, A es par (resp. impar) si, y solo si,
∑k

j=0 aj es par

(resp. impar).

Demostración. Para probar 1) nos basta mostrar que

mod2 (A) = mod2 (a0) .
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Puesto que b es par, escribimos b = 2d con d > 0. Por lo tanto,
usando la proposición 4.2,

mod2 (A) = mod2

(
2
∑

j = 1kaj2
j−1dj + a0

)
= mod2

[
mod2

(
2
∑

j = 1kaj2
j−1dj

)
+ mod2 (a0)

]
= mod2 [0 + mod2 (a0)] = mod2 (a0) ,

lo cual prueba 1).
En cuanto a 2), usando otra vez la proposición 4.2,

mod2 (A) = mod2

(
k∑

j=0

ajb
j

)
= mod2

[
k∑

j=0

mod2

(
ajb

j
)]

= mod2

{
k∑

j=0

mod2

[
mod2 (aj) mod2

(
bj
)]}

= mod2 {mod2 (a0)

+
k∑

j=1

mod2

[
mod2 (aj) mod2

(
k∏

j=1

mod2 (b)

)]}
.

Puesto que b es impar,

mod2

(
k∏

j=1

mod2 (b)

)
= mod2 (1) = 1.

Por lo tanto

mod2 (A) = mod2

[
mod2 (a0) +

k∑
j=1

mod2 (aj)

]
= mod2

(
k∑

j=0

aj

)
,

lo cual prueba 2).
Aśı, la prueba del teorema está completa.

En vista del teorema 5.3, debeŕıa de estar claro por qué nuestro
ejemplo introductorio

6× 92 + 5× 91 + 5× 90 → (6, 5, 5)9

es par. La suma de los d́ıgitos, 6 + 5 + 5, es par.
Para concluir, mencionemos que, aunque hemos caracterizado la pa-

ridad de A para cualquier base b, par o impar, las caracterizaciones son
bastante diferentes. Cuando b es par, la paridad de A está determinada
por un d́ıgito, a0. Es decir, aún si la representación de A tuviera millo-
nes de d́ıgitos, el criterio se reduce a examinar el último d́ıgito. Cuando
b es impar, la caracterización, en principio, requiere que se examine la
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suma de todos los d́ıgitos, lo cual, si la representación de A tuviera mi-
llones de d́ıgitos, necesitaŕıa más que una simple inspección visual. Sin
embargo, aún podemos decir un poco más en este caso en que la base es
impar. Recordemos que la suma de dos números pares o de dos números
impares es par, mientras que la suma de un número par y de uno impar
es impar. Entonces, dado un número A, si el número de d́ıgitos impares
en base b es par, el número A será par, en tanto que si el número de
d́ıgitos impares es impar, A será impar. Este criterio es más sencillo,
aunque si el número de d́ıgitos en la representación de A es muy grande,
todav́ıa necesita una cierta implementación computacional.
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