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Resumen

Este articulo tiene como objetivo presentar de forma ac-
cesible el comportamiento cualitativo del trafico vehicular
a través del modelo de Kerner-Konhauser. Este modelo
consiste de un sistema de ecuaciones diferenciales parcia-
les, similar a las ecuaciones de un flujo viscoso compre-
sible, al que se le agrega un término de relajacién que
depende del diagrama fundamental de Greenshields. En
el desarrollo de este trabajo se establece una analogia
con un sistema disipativo que, al ser analizado como un
sistema dindmico, nos permite concluir la existencia de
soluciones tipo onda viajera en el problema de trafico.

1. Introducciéon

El estudio del trafico vehicular en carreteras y ciudades continia siendo
un reto para los urbanistas y los gobiernos de las grandes ciudades. Los
problemas que se derivan de los congestionamientos de trafico afectan la
salud, la productividad y el bienestar de todos los habitantes. A pesar de
que su estudio se inicié en los anos treinta del siglo XX, atin no se cuenta
con modelos satisfactorios que expliquen algunas de las caracteristicas
del tréfico congestionado como son la apariciéon de embotellamientos
fantasma, en los que se observa una reduccion de la velocidad promedio
sin causa aparente, o la sincronizacién de dos carriles, por lo que su
estudio sigue siendo un tema relevante de investigacion. Ademas de
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su interés pragmatico, es importante resaltar que algunos aspectos del
trafico vehicular pueden estudiarse con las herramientas matemaéticas
usuales, que aprenden los estudiantes de las licenciaturas de fisica y
matematicas como son las ecuaciones diferenciales y la mecénica clésica.
Por lo que utilizando conceptos de estos cursos, se busca con este texto
interesar a los alumnos de licenciatura y posgrado en profundizar este
tema.

Las variables fundamentales que nos permiten describir el trafico
vehicular son: la densidad p y la velocidad V. La primera nos indica
el nimero de automdviles por km (veh/km) que hay en un tramo de
carretera y la segunda la velocidad (km/h) a la que circulan en dicho
tramo. Otra variable importante es el flujo ) = pV que nos describe el
nimero de automéviles por hora (veh/h). Por medio de los datos reco-
pilados en carreteras, se ha establecido una relacién entre la velocidad
deseada V,(p) por los conductores y la densidad que se conoce con el
nombre de diagrama fundamental. La primera propuesta para describir
esta relacién era lineal y se debe a Greenshields, quien, en 1930, ob-
servo que a densidades cercanas a cero, los conductores podian circular
a la velocidad maxima y a medida que la densidad se incrementaba, la
velocidad disminuia a cero, ver [5]. A partir de esa fecha, han aparecido
en la literatura cerca de cinco o seis diagramas fundamentales distin-
tos; actualmente, el mas popular es el de Kerner-Konhauser que fue
propuesto en 1994 y que se obtuvo al ajustar por minimos cuadrados
no lineales mediciones obtenidas en las carreteras alemanas. Todos los
diagramas fundamentales proponen funciones decrecientes respecto a
la densidad, a continuacién se presentan algunos de ellos: el primero es
el de Greenshields V,(p), enseguida el de Newell V.V (p) y por tltimo el
de Kerner-Konhéuser V. (p)

‘/e(p) - Vmaa:<1_pp )7

V;N(p> = Vmax eXp(_)‘p)7
L 025

V() = V(=372 1070 4 [1+ exp (225 ",
con Viae V Pmaz 1a velocidad y la densidad méxima respectivamente y
A > 0 un parametro que se ajusta a los datos.

Los problemas de trafico son tan complejos que se han estudiado
desde puntos de vista muy distintos: el discreto, con los modelos mi-
croscopicos, que hace una analogia entre los autos y las particulas. A
través de las leyes de Newton y mediante reglas locales de evolucion
temporal, buscan describir su comportamiento dindmico y se dan al-
gunas reglas probabilistas que permiten la interaccion entre los autos,
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Figura 1. Diagrama fundamental. La curva negra corresponde a VX (p), la
clara a V.Y (p) y la punteada V.(p).

como, por ejemplo, el que un auto rebase a otro, ver [2]. La ventaja de
estos modelos es su sencillez, pero su mayor inconveniente es su costo
computacional. Este problema se superé en la década de los noventa
con el uso de autématas celulares, ver [10]. Por otro lado, los modelos
macroscépicos buscan describir el comportamiento promedio de las va-
riables fundamentales asumiendo que el flujo en carreteras se comporta
como un medio continuo. En este enfoque hay dos modelos distintos:
el primero es fenomenoldgico y establece una analogia entre el trafico
vehicular y el comportamiento de un flujo viscoso compresible que in-
corpora el comportamiento de los conductores a través de un término
de relajacién [12], [8] y [9]; el otro enfoque utiliza una analogia con la
teoria cinética de gases, en particular el modelo de Paveri-Fontana, ver
[16].

En este trabajo presentaremos el modelo macroscopico de trafico
vehicular de Kerner-Konhauser junto con el diagrama fundamental de
Greenshields. Las variables principales son la densidad p(x,t) y la ve-
locidad V' (z,t) que satisfacen un sistema no lineal de ecuaciones en
derivadas parciales (EDP) [7], [6]. Para ser mds precisos, consideremos
una carretera circular o una gran porcion de carretera en la que no haya
entradas ni salidas de autos, lo que nos permite asegurar que en dicho
tramo el nimero de vehiculos N permanece constante [14], entonces se
satisface la siguiente ecuacién de conservacion:

1
N :/ p(x,t) d

con L = x1 — x5 la longitud de la carretera. Usaremos la versién dife-
rencial de esta ecuacion en la descripcion Euleriana, que se conoce con
el nombre de ecuacién de continuidad:

dp 0

5% T %(PV) =0, (1)
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con Q(x,t) = p(x,t)V(z,t) representando el flujo de vehiculos.
Por otro lado, la velocidad promedio V' (z,t) satisface la siguiente
ecuaciéon de balance

opV 0 9 p
Lz = 2(Vi(p) - V), 2
Pt 5V +P) = L(Vp) - V) 2)
donde a P(p, V, aa—‘;) se le llama la presién de trafico y su forma puede

modificarse de un modelo a otro. Podemos observar que ambas ecua-
ciones son no lineales y estan acopladas. El término de la derecha de la
segunda ecuacion es el término de relajacién que depende del diagrama
fundamental V,(p) y de un pardmetro 7 que es el tiempo de relajacién.
Su objetivo es incorporar al modelo el comportamiento de los conduc-
tores que disminuyen su velocidad si rebasan la velocidad deseada V,(p)
o la incrementan si estan por debajo de ella.

Este sistema debe complementarse con condiciones iniciales y de fron-
tera adecuadas al problema que se quiere modelar. Por ejemplo, si la
carretera es un circuito, sin entradas y salidas, las condiciones de fron-
tera son periddicas tanto para la densidad como para la velocidad, es
decir

p(o,t) = p(L,t), V(Ovt) = V(L7t>7

mientras que las condiciones iniciales son de la forma p(z,0) = ¢(z) y
V(z,0) = ¢(x), con ¢(x) y ¢(x) funciones continuas. También se puede
definir el problema en una regién no acotada en la que las condiciones
de frontera sean de la forma

y las condiciones iniciales, similares al caso anterior, con funciones ¢(z)
y ¢(x) acotadas y continuas en todo los reales.

Observemos que el sistema general, sin tomar en cuenta condiciones
iniciales y de frontera, admite soluciones homogéneas: (po, Ve(po)) con
p0 € [0, pmaz] ¥ estamos interesados en estudiar la estabilidad de este ti-
po de soluciones. Si perturbamos la solucion, jqué sucede a lo largo del
tiempo? ;La perturbacion desaparece o se amplifica? Hay dos enfoques
para estudiar este problema: uno aplicando sistemas dindmicos, siem-
pre y cuando puedan transformarse las ecuaciones , a un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias, y otro que consiste en perturbar
la solucién con una onda plana y analizar la estabilidad del problema
linealizado. El primer enfoque ha sido utilizado en la literatura especia-
lizada en tréfico vehicular por [13] y [15], aprovechando la estructura
de las ecuaciones , . Al aplicar el cambio de variable § = x 4 Vi,
el problema se reduce a una ecuacién diferencial de segundo orden no
lineal. Desde el punto de vista fisico, esto equivale a cambiar el marco
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de referencia fijo a uno que se mueve, junto con el sistema de referencia,
hacia a la izquierda a velocidad constante —V/.

El contenido de este articulo es el siguiente: en la secciéon 2 se apli-
ca el cambio de variable { = o + V¢ para reducir el sistema , a
una ecuacion diferencial de segundo orden que nos permite establecer
una analogia con el movimiento de una particula, posteriormente se
adimensionaliza la ecuacién. En la seccion 3 se transforma el proble-
ma a un sistema no lineal de EDO de primer orden para analizar la
estabilidad de las soluciones homogéneas desde el punto de vista de
sistemas dindmicos. En la seccion 4 se muestra que, para ciertos valo-
res de los parametros, el sistema tiene puntos de bifurcacién del tipo
Hopf y Takens-Bogdanov lo que nos permite asegurar la existencia de
ciclos limite y orbitas homoclinicas en una vecindad de ellos. Los ciclos
limite corresponden a soluciones periddicas del sistema de EDO no li-
neal. Bajo ciertas condiciones de conmensurabilidad, estas soluciones
son soluciones tipo onda viajera de la EDP con condiciones de fronte-
ra periddicas o en forma de pulso. Finalmente, en la seccién 5 se dan
algunas conclusiones y observaciones finales.

2. Analogia con el movimiento de una particula

Para comenzar consideremos las ecuaciones (1] 2) y expresemos la pre-
sion de trafico en términos de la densidad y la velocidad, es decir

ov

P =pO(p, V) —nlp, v)% (4)

con O(p, V) la varianza de la velocidad y n(p, V') una cantidad andloga a
la viscosidad, en este modelo consideraremos a ambas cantidades como
constantes. La presién de trafico juega un papel similar al tensor de
presion en la hidrodinamica clésica, mientras que p© es el anédlogo a la
presién hidrostatica y 7]%—‘; corresponde a la contribucién del tensor de
viscosidad. Substituyendo la presion de trafico en las ecuaciones ,
comprobamos que (p., V.(pe)), con p. constante, es una solucién exacta
que representa soluciones de tipo homogéneo ya que tanto la densidad
como la velocidad son independientes de (z,1).

Consideremos el caso cuando se hace el siguiente cambio de variable

£ =ax+ Vgt (5)

La ecuacién de continuidad se transforma a d% (p(V +V,)) =0 que
al integrarla se obtiene

Qg
p= W) (6)
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flujo de trafico | analogia particula

19 t tiempo
V(¢) x(t) posicién
M(V5v4,Qy) m masa

D(V;V,, Qy) «a friccién lineal

F(Viv,,Q4) | F(x) campo de fuerza

UWV:V,, Qy) U(z) potencial
Cuadro 1. Analogia entre las variables de trafico y el movimiento de una
particula en mecanica clasica.

con @), la constante de integracién, ver [13]. Esto permite desacoplar las
ecuaciones y reducir la dindmica a la ecuacién de velocidad. Al hacer
el cambio de variable en la ecuacion para la velocidad, al substituir
(@ se obtiene la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden
2

MV3 Vi Q) ey + DV Q) = FViVeuQ)), (D
con M, Dy F funciones de V' y de los parametros V, y (),. Note que
la presién de trafico que aparece en la ecuacion se simplifica ya que
solo depende de la velocidad.

Si observamos con cuidado la ecuacién (7)), ésta se puede interpretar
como la ecuacién de movimiento de una particula en un campo de
fuerza unidimensional F que es derivable de un potencial /. De hecho,
esta ecuacion representa la segunda Ley de Newton para una particula
descrita en términos de la velocidad promedio de los autos, en lugar
de la manera usual que es respecto a las coordenadas de la posicion.
La analogia completa se describe en el cuadro [} Entonces es natural
analizar este problema con las herramientas de la mecéanica clésica.
Con objeto de que los célculos sean mas sencillos e ilustrativos, en este
trabajo se considera el diagrama fundamental de Greenshields [5] que
al escribirlo en términos de la velocidad se expresa por

V.(V) = vmm<1 - m) )

con Viaz, Pmaz 1a velocidad y densidad maxima, respectivamente, cuyos
valores numéricos seran especificados mas adelante. Identifiquemos las



TRAFICO VEHICULAR: EJEMPLO DE UN SISTEMA DISIPATIVO 7

propiedades de una particula en términos de este modelo que denotare-
mos por modelo (KKG) y estudiemos la dindmica del tréfico vehicular,

M(V5V,, Q) = gwwg),
%
D(V:V,,Qy) = (V + V)

V+V,)?

% VW<1 - #ﬁvg)) - v]. ()

Con el fin de reducir el nimero de parametros procedemos a adimensio-
nalizar la ecuacién . Se definen las siguientes variables y constantes
adimensionales

1

9

‘F(Vv Vga Qg) =

%4 V,
Z:pmaxfa U:V ) Ug_vga
Qy Ve(V)
% )= . 10
I pmawvmaz7 ! (U) Vinaz ( )

Al dividir entre la masa M las ecuaciones adimensionadas, la ecuacion
diferencial se reduce a

d*v dv

Tz~ Fwivg,49) 7 = f(v30g,44). (11)
La fuerza por unidad de masa f(v; vy, ¢,) = F /M se puede suponer que
proviene de un potencial U, es decir f(v;vy,q,) = —%, con U(v; vy, qy)
una funcién que depende de v y de los pardmetros vy, q,. Por tlti-
mo, el coeficiente de friccién es I'(v; vy, g,) = /\2/1' La interpretacion de
I'(v; vy, qg) como un término de friccién puede aclararse mejor al con-
siderar la ecuacion de la energia total. Para ello, la ecuacién se
multiplica por y = dv/dz y se integra para definir la energia total como

2

Y
=L U
y T

donde y? corresponde a la energia cinética y U es el potencial cuya
derivada nos da la fuerza externa por unidad de masa. Entonces
d€ 9
Fi Iy~.
Observemos que la energia se incrementa cuando I' > 0 y disminuye
cuando I' < 0, por lo que la funciéon I' actia realmente como una fric-
cién. Es este comportamiento el que fisicamente proporciona la riqueza
al sistema, como veremos mas adelante.

La expresion explicita de estas cantidades se obtiene al adimensionali-
zar el diagrama fundamental de Greenshields que da lugar a la siguiente
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expresion
dg
Ve(v) =1 — ——. 12
W= ) 12)
Introduzcamos los siguientes parametros adimensionales a nuestro pro-
blema 5 0 0
60 = 20 , a= 9 s b= 2—9
Vmax PmazTl0 pmaxnoTVmam

Asignemos los siguientes valores a los parametros del modelo de Kerner-
Konhéuser: ©g = (45 km/h)?, 7 =30s, 1y = 600 km/h. Ademés,
consideremos que ppq. = 140 veh/km y vpee = 120 km/h.

Entonces la ecuacién de movimiento para este caso particular es
de la forma:

d2v [ 0o | dv

dv Ve(v) —
dz

=0 13
v+ v, ’ (13)

A2 (0t )

donde todos los parametros estan escritos como cantidades adimensio-
nales.

3. Analisis en el espacio fase

La no linealidad de la ecuacion nos impide resolverla en forma
analitica, por lo que usaremos sistemas dinamicos para analizar el com-
portamiento cualitativo de las soluciones. Para ello, transformemos la
ecuacion a un sistema no lineal de dos ecuaciones diferenciales ordina-
rias.

%Zy, (14)
%:a[l—ﬁ}“b[zﬁ—w] (15)

Ahora para cada par de parametros (v, q,) se tiene un sistema dindmico
en el plano fase con respecto a las variables (v, y). Para seguir haciendo
una analogia con el movimiento de una particula en un campo de fuerza,
se denotan las siguientes funciones :

I'(v;vg,qy) = a[l - (vf#} (16)
o) =L

con I'(v; vy, g4) que representa la friccién por unidad de masa 'y f(v; vy, q4)
la aceleracion externa.

Los puntos criticos o de equilibrio del sistema , se obtienen al
igualar las derivadas a cero, lo que da lugar ay =0, 'y + f = 0 que
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se satisface cuando y = 0y f(v.; vy, qy) = 0. Esto ultimo implica que el
punto de equilibrio debe ser un punto fijo de v.(v), es decir:

Ve (v) = v.

Al usar el diagrama fundamental de Greenshields entonces los
puntos criticos son de la forma (v, 0) donde

Vo = %[1 — Uy E \/(1 —vg)? — gy — Ug)]v (17)

dependen totalmente del diagrama fundamental y de los parametros
(vg,qg). Observemos que el sistema puede tener dos, uno o ningin punto
critico. En los ejemplos mostraremos como cambian las trayectorias en
el espacio fase dependiendo del niimero de puntos criticos.
Recordemos que la estabilidad de los puntos criticos del problema
linealizado implica estabilidad de los puntos criticos del problema no
lineal, siempre que los valores propios tengan parte real distinta de cero,
o sea cuando son puntos criticos hiperbélicos. Calculemos, entonces, los
valores propios del sistema , linealizado alrededor de los puntos

(ve, 0)

dv
b 18
=Y (18)
dy (1 —v(v.)) 0o
o p| el L — 19
dz [ (ve + vy) ]v+a[ (UC+UQ)2]% (19)
que son de la forma
1
Ai(”c; Vg, Qg) = 5 (F<Uc; Vg, Qg) + \/FZ(UC; Uy, qg) + 4K(Uc§ Vg, QQ)) )
(20)

con I' igual a la expresién y denotando por K(v;v,,q,) a la si-
guiente cantidad

b(1 — v (ve))
(ve + vy)
que se relaciona con el potencial U de la siguiente manera:

d*U (v, v
(d#g’qg) = —K(ve, g4, Vy)- (21)
Es importante hacer notar que el término de friccién determina
la estabilidad de los puntos criticos. Los puntos criticos son estables
si los valores propios tienen parte real negativa, I' < 0, e inestables
si ' > 0. Por lo que son estables si la energia se pierde o sea cuando
el sistema es disipativo e inestables en otro caso. Esto nos permite
clasificar los puntos criticos en puntos silla que tienen valores propios
con parte real de distinto signo, en nodos estables o inestables si los
valores propios son reales negativos o positivos, respectivamente, y en

K(ve;vg,q9) =

Y
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espirales estables o inestables si los valores propios son complejos y la
parte real es negativa o positiva, respectivamente. También el potencial
U(v;vg,qy) juega un papel importante ya que los puntos criticos son
aquellos puntos en los que la fuerza se anula. Ademaés, estos puntos son
extremos del potencial U y los puntos maximos corresponden a puntos
silla mientras que los minimos corresponden a nodos o espirales.

Algunos ejemplos numéricos de puntos criticos hiperbdlicos y de su
estabilidad se presentan en el cuadro [2] Los puntos criticos son de la
forma (v.,0) con 0 < v. < 1 porque los vehiculos circulan hacia la
derecha, (es decir en la direccién positiva del eje z), mientras que —1 <
vy <1ly—1 <g, <1debido a la adimensionalizacién de las variables
y que los parametros se imponen externamente. Note que el valor de
ve1 en el primer ejemplo del cuadro [2| no es fisicamente posible por ser
negativo, situacién que nos indicaria un estado en el que los vehiculos
circulan hacia la parte negativa del eje z. Cabe senalar que cuando el
valor de g, se incrementa mucho respecto al valor de v, no hay puntos
criticos. Observe que en todos los ejemplos el punto (v.,0) es una
espiral estable, que corresponde a un minimo del potencial, mientras
que (ve,0) es un punto silla o sea un maximo del potencial.

g Vg Vel Estabilidad v | Estabilidad

0.0952 | 0.1 | —0.0053 | espiral estable | 0.9053 | punto silla

0.1666 | 0.1 | 0.0814 | espiral estable | 0.8174 | punto silla

0.2380 | 0.1 | 0.1962 | espiral estable | 0.7037 | punto silla

0.1666 | —0.1 | 0.3607 | espiral estable | 0.7390 | punto silla

Cuadro 2. Ejemplos de los puntos de equilibrio (vc,,0) y (ve,, 0) asociados
al sistema linealizado para valores especificos de vy y qq.

Retrato fase

Los resultados presentados en el cuadro [2 nos dan una idea del compor-
tamiento de los puntos criticos del sistema dinamico; sin embargo, una
imagen dice mas que mil palabras y queremos mostrar, para algunos
de los casos presentados anteriormente, como se ven las trayectorias
en el plano fase. En la figura [2| se muestra el plano fase asociado al
tercer ejemplo del cuadro [2] Los dos puntos que se ven con claridad
corresponden a los dos puntos criticos, el mas cercano al origen (v, 0)
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Figura 3. Trayectorias para vy = —0.1, ¢4 = 0.16666.

es una espiral estable mientras que el punto (v.,0) es un punto silla.
Las drbitas que terminan en el punto (v.1,0) se dirigen hacia ese pun-
to, dado que es estable. En cambio las érbitas que estan cercanas al
punto silla, algunas se dirigen hacia el punto mientras otras se alejan
del mismo. Observe que los puntos criticos estan conectados por una
orbita heteroclinica, es decir una érbita que tiende asintéticamente a
dos puntos distintos cuando z — 4-co0. Lo mismo se observa en la figura
que corresponde al plano fase asociado al cuarto ejemplo del cuadro
2l El espacio fase se graficé en el intervalo 0.1 < v < 1.0 para im-
pedir que la densidad sea negativa y dado que v, < 0, el marco de
referencia viaja a lo largo de la carretera en la misma direccién que los
automoviles. Se observa la presencia tanto de los puntos criticos como
de la érbita heteroclinica.
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4. Puntos de bifurcacién

Llamamos puntos criticos de bifurcacién aquellos puntos en los que
cambia la estabilidad del sistema, es decir que la parte real de sus valores
propios es igual a cero. Observemos que la parte real del valor propio es
igual a cero si I'(v.; vy, g,) = 0, lo que implica que cuando el parametro
0o = (ve+v,)* en hay cambios en la estabilidad del sistema por lo
que #y es un parametro de bifurcacion. Entre los puntos de bifurcacién
que nos interesan estan aquellos cuyos valores propios son puramente
imaginarios o con un valor propio igual a cero de multiplicidad dos.
Los primeros se conocen como puntos de bifurcacion de Hopf mientras
que los segundos se denominan de Takens-Bogdanov. Ambos puntos
son importantes porque, en una vecindad de ellos, podemos asegurar
la existencia de soluciones distintas a las soluciones de equilibrio; por
ejemplo, la existencia de ciclos limites, que son dérbitas cerradas en el
plano fase, o de drbitas homoclinicas que se inician y terminan en el
mismo punto critico. Las primeras corresponden a soluciones periddicas
del sistema de EDO no lineal , mientras que las segundas son
soluciones definidas en todos los reales y que tienden asintoticamente al
mismo valor. Desde el punto de vista fisico, tanto los puntos de Takens-
Bogdanov como los de Hopf son aquellos para los cuales no hay friccién,
lo que significa que la tasa de cambio de la energia total es cero o sea
la energia total permanece constante.

Puntos de Hopf

Supongamos que 6y = (v. + v,)?, en el sistema , lo que implica que
I'(ve;vg,q9) = 0y que K (v.;v4,qy) < 0, entonces en ese caso los valores
propios son imaginarios y (v, 0) es un punto critico de Hopf. Estos
puntos satisfacen que

vi(ve) > 1, g, = 9(1)/2(1 — 07 + V).

En particular, cuando 6y = 6%, Vep = g —Ug ¥ Vo2 = g. Los dos primeros
ejemplos del cuadro |3| muestran dos puntos de Hopf, como se puede
observar el segundo punto critico (vee,0) es siempre el mismo y es un
punto silla, comportamiento debido a la seleccién de las constantes.
[lustremos la naturaleza de los puntos criticos analizando el com-
portamiento del potencial del campo de fuerza de nuestra interpreta-
cién fisica del sistema. La fuerza que actia sobre la particula depen-
de explicitamente del diagrama fundamental y pocas veces es posible

calcularlo explicitamente. Sin embargo, en el caso de Greenshields, el
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u(v)
0.000030 f

0.000025 -
0.000020 F
0.000015F
0.000010 !

5.x1076F

03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

-5.x107%}

Figura 4. La funcién potencial para distintos valores de (vq,qq). La cur-
va negra corresponde al potencial del punto de Takens-Bogdanov con
(—0.25,0.140625), la naranja al potencial asociado al primer punto de Hopf
con (—0.1,0.196875) y la punteada al cuarto ejemplo del Cuadro 2 con
(—0.1,0.1666).

potencial es facil de calcular y es de la forma

qy(1 —v)
(v +vy) (1 +vy)

v+vg
1+ v,

AU(v;vg,q9) =b| (1 —v) + + (1 +vy)In

con AU (v; vy, qy) = U(v; vy, q,)—U(1; 04, q5) que depende de los pardme-
tros vy y qq-

En la figura {4 se ilustran las graficas de esta funcion para algunos de
los ejemplos presentados en los cuadros [2| y [3| cuando se tienen uno o
dos puntos criticos. Recordemos que los puntos criticos son puntos ex-
tremos del potencial. La segunda derivada evaluada en estos puntos es
igual a la expresién ([21]), asi que su signo nos indica si el punto critico
es un minimo o un maximo del potencial. Aplicando este criterio a los
puntos de Hopf, observamos que dQU(vC—;’Qvg’qg) > 0, por lo que corres-
ponden a minimos del potencial, ver en la figura [4] la curva naranja.
La estabilidad de los mismos dependera del signo de I' en una vecindad
de ellos.

Puntos de Takens-Bogdanov

Si I'(ve;vg,q9) = 0y K(ve;,v4,qy) = v(v:) —1 = 0 se tiene un punto
de Takens-Bogdanov. Observe que dado (v,,q,) el sistema dindmico
asociado solo tiene un punto critico cuando dicho punto es de Takens-
Bogdanov. En cuanto a la estabilidad de estos puntos no es posible
extraer alguna conclusién dado que K (v;v,,q,) = 0, por lo que solo
podemos concluir que el potencial U tiene un punto de inflexiéon en
dicho punto como puede observarse en la curva de color negro de la
figura [] que corresponde al tercer ejemplo del cuadro 3. La derivada
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Ve(v)

1.0f
08t //—
06f
04f
0.2}
. . . . . . . . A%
03 0.4 05 06 07 08 09 1.0
—04f
Figura 5. La curva del diagrama fundamental asociado a vy = —0.25 y

qg = 0.140625 y de la recta f(v) = v.

del diagrama fundamental de Greenshields es

q
v (v,) = ——,
observemos que en los puntos de Takens-Bogdanov (v, 0) se satisface
1— 1 2
ve(ve) =1, ve = ( Qvg)’ O =gy = ( +4Ug) '

Por lo que la curva del diagrama fundamental, correspondiente a los
parametros (vg, gy), tiene como recta tangente a la recta f(v) = v en
el punto v., como se ilustra en la figura |5, Para mas informacién sobre
los puntos de Takens-Bogdanov, ver [I1].

dq Vg | Va A((ver, 0)) ver | M(ve2,0))

0.196875 | —0.1 | 0.475 | A\* = £0.0173205i | 0.625 | 0.025, -0.006

0.309375 | 0.2 |0.175| A= +0.37607: | 0.625 | 0.054, -0.005

0.140625 | —0.25 | 0.625 A=0

Cuadro 3. Puntos de Hopf y Takens-Bogdanov para valores especificos de
los pardmetros.Los dos primeros corresponden a puntos de Hopf mientras
que el tercero es un punto de Takens-Bogdanov. Recordar que en este caso,
solo hay un punto critico.

Trayectorias en el plano fase

En la figura [6] se muestra el plano fase para vy = 0.2, g, = 0.309375.
En este caso uno de los puntos criticos es de Hopf: (0.175,0), observe
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0.005

-0.005 -

-0.01 £ I L il 1 I I 1]
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 6. Trayectorias para un punto critico de Hopf con vy = 0.2, ¢4 =
0.309375.

0.3

Figura 7. Plano fase para el punto Takens-Bogdanov con vy = —0.25 y
qg = 0.140625.

que alrededor del mismo aparentemente hay un ciclo limite, mientras
que el otro punto (0.625,0) es un punto silla. En la ﬁgura se presenta
el plano fase asociado al ejemplo 3 del cuadro 3 para vy, = —0.25 y
qq = 0.140625. Observe que en este caso hay un dnico punto critico en
(0.625,0) con valor propio igual a cero de multiplicidad dos por lo que
dicho punto es de Takens-Bogdanov.

Aplicacién a las soluciones de la EDP

La existencia de puntos criticos del tipo Takens-Bogdanov o Hopf nos
permiten asegurar la existencia de ciclos limite o de érbitas homoclini-
cas en una vecindad de estos puntos. Ciclos limite en el plano fase
corresponden a soluciones periddicas del sistema de EDO no lineal. Es-
tas soluciones son soluciones tipo onda viajera de la EDP en un dominio
acotado con condiciones de frontera periddicas si la longitud L de la
carretera y el periodo T del ciclo limite satisfacen

Lpmaz =mT, me Z+.
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De esta manera podemos asegurar la existencia de soluciones distintas
a la homogénea del sistema con condiciones de frontera tipo pe-
riédicas. Hasta ahora no se han podido determinar en forma analitica
estas soluciones, aunque hay evidencia numérica de su existencia, ver
[4]. La importancia de haber encontrado que el sistema de EDO aso-
ciado al sistema de EDP tiene puntos de Hopf y de Takens-Bogdanov
es que nos permite asegurar la existencia de estas soluciones y de esta
forma validar los resultados numéricos.

Por otro lado, Kuznetsov y otros autores, ver [I1], han estudiado a
detalle qué otros tipos de dérbitas podemos encontrar en la vecindad
de los puntos de Hopf y Takens-Bogdanov cuando se proyecta en el
plano (vy, q,) las curvas de puntos de Hopf y de Takens-Bogdanov de
la superficie de puntos criticos. Este analisis se conoce con el nombre
de diagrama de bifurcacién y se muestra que si movemos un poco los
parametros asociados al punto de Takens-Bogdanov, aparecen, en el
correspondiente plano fase, orbitas homoclinicas; es decir, 6rbitas que
tienden asintéticamente al mismo punto silla cuando z — +o00. Estas
trayectorias corresponden a soluciones en la EDP definidas en dominios
no acotados con condiciones de fronteras acotadas del tipo . Estas
soluciones se conocen como ondas viajeras tipo pulso, ver [3], por lo que
también en este caso podemos asegurar que la EDP tiene soluciones
distintas a las homogéneas.

5. Conclusiones

En este trabajo se ha visto como distintas metodologias pueden enri-
quecer el estudio de los fenémenos fisicos. Se ha seleccionado uno de
los modelos mas sencillos para estudiar el comportamiento del trafico
vehicular en una carretera. A pesar de su simplicidad, ha sido usado en
la literatura como un prototipo de modelo basado en el diagrama fun-
damental, ver [7]. Por otro lado, la estructura de las ecuaciones nos ha
permitido transformar el problema en una ecuacion diferencial ordina-
ria de segundo orden y con ello, establecer un simil con el movimiento
de una particula, conforme a la segunda Ley de Newton. Al expresar la
ecuacion como un sistema de EDO de primer orden, su comportamiento
cualitativo se ha estudiado con las herramientas de sistemas dindmicos.
A pesar de su sencillez, este andlisis nos ha mostrado que para valo-
res distintos de los pardametros, hay una diversidad de puntos criticos,
algunos estables, otros inestables e incluso puntos de bifurcacién tipo
Hopf y Takens-Bogdanov. La importancia de estos 1ltimos yace en que
podemos asegurar la existencia, en una vecindad de estos puntos, de
ciclos limite [I] que representan soluciones periddicas del sistema no
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lineal. Este resultado nos permite concluir que bajo ciertas condiciones
de conmensurabilidad, las soluciones periédicas son soluciones tipo on-
da viajera de la EDP por lo que podemos asegurar que el problema en
EDP con condiciones de frontera peridédicas admite soluciones distintas
a las homogéneas.
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