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1. Introducción

El cálculo tradicional, también llamado cálculo newtoniano, fue iniciado
en la segunda mitad del siglo XVII por matemáticos tales como Isaac
Newton, Gottfried Wilhelm Leibnitz, Jakob Bernoulli, Johann Bernou-
lli, entre otros, véase [8]. Una alternativa del cálculo newtoniano es el
cálculo no newtoniano, cuyo origen se remonta en una serie de trabajos
de Michael Grossman y Robert Katz publicados entre los años 1967
a 1970, y que se resumen en [9]. La base del cálculo no newtoniano
consiste en substituir las operaciones binarias: suma, resta, multiplica-
ción y división, por otras operaciones binarias que dependen de una
función inyectiva. En este sentido, el cálculo no newtoniano constituye
una generalización del cálculo newtoniano.

Los principios básicos se resumen a continuación. Sea X un subcon-
junto no vaćıo de R y sea α : X → R una función inyectiva cuyo rango
α(X) se denota por Rα. La función α es llamada un α-generador de
una α-aritmética sobre Rα si las siguientes cuatro α-operaciones son
bien definidas para cada a, b ∈ Rα:

a
α

⊕ b = α(α−1(a) + α−1(b)), α-suma, (1a)

a
α

⊖ b = α(α−1(a)− α−1(b)), α-resta, (1b)

a
α

⊙ b = α(α−1(a) · α−1(b)), α-multiplicación, (1c)

a
α

⊘ b = α

(
α−1(a)

α−1(b)

)
, α-división. (1d)

El conjunto Rα es llamado conjunto de números reales no newtonianos.
La función α permite establecer un α-orden sobre el conjunto Rα de
la siguiente manera: a

α

< b si y solo si, α−1(a) < α−1(b). De manera
equivalente: a

α

⩽ b si y solo si, α−1(a) ⩽ α−1(b).

Palabras clave: α-generadores, cálculo no newtoniano, ecuaciones diferenciales no newtonianas.
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Los siguientes ejemplos de cálculo no newtoniano son de interés
práctico.

Si se elige X = R y α = id, donde id : R → R es la función identidad:
id(x) = x para cada x ∈ R, entonces las id-operaciones se reducen a
las operaciones habituales en el cálculo newtoniano:

a
id

⊕ b = a+ b, a
id

⊖ b = a− b, a
id

⊙ b = a · b, a
id

⊘ b =
a

b
, b ̸= 0.

En este caso, el conjunto Rα describe el conjunto de números reales
newtonianos, es decir, Rα = R. Es claro que el id-orden en Rα coincide
con el orden habitual de R.

Si se eligen α(x) = exp(x) para cada x ∈ R y α−1(x) = ln(x) para
cada x ∈ Rα = R+, entonces las exp-operaciones que se obtienen de
(1a)–(1d) para cada a, b ∈ Rα son:

a
exp

⊕ b = ab, a
exp

⊖ b =
a

b
, a

exp

⊙ b = aln(b) = bln(a), a
exp

⊘ b = a
1

ln(b) , b ̸= 1.

El cálculo no newtoniano que se obtiene en Rα es llamado cálculo mul-
tiplicativo o cálculo geométrico. Algunas propiedades de este cálculo no
newtoniano se pueden consultar en [1, 19]. Se destaca que, probable-
mente, este es uno de los cálculos no newtonianos más populares, debido
al número de investigaciones y aplicaciones que se han reportado en la
literatura. Algunas aplicaciones se pueden consultar en [2, 10, 17].

Si se considera una constante κ ∈ (−1, 1)\{0} y se eligen las funciones
α(x) = κ−1 senh(x) para cada x ∈ R y α−1(x) = arcsenh(κx) para cada
x ∈ Rα = R, entonces el cálculo no newtoniano que se obtiene en Rα

es llamado κ-cálculo de Kaniadakis. Las κ-operaciones que se obtienen
de (1a)–(1d) se describen por

a
κ

⊕ b = a
√
1 + κ2b2 + b

√
1 + κ2a2,

a
κ

⊖ b = a
√
1 + κ2b2 − b

√
1 + κ2a2,

a
κ

⊙ b = κ−1 senh
(
κ−1 arcsenh(κa) arcsenh(κb)

)
,

a
κ

⊘ b = κ−1 senh
(
κ
arcsenh(κa)

arcsenh(κb)

)
, b ̸= 0.

El κ-cálculo de Kaniadakis describe una aritmética que se suele em-
plear en f́ısica estad́ıstica, véase [13, 14, 15]. Algunas aplicaciones del
κ-cálculo de Kaniadakis se pueden consultar en [7, 11, 16].

Otros tipos de cálculo no newtoniano y su unificación se pueden
consultar en [6].
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2. Propiedades algebraicas y topológicas de Rα

Los resultados que se presentan en este apartado son una adaptación
de aquellos que se discuten en [4]. Durante la exposición se supone que
X = R y que α : X → Rα es una función inyectiva y continua.

2.1 Propiedades algebraicas

En este apartado se muestra que Rα es un campo aritmético bajo las
operaciones (1a)–(1d). Se recuerda que un sistema conformado por un

conjunto E, cuatro operaciones binarias (
◦
⊕,

◦
⊖,

◦
⊙,

◦
⊘) definidas en E y

un orden
◦
< definido en E, es llamado un campo ordenado si las opera-

ciones binarias definidas en E se comportan de la misma manera como
se comportan las operaciones binarias (+,−, · , /) definidas en R, y la
relación de orden definida en E se comporta de la misma manera como
se comporta el orden < definido en R, véase [9]. Un campo ordenado
se llama campo aritmético cuando este es un subconjunto de R.

La α-suma induce las siguientes propiedades sobre Rα.

(a1) a
α

⊕ b ∈ Rα para todo a, b ∈ Rα.
(a2) (a

α

⊕ b)
α

⊕ c = a
α

⊕ (b
α

⊕ c) para todo a, b, c ∈ Rα. En efecto:

(a
α

⊕ b)
α

⊕ c = α(α−1(a
α

⊕ b) + α−1(c))

= α(α−1(α(α−1(a) + α−1(b))) + α−1(c))

= α(α−1(a) + α−1(b) + α−1(c))

= α(α−1(a) + α−1(α(α−1(b) + α−1(c))))

= α(α−1(a) + α−1(b
α

⊕ c)) = a
α

⊕ (b
α

⊕ c).

(a3) a
α

⊕ α(0) = α(0)
α

⊕ a = a para todo a ∈ Rα. En realidad, se
observa que a

α

⊕ α(0) = α(α−1(a) + α−1(α(0))) = α(α−1(a)) = a.
De la misma manera se muestra que α(0)

α

⊕ a = a. Por lo tanto,
α(0) es el elemento neutro de Rα con respecto a la α-suma.

(a4) a
α

⊕ α(−α−1(a)) = α(−α−1(a))
α

⊕ a = α(0) para todo a ∈ Rα. En
efecto: a

α

⊕ α(−α−1(a)) = α(α−1(a) + α−1(α(−α−1(a)))) = α(0).
De la misma manera se muestra que α(−α−1(a))

α

⊕ a = α(0). Por
lo tanto, α(−α−1(a)) ∈ Rα es el inverso aditivo de a ∈ Rα con
respecto a la α-suma.

(a5) a
α

⊕ b = b
α

⊕ a para todo a, b ∈ Rα. En realidad, basta con observar
que a

α

⊕ b = α(α−1(a) + α−1(b)) = α(α−1(b) + α−1(a)) = b
α

⊕ a.

Los puntos (a1)–(a5) muestran que el conjunto Rα es un grupo abe-
liano si en él se considera la α-suma como operación binaria.

Teorema 2.1. (Rα,
α

⊕) es un grupo abeliano.
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Empleando un procedimiento análogo al anterior, se puede mostrar
que la α-multiplicación induce las siguientes propiedades:

(b1) a
α

⊙ b ∈ Rα para todo a, b ∈ Rα.
(b2) (a

α

⊙ b)
α

⊙ c = a
α

⊙ (b
α

⊙ c) para todo a, b, c ∈ Rα.
(b3) a

α

⊙ α(1) = α(1)
α

⊙ a = a para todo a ∈ Rα.
(b4) a

α

⊙ α((α−1(a))−1) = α((α−1(a))−1)
α

⊙ a = α(1) para todo número
real no newtoniano a ∈ Rα \ {α(0)}.

(b5) a
α

⊙ b = b
α

⊙ a para todo a, b ∈ Rα.

Los puntos (b1)–(b5) permiten obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.2. (Rα \ {α(0)},
α

⊙) es un grupo abeliano.

Las leyes distributivas por la izquierda y por la derecha, también se
cumplen en Rα con respecto a la α-multiplicación y a la α-suma.

(b6) a
α

⊙ (b
α

⊕ c) = (a
α

⊙ b)
α

⊕ (a
α

⊙ c) y (b
α

⊕ c)
α

⊙ a = (b
α

⊙ a)
α

⊕ (c
α

⊙ a)
para cada a, b, c ∈ Rα. En realidad, se observa que

a
α

⊙ (b
α

⊕ c) = α(α−1(a) · α−1(b
α

⊕ c))

= α(α−1(a) · (α−1(b) + α−1(c)))

= α(α−1(a) · α−1(b) + α−1(a) · α−1(c))

= α(α−1(a) · α−1(b))
α

⊕ α(α−1(a) · α−1(c))

= (a
α

⊙ b)
α

⊕ (a
α

⊙ c).

Similarmente se comprueba que (b
α

⊕ c)
α

⊙ a = (b
α

⊙ a)
α

⊕ (c
α

⊙ a).

Se obtiene entonces el siguiente resultado como conclusión.

Teorema 2.3. La α-multiplicación es distributiva sobre la α-suma.

Tomando en consideración que Rα es un conjunto ordenado, y de
acuerdo con los teoremas 2.1–2.3, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.4. (Rα,
α

⊕,
α

⊙,
α

<) es un campo ordenado.

Se termina este apartado con el siguiente resultado que muestra la
relación que existe entre los campos ordenados considerados.

Teorema 2.5. Los campos ordenados (R,+, · , <) y (Rα,
α

⊕,
α

⊙,
α

<) son
isomorfos.

Demostración. Es suficiente con observar que si se elige φ : R → Rα de
tal manera que φ(x) = α(x) para cada x ∈ R, entonces

φ(a · b) = α(α−1(α(a)) · α−1(α(b))) = α(a)
α

⊙ α(b) = φ(a)
α

⊙ φ(b),

φ(a+ b) = α(α−1(α(a)) + α−1(α(b))) = α(a)
α

⊕ α(b) = φ(a)
α

⊕ φ(b).

Por otra parte, si se elige ϕ : Rα → R definida por ϕ(y) = α−1(y)
para cada y ∈ Rα, entonces se puede mostrar de forma completamente
análoga que ϕ(a

α

⊕ b) = ϕ(a) + ϕ(b) y ϕ(a
α

⊙ b) = ϕ(a) · ϕ(b).
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2.2 Propiedades topológicas

Las propiedades topológicas de Rα se pueden obtener a partir de las
operaciones (1a)–(1d). Estas propiedades serán empleadas más adelante
al describir el ∗-cálculo. Los resultados que se muestran a continuación
son una adaptación de aquellos que se presentan en [4, 20]. Con el
objeto de analizar tales propiedades, se introducen los subconjuntos
principales de Rα.

El primer conjunto que se considera es el conjunto de números natu-
rales no newtonianos, el cual se define como

Nα = {α(n) ∈ Rα | n ∈ N}.

Este conjunto tiene propiedades similares al conjunto N. En principio,
se puede observar que este conjunto es cerrado bajo la α-suma, pues si
se eligen α(n), α(m) ∈ Nα, entonces α(n)

α

⊕ α(m) = α(n + m) ∈ Nα.
En particular, se observa que α(n)

α

⊕ α(1) = α(n + 1). Por lo tanto,
si se α-suma n-veces α(1), como resultado se obtiene α(n). Lo anterior
permite observar que el principio de inducción matemática es válido en
Nα. Por otra parte, si α(n)

α

> α(1), entonces α(n)
α

⊖ α(1) = α(n − 1).
Esta propiedad permite introducir el conjunto de números enteros no
newtonianos, el cual se define por

Zα = {α(n) ∈ Rα | n ∈ Z}.

Por construcción se sigue que Nα ⊂ Zα. Es claro que el conjunto
Zα se conforma de las soluciones de la ecuación lineal no newtonia-
na α(m)

α

⊕ b = α(n), donde m,n ∈ N. Por el contrario, si se considera
el problema de hallar soluciones de la ecuación lineal no newtoniana
α(m)

α

⊙ b = α(n), donde m,n ∈ Z y m ̸= 0, entonces existen solu-
ciones que no pertenecen a Zα. Esto permite introducir el conjunto de
números racionales no newtonianos, el cual se define como

Qα = {α(n)
α

⊘ α(m) ∈ Rα | n,m ∈ Z y m ̸= 0}.

Una vez más, por construcción se sigue que Zα ⊂ Qα. Como conclusión,
se tiene que Nα ⊂ Zα ⊂ Qα ⊂ Rα.

El número α(0) permite considerar una estructura en el conjunto Rα.
Sea a ∈ Rα. Se dice que a es un número real no newtoniano positivo si
a

α

⩾ α(0), a es un número real no newtoniano negativo si a
α

⩽ α(0) y,
finalmente, a es un número real no newtoniano sin signo si a = α(0).
Lo anterior justifica la descomposición Rα = R+

α ∪R−
α ∪ {α(0)}, donde

R+
α = {a ∈ Rα | a

α

> α(0)} y R−
α = {a ∈ Rα | a

α

< α(0)}. Se lla-
mará a R+

α el conjunto de números reales no newtonianos positivos y
R−

α el conjunto de números reales no newtonianos negativos. Además,
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se llamará a R̄+
α = R+

α ∪ {α(0)} el conjunto de números reales no new-
tonianos no negativos. De las definiciones se desprende que Nα ⊂ R+

α y
que Nα ∪ {α(0)} ⊂ R̄+

α .
Se establece ahora la relación que existe entre la suma y multipli-

cación de números reales newtonianos con respecto a la α-suma y la
α-multiplicación de números reales no newtonianos.

Sean a1, a2, . . . , am ∈ Rα. Usando (1a) se observa que

a1
α

⊕ a2 = α(α−1(a1) + α−1(a2)),

a1
α

⊕ a2
α

⊕ a3 = α(α−1(α(α−1(a1) + α−1(a2))) + α−1(a3))

= α(α−1(a1) + α−1(a2) + α−1(a3)),
· · ·

a1
α

⊕ a2
α

⊕ · · ·
α

⊕ am = α(α−1(a1) + α−1(a2) + · · ·+ α−1(am)).

La fórmula anterior se puede simplificar si se considera la siguiente
notación de α-sumatoria:

α∑m
k=1ak = a1

α

⊕ a2
α

⊕ · · ·
α

⊕ am, con lo cual
se observa que

m
α∑
k=1

ak = α

( m∑
k=1

α−1(ak)

)
. (2)

En particular, se sigue que la α-suma de los primeros m números na-
turales no newtonianos cumple:

α∑m
k=1α(k) = α(1

2
m(m+ 1)).

De la misma manera, usando (1c) se puede comprobar que

a1
α

⊙ a2
α

⊙ · · ·
α

⊙ am = α(α−1(a1) · α−1(a2) · · ·α−1(am)).

Una vez más, la fórmula anterior se puede simplificar si se considera la
notación:

α∏m
k=1ak = a1

α

⊙ a2
α

⊙ · · ·
α

⊙ am, con lo cual se obtiene

m
α∏
k=1

ak = α

( m∏
k=1

α−1(ak)

)
. (3)

Como caso particular, se observa que la α-multiplicación de los primeros
m números naturales no newtonianos, es decir, el α-factorial de α(m)
que se denota por α(m)!, cumple: α(m)! =

α∏m
k=1α(k) = α(m!).

Si para cada a ∈ Rα y α(m) ∈ Nα se denota por aα(m) la correspon-
diente α(m)-ésima potencia de a, entonces se obtiene una expresión
para aα(m) por α-multiplicar m-veces el número real no newtoniano a
consigo mismo, es decir,

aα(2) = a
α

⊙ a = α(α−1(a) · α−1(a)) = α((α−1(a))2),

aα(3) = aα(2)
α

⊙ a = α((α−1(a))2 · α−1(a)) = α((α−1(a))3),
· · ·

aα(m) = aα(m−1) α

⊙ a = α((α−1(a))m−1 · α−1(a)) = α((α−1(a))m),

por lo tanto,
aα(m) = α((α−1(a))m), m ∈ N. (4)
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La expresión (4) permite observar que aα(1) = α(α−1(a)) = a, y que
si α−1(a) ̸= 0, entonces aα(0) = α(1). Por otra parte, se observa que
aα(−1) = α((α−1(a))−1), es decir, aα(−1) es el inverso multiplicativo de
a ∈ Rα. Esto permite reescribir el punto (b4) al emplear aα(−1) en lugar
de α((α−1(a))−1): a

α

⊙ aα(−1) = aα(−1) α

⊙ a = α(1) para todo a ∈ Rα.
Como aplicación de (2) y (4), se obtienen algunas fórmulas en el con-

junto Rα que son conocidas en el conjunto R. Por ejemplo, si a ∈ Rα

es tal que α−1(a) ̸= 1, entonces la α-suma geométrica finita cumple
α∑m

k=1a
α(k) = α(1−(α−1(a))m+1

1−α−1(a)
), mientras que si a, b ∈ Rα, entonces se

comprueba que (a
α

⊕ b)α(m) = α((α−1(a) + α−1(b))m) y, como conse-
cuencia, el desarrollo de un α-binomio de Newton cumple la siguiente
relación (a

α

⊕ b)α(m) = α
(∑m

k=0

(
m
k

)
(α−1(a))m−k(α−1(b))k

)
.

Una consecuencia adicional que resulta de la representación (4), es
que para cada a ∈ Rα y m ∈ N, la ecuación no newtoniana bα(m) = a
admite la solución b = α( m

√
α−1(a)), lo cual se puede verificar directa-

mente por sustitución. Esto permite introducir la α(m)-ésima ráız de
a ∈ Rα, la cual se denotada por m

√
a
α
y se define como

m
√
a
α
= α( m

√
α−1(a)). (5)

Se observa de la expresión (5) que cada valor de la α(m)-ráız m
√
a
α
de

a ∈ Rα, depende del valor de la m-ésima ráız m
√
α−1(a) de α−1(a) ∈ R.

En particular, si en (5) se elige m = 2, entonces las dos α-ráıces cua-

dradas de a ∈ Rα son
√
a
α
= α(

√
α−1(a)) y

α

⊖
√
a
α
= α(−

√
α−1(a)).

Con el mismo método se introduce el α-valor absoluto de a ∈ Rα,

denotado por |a|α, y que satisface |a|α =
√
aα(2)

α
= α(|α−1(a)|). En tal

caso, se define
|a|α = α(|α−1(a)|). (6)

Si se considera a ∈ Rα arbitrario, entonces se obtiene de la represen-
tación (6) la definición de la función α-valor absoluto | · |α : Rα → Rα

definida por

|a|α =


a, si a

α

> α(0),

α(0), si a = α(0),

α(0)
α

⊖ a, si a
α

< α(0).

Se describen ahora dos propiedades en Rα que se desprenden de la
definición de α-valor absoluto.

(c1) |b1
α

⊙ b2|α = |b1|α
α

⊙ |b2|α para todo b1, b2 ∈ Rα. Basta observar
que de la definición de α-multiplicación y de (6) se obtiene

|b1
α

⊙ b2|α = α(|α−1(b1) · α−1(b2)|) = α(|α−1(b1)| · |α−1(b2)|)
= α(α−1(α(|α−1(b1)|)) · α−1(α(|α−1(b2)|)))
= α(|α−1(b1)|)

α

⊙ α(|α−1(b2)|) = |b1|α
α

⊙ |b2|α.
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(c2) |b1
α

⊕ b2|α
α

⩽ |b1|α
α

⊕ |b2|α para todo b1, b2 ∈ Rα. Para ver que esto
es aśı, sean b1, b2 ∈ Rα. Entonces

|b1
α

⊕ b2|α = α(|α−1(b1
α

⊕ b2)|) = α(|α−1(b1) + α−1(b2)|).
Si se aplica α−1 en ambos lados de esta desigualdad, se sigue que
α−1(|b1

α

⊕ b2|α) = |α−1(b1) + α−1(b2)| ⩽ |α−1(b1)| + |α−1(b2)| y,
como α es una función inyectiva, se obtiene que

|b1
α

⊕ b2|α
α

⩽ α(|α−1(b1)|+ |α−1(b2)|)
α

⩽ α(α−1(α(|α−1(b1)|)) + α−1(α(|α−1(b2)|)))
= α(|α−1(b1)|)

α

⊕ α(|α−1(b1)|) = |b1|α
α

⊕ |b2|α.

Los puntos (c1)–(c2) implican las siguientes propiedades en Rα. Sean
a1, a2 ∈ Rα. Se observa primero que |a1

α

⊖ a2|α
α

⩾ α(0), pues esta
desigualdad equivale a |α−1(a1) − α−1(a2)| ⩾ 0. Además, es claro que
|a1

α

⊖ a2|α = α(0) si y solo si, α−1(a1)− α−1(a2) = 0, es decir, si y solo
si, a1 = a2. Por otra parte, se puede comprobar de forma directa que
|a1

α

⊖ a2|α = |a2
α

⊖ a1|α. Además, |a1
α

⊖ a3|α
α

⩽ |a1
α

⊖ a2|α
α

⊕ |a2
α

⊖ a3|α
para todo a1, a2, a3 ∈ Rα, lo cual se obtiene de (c2) y de observar que
si se elige b1 = a1

α

⊖ a2 y b2 = a2
α

⊖ a3, entonces

b1
α

⊕ b2 = α(α−1(a1
α

⊖ a2) + α−1(a2
α

⊖ a3))

= α(α−1(a1)− α−1(a3)) = a1
α

⊖ a3.

Finalmente, se observa que |a1
α

⊖ a2|α ∈ R̄+
α , lo cual se desprende de la

representación (6) y de notar que: |a1
α

⊖ a2|α = α(|α−1(a1)−α−1(a2)|).
Esto permite introducir una propiedad adicional en Rα.

(c3) La función ρα : Rα × Rα → Rα definida por

ρα(a1, a2) = |a1
α

⊖ a2|α, a1, a2 ∈ Rα,

induce una métrica en Rα, que satisface para todo a1, a2, a3 ∈ Rα

las siguientes propiedades:
(i) ρα(a1, a2)

α

⩾ α(0).
(ii) ρα(a1, a2) = α(0) si y solo si, a1 = a2.
(iii) ρα(a1, a2) = ρα(a2, a1).
(iv) ρα(a1, a3)

α

⩽ ρα(a1, a2)
α

⊕ ρα(a2, a3).

Como consecuencia de (c3) se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6. El espacio no newtoniano Rα puede ser considerado un
espacio métrico bajo la métrica ρα definida por

ρα(a1, a2) = |a1
α

⊖ a2|α = α(|α−1(a1)− α−1(a2)|). (7)

El espacio métrico (Rα, ρα) es llamado espacio métrico no newtoniano
y ρα es llamada métrica no newtoniana.
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Si en R se considera la métrica estándar ρ : R× R → R, es decir, la
métrica definida por ρ(b1, b2) = |b1− b2|, entonces se observa de (7) que

ρα(a1, a2) = α(ρ(α−1(a1), α
−1(a2))), a1, a2 ∈ Rα.

Se establecen algunas propiedades sobre la topoloǵıa en Rα. Para este
fin, se supone que a y b son elementos arbitrarios de Rα tales que a

α

< b.

(d1) Sea (a, b)α = {x ∈ Rα | a
α

< x
α

< b} un intervalo abierto no
newtoniano en Rα. Este conjunto se identifica en R con el conjunto
de números α−1(x) ∈ R tales que α−1(a) < α−1(x) < α−1(b). De
esta manera (a, b)α = α((α−1(a), α−1(b))).

(d2) Sea [a, b]α = {x ∈ Rα | a
α

⩽ x
α

⩽ b} un intervalo cerrado no
newtoniano en Rα. Este conjunto se identifica en R con el conjunto
de números α−1(x) ∈ R tales que α−1(a) ⩽ α−1(x) ⩽ α−1(b). Por
lo tanto [a, b]α = α([α−1(a), α−1(b)]).

(d3) Sea Bα(a, ϵ) = {x ∈ Rα | ρα(x, a)
α

< ϵ} una bola abierta no newto-
niana de centro a ∈ Rα y radio ϵ

α

> α(0). Si x ∈ Bα(a, ϵ), entonces
se comprueba que la desigualdad ρα(x, a)

α

< ϵ equivale en R a las
desigualdades α−1(a) − α−1(ϵ) < α−1(x) < α−1(a) + α−1(ϵ). Se
sigue que Bα(a, ϵ) = α(B(α−1(a), α−1(ϵ))).

(d4) Sea B̄α(a, ϵ) = {x ∈ Rα |ρα(x, a)
α

⩽ ϵ} una bola cerrada no newto-
niana de centro a ∈ Rα y radio ϵ

α

> α(0). Si x ∈ B̄α(a, ϵ), entonces
se observa de forma análoga al caso anterior que ρα(x, a)

α

⩽ ϵ equi-
vale en R a α−1(a) − α−1(ϵ) ⩽ α−1(x) ⩽ α−1(a) + α−1(ϵ). Luego
B̄α(a, ϵ) = α(B̄(α−1(a), α−1(ϵ))).

Las expresiones (d1)-(d4) muestran una dependencia entre las topo-
loǵıas de R y Rα. Se recuerda que una base para la topoloǵıa estándar
T de R es B = {B(a, ϵ) | a ∈ R y ϵ > 0}, véase [12]. Además, como α
es continua, entonces α−1 también es continua, ya que α es inyectiva.
Se sigue que Bα = {α(B(a, ϵ)) | B(a, ϵ) ∈ B} es una base para una
topoloǵıa Tα de Rα. Se resume esto como sigue:

Teorema 2.7. Bα es una base para una topoloǵıa Tα de Rα. Esta to-
poloǵıa se induce por α a partir de la topoloǵıa habitual T de R.

3. Conceptos de cálculo diferencial no newtoniano

La importancia del teorema 2.7 se debe a la posibilidad de formular
aquellos conceptos básicos para funciones newtonianas: ĺımite, conti-
nuidad, diferenciabilidad, etc. Esto permite introducir los principios
básicos del cálculo no newtoniano. Se supone que Rα es un conjunto
de números reales no newtonianos generado por una función inyectiva
y continua α : R → R, y que Rσ es un conjunto de números reales no
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newtonianos generado por una función inyectiva y continua σ : R → R.
Se supone también que existe un isomorfismo ι : Rα → Rσ que posee
las siguientes propiedades:

ι(a
α

⊕ b) = ι(a)
σ

⊕ ι(b), ι(a
α

⊖ b) = ι(a)
σ

⊖ ι(b),

ι(a
α

⊙ b) = ι(a)
σ

⊙ ι(b), ι(a
α

⊘ b) = ι(a)
σ

⊘ ι(b).
(8)

Del orden definido en Rα y Rσ, se sigue que: a
α

⩽ b si y solo si,
ι(a)

σ

⩽ ι(b). Además, ι(a) = σ(α−1(a)) para cada a ∈ Rα y, en par-
ticular, ι(α(n)) = σ(n) para cada n ∈ N. Se observa también que toda
afirmación que se realice con respecto a las operaciones en Rα, se puede
transformar en una afirmación equivalente con respecto a las operacio-
nes en Rσ, y viceversa, ya que, por ejemplo, a

α

⊖ b = ι−1(ι(a)
σ

⊖ ι(b)).
El siguiente diagrama ilustra las afirmaciones anteriores:

R

Rα Rσ

σ

σ−1

ι

α−1

α

ι−1

(9)

El cálculo no newtoniano que se obtiene al considerar funciones que van
de Rα en Rσ es llamado ∗-cálculo. En este apartado se presentan algunos
resultados del ∗-cálculo, los cuales son una adaptación de [5, 18].

Sea f : Rα → Rσ y sea x ∈ Rα. Se dice que l ∈ Rσ es el ∗-ĺımite de
f cuando x tiende a a ∈ Rα, el cual se denota por ∗ ĺımx→a f(x) = l,
si para todo ϵ

σ

> σ(0) existe δ
α

> α(0) tal que si α(0)
α

< ρα(x, a)
α

< δ
entonces ρσ(f(x), l)

σ

< ϵ. De manera equivalente, l ∈ Rσ es el ∗-ĺımite
de f cuando x tiende a a ∈ Rα, si para todo ϵ

σ

> σ(0) existe δ
α

> α(0)
tal que si x ∈ Bα(a, δ) \ {a}, entonces f(x) ∈ Bσ(l, ϵ).

Se puede comprobar que si ∗ ĺımx→a f1(x) = l1 y ∗ ĺımx→a f2(x) = l2,
entonces

∗ ĺım
x→a

(f1(x)
σ

⊕ f2(x)) = l1
σ

⊕ l2,
∗ ĺım
x→a

(f1(x)
σ

⊖ f2(x)) = l1
σ

⊖ l2,

∗ ĺım
x→a

(f1(x)
σ

⊙ f2(x)) = l1
σ

⊙ l2,
∗ ĺım
x→a

(f1(x)
σ

⊘ f2(x)) = l1
σ

⊘ l2,

donde se ha supuesto en el último ĺımite que l2 ̸= σ(0).
Se establece ahora el significado de la expresión ∗ ĺımy→x f(y) = f(x)

y se introduce el concepto de ∗-continuidad de una función f en x ∈ Rα.
Se dice que f es ∗-continua en x ∈ Rα, si para todo ϵ

σ

> σ(0) existe
δ

α

> α(0) tal que si ρα(x, z)
α

< δ entonces ρσ(f(x), f(z))
σ

< ϵ. De manera
equivalente, se dice que f es ∗-continua en x ∈ Rα, si para todo ϵ

σ

> σ(0)
existe δ

α

> α(0) tal que f(Bα(x, δ)) ⊂ Bσ(f(x), ϵ). Se puede ver que f
es ∗-continua en x ∈ Rα si y solo si, ∗ ĺımh→α(0) f(x

α

⊕ h) = f(x); es

decir, si y solo si, ∗ ĺımh→α(0)(f(x
α

⊕ h)
σ

⊖ f(x)) = σ(0). Una función
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f es ∗-continua en [a, b]α si f es ∗-continua para todo x ∈ [a, b]α. El
conjunto de funciones f : Rα → Rσ que son ∗-continuas en [a, b]α se
denota por C∗[a, b]α.
Se dice que f es ∗-diferenciable en x ∈ Rα si el ĺımite

∗ ĺım
h→α(0)

((f(x
α

⊕ h)
σ

⊖ f(x))
σ

⊘ ι(h))

existe.1 Se observa que este ĺımite es bien definido, ya que si h → α(0),
entonces ι(h) → σ(0). En tal caso, la ∗-derivada de f en x ∈ Rα se
denota por

∗Dxf(x) =
∗ ĺım
h→α(0)

((f(x
α

⊕ h)
σ

⊖ f(x))
σ

⊘ ι(h)).

Una función f es ∗-diferenciable en [a, b]α si f es ∗-diferenciable pa-
ra todo x ∈ [a, b]α. Se denota por C1

∗ [a, b]α el conjunto de funciones
f : Rα → Rσ que son ∗-diferenciables en [a, b]α y tal que su ∗-derivada
es ∗-continua sobre [a, b]α.

Se observa que si f es ∗-diferenciable en x ∈ Rα, entonces f también
es ∗-continua en x, lo que se sigue de observar que

∗ ĺım
h→α(0)

(f(x
α

⊕ h)
σ

⊖ f(x))

= ∗ ĺım
h→α(0)

(((f(x
α

⊕ h)
σ

⊖ f(x))
σ

⊘ ι(h))
σ

⊙ ι(h))

=
(

∗ ĺım
h→α(0)

((f(x
α

⊕ h)
σ

⊖ f(x))
σ

⊘ ι(h))
)

σ

⊙
(

∗ ĺım
h→α(0)

ι(h)
)
= σ(0).

Se considera ahora una función arbitraria f : Rα → Rσ y se elige la
función f̂ : R → R tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Rα Rσ

R R

f

α α−1 σ σ−1

f̂

(10)

esto es, tal que f̂(α−1(x)) = (σ−1 ◦f ◦α)(α−1(x)) se satisface para todo
x ∈ Rα.
Empleando la conmutatividad del diagrama (10) y la continuidad

de los generadores α y σ, se puede obtener la siguiente equivalencia:
∗ ĺımx→a f(x) = ℓ si y solo si, ĺımα−1(x)→α−1(a) f̂(α

−1(x)) = σ−1(ℓ). Lo
anterior significa que

∗ ĺım
x→a

f(x) = σ
(

ĺım
α−1(x)→α−1(a)

f̂(α−1(x))
)
.

1Un método análogo en el que se emplea el concepto de ∗-gradiente es usado en [5] para

introducir la ∗-derivada de una función.



60 R. TEMOLTZI-ÁVILA

Además, si f : Rα → Rσ es ∗-diferenciable en x ∈ Rα, entonces de los
diagramas (9) y (10) se sigue una vez más que:

∗Dxf(x) =
∗ ĺım
h→α(0)

((f(x
α

⊕ h)
σ

⊖ f(x))
σ

⊘ ι(h))

= ĺım
α−1(h)→0

σ
( f̂(α−1(x) + α−1(h))− f̂(α−1(x))

α−1(h)

)
= σ(Dα−1(x)f̂(α

−1(x))),

siempre que la última derivada exista. Se observa que en la segunda
igualdad se ha empleado la identidad σ−1(ι(h)) = α−1(h), la cual es
válida para todo h ∈ Rα, como se observa en el diagrama (9). Por lo
tanto

∗Dxf(x) = σ(Dα−1(x)f̂(α
−1(x))). (11)

Las propiedades que se han obtenido se pueden generalizar de forma
inductiva. Sea f : Rα → Rσ una función ∗-diferenciable en x ∈ Rα.
En tal caso, de la expresión (11), se sigue que el siguiente diagrama es
conmutativo

Rα Rσ

R R

∗Dxf

α α−1 σ σ−1

Dα−1(x)f̂

(12)

Por lo tanto, si la función ∗Dxf : Rα → Rσ es ∗-diferenciable en x ∈ Rα,
entonces la ∗-derivada de la función ∗Dxf permite obtener la segunda
∗-derivada de la función f en x ∈ Rα:

∗D2
xf(x) =

∗Dx(
∗Dxf(x)).

En tal caso, los diagramas (9) y (12) permiten obtener la identidad

∗D2
xf(x) = σ(Dα−1(x)p(α

−1(x))),

donde p(α−1(x)) = (σ−1 ◦ ∗Dxf ◦α)(α−1(x)) para cada x ∈ Rα. Después
de simplificar esta expresión se obtiene

∗D2
xf(x) = σ(D2

α−1(x)f̂(α
−1(x))). (13)

En general, si una función f : Rα → Rσ posee a lo sumo un cierto
número finito de ∗-derivadas en x ∈ Rα, digamos m, entonces estas
∗-derivadas se pueden obtener de forma recurrente bajo la relación

∗Dk
xf(x) =

∗Dx(
∗Dk−1

x f(x)), k = 1, 2, . . . ,m,

donde se establece el siguiente convenio natural: ∗D0
xf(x) = f(x). Por

lo tanto, empleando un diagrama análogo a (12), se puede comprobar
que se cumple la identidad

∗Dk
xf(x) = σ(Dα−1(x)q(α

−1(x))), k = 1, 2, . . . ,m,
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donde q(α−1(x)) = (σ−1 ◦ ∗Dk−1
x f ◦ α)(α−1(x)) para cada x ∈ Rα y,

después de simplificar, se encuentra que

∗Dk
xf(x) = σ(Dk

α−1(x)f̂(α
−1(x))), k = 1, 2, . . . ,m. (14)

Las propiedades que se han descrito muestran una dependencia entre
el cálculo diferencial newtoniano y el cálculo diferencial no newtoniano,
lo cual se deriva de la dependencia entre las topoloǵıas de R y Rα.
Existe una dependencia similar entre el cálculo integral newtoniano y
el cálculo integral no newtoniano, la cual se analizará más adelante.

4. Una aplicación a ecuaciones diferenciales lineales
no newtonianas con coeficientes constantes

En este apartado se supone que los espacios Rα y Rσ son generados por
funciones inyectivas y continuas α, σ : R → R, respectivamente, y que
existe un isomorfismo ι : Rα → Rσ que satisface las igualdades (8).

4.1 Ecuación diferencial lineal no newtoniana de primer orden

Empleando la definición de ∗-derivada de una función, las α-operaciones
y las σ-operaciones en los correspondientes espacios Rα y Rσ, se con-
sidera el problema de hallar la solución y : [x0, x1]α ⊂ Rα → Rσ del
siguiente problema no newtoniano de valores iniciales:

∗Dxy
σ

⊕ a1
σ

⊙ y = g(x), y(x0) = y0 ∈ Rσ, (15)

donde a1 ∈ Rσ es constante y g : [x0, x1]α ⊂ Rα → Rσ es una función
continua.

Sean ŷ, ĝ : R → R las funciones que están asociadas a las funciones y
y g, y tales que los siguientes dos diagramas son conmutativos

Rα Rσ

R R

y

α α−1 σ σ−1

ŷ

Rα Rσ

R R

g

α α−1 σ σ−1

ĝ

(16)

es decir, tales que se satisface ŷ(α−1(x)) = (σ−1 ◦ y ◦ α)(α−1(x)) y
ĝ(α−1(x)) = (σ−1 ◦ g ◦ α)(α−1(x)) para cada x ∈ Rα. Si se emplea
(11) y la conmutatividad de los diagramas (16), entonces (15) se puede
expresar de forma equivalente como el siguiente problema newtoniano
de valores iniciales

Dx̂ŷ + â1ŷ = ĝ(x̂), ŷ(x̂0) = ŷ0,

donde x̂ = α−1(x) para cada x ∈ [x0, x1]α, x̂0 = α−1(x0), x̂1 = α−1(x1),
ŷ0 = σ−1(y0) y â1 = σ−1(a1). La solución de la ecuación diferencial
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lineal newtoniana es conocida, y esta se obtiene a partir de la fórmula
de Cauchy. En tal caso, la solución ŷ : [x̂0, x̂1] ⊂ R → R es

ŷ(x̂) = ŷ0 exp
(
−â1(x̂− x̂0)

)
+

∫ x̂

x̂0

exp
(
−â1(x̂− η̂)

)
ĝ(η̂) dη̂,

véase [3]. Por lo tanto, si se emplea una vez más la conmutatividad de
los diagramas en (16), se sigue que y(x) = (σ ◦ ŷ)(α−1(x)) para cada
x ∈ Rα. Esto permite obtener la solución de (15), la cual se expresa
como

y(x) = σ(f(x)), (17)

donde

f(x) = σ−1(y0) exp
(
−σ−1(a1)(α

−1(x)− α−1(x0))
)

+

∫ α−1(x)

α−1(x0)

exp
(
−σ−1(a1)(α

−1(x)− η)
)
(σ−1 ◦ g ◦ α)(η) dη.

De acuerdo con la exposición anterior, se puede mostrar que es po-
sible establecer métodos de solución para ecuaciones diferenciales no
newtonianas de primer orden, del mismo modo como se realiza en el
cálculo newtoniano.

Ejemplo 4.1. Se elige a1 = σ(1) y se considera un caso particular del
problema no newtoniano de valores iniciales (15) definido en el intervalo
[α(0), α(2)]α por

∗Dxy
σ

⊕ σ(1)
σ

⊙ y = σ(8), y(α(0)) = σ(0).

Con el fin de comparar las soluciones de esta ecuación diferencial, se
fija el espacio Rσ eligiendo σ(x) = x2 para cada x ∈ R y σ−1(x) =

√
x

para cada x ∈ Rσ = R+ y se consideran diferentes espacios Rα.
Si se elige α(x) = exp(x) para cada x ∈ R y α−1(x) = ln(x) para

cada x ∈ Rα = R+, esto es, si se supone que en Rα se define un
cálculo multiplicativo, entonces la solución y1 : [1, e

2]exp → Rσ de (15)
se representa por

y1(x) = 8x−2(−1 + x)2.

Además, si ahora se elige α(x) = κ−1 senh(x) para cada x ∈ R y
α−1(x) = arcsenh(κx) para cada x ∈ Rα = R, es decir, si en Rα se
considera un κ-cálculo de Kaniadakis, entonces la correspondiente so-
lución y2 : [0, κ

−1 senh(2)]κ → Rσ de (15) se representa por

y2(x) = 8(−1 + exp(− arcsenh(κx)))2.

Por otra parte, si se elige α(x) = x3 para cada x ∈ R y α−1(x) = 3
√
x

para cada x ∈ Rα = R, entonces la solución y3 : [0, 8]α → Rσ de (15) se
representa por

y3(x) = 8(−1 + exp(−x1/3))2.
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Finalmente, si ahora se elige α(x) = x para cada x ∈ R y α−1(x) = x
para cada x ∈ Rα = R, es decir, si en Rα se considera un cálculo
newtoniano, entonces la correspondiente solución y4 : [0, 2] → Rσ de
(15) se representa por

y4(x) = 8(−1 + exp(−x))2.

Las gráficas correspondientes se muestran en la figura 1.

0 2 4 6 8 10
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10

x

y
(x
) y1(x)

y2(x)
y3(x)
y4(x)

Figura 1. Gráficas de y1(x), . . . , y4(x) con κ = 1
2
.

Se termina este apartado con algunas implicaciones que surgen de
forma natural de la solución del problema no newtoniano de valores
iniciales (15) y que son de utilidad en el ∗-cálculo.
(e1) Si en (15) se elige a1 = σ(0) y se supone que x0 = a, x1 = b y

y0 = σ(0), entonces se obtiene

∗Dxy = g(x), y(a) = σ(0).

La correspondiente solución es y(x) = σ
(∫ α−1(x)

α−1(a)
(σ−1◦g◦α)(η) dη

)
,

de acuerdo con (17). Tomando en cuenta que la ∗-integral es la
operación inversa de la ∗-derivada, la expresión anterior permite
introducir la ∗-integral de la función g en el intervalo [a, b]α, la cual
se denota por

∗∫ x

a
g(η) dη. Aśı, la ∗-integral de g para x ∈ [a, b]α

satisface:
∗∫ x

a

g(η) dη = σ

(∫ α−1(x)

α−1(a)

(σ−1 ◦ g ◦ α)(η) dη
)
.

Otro método de exposición para esta fórmula se presentan en [6, 7].
(e2) Si en (15) se elige a1 = σ(−1), se supone que x0 = σ(0), x1 = b,

y0 = σ(1), y se supone que g(x) = σ(0) para cada x ∈ [a, b]α,
entonces se obtiene

∗Dxy = y, y(a) = σ(1).

La solución se expresa como y(x) = σ(exp(α−1(x))), de acuerdo
con (17). Una propiedad de la función exponencial en el cálculo
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newtoniano es que ella coincide con su derivada, considerando es-
to válido en el cálculo no newtoniano, se introduce la ∗-función
exponencial, ∗exp: Rα → Rσ, definida como

∗exp(x) = σ(exp(α−1(x))), x ∈ Rα.

Se puede comprobar que si x1, x2 ∈ Rα, entonces se cumple la
identidad ∗exp(x1

α

⊕ x2) =
∗exp(x1)

σ

⊙ ∗exp(x2).
(e3) Empleando la ∗-función exponencial, se define la ∗-función loga-

ritmo natural, ∗ln : R+
α → Rσ, como aquella función que satisface:

y = ∗ln(x) si y solo si, ∗exp(y) = x. Se puede comprobar que si
x1, x2 ∈ R+

α , entonces se cumple ∗ln(x1

α

⊙ x2) =
∗ln(x1)

σ

⊕ ∗ln(x2)
y ∗ln(x1

α

⊘ x2) =
∗ln(x1)

σ

⊖ ∗ln(x2).

4.2 Ecuación diferencial lineal no newtoniana de segundo orden

Empleando el método del apartado anterior, se considera el problema
de encontrar la solución y : [x0, x1]α ⊂ Rα → Rσ del problema no new-
toniano de valores iniciales:
∗D2

xy
σ

⊕ a2
σ

⊙ ∗Dxy
σ

⊕ a1
σ

⊙ y = g(x), y(x0) = y10,
∗Dxy(x0) = y20, (18)

donde a1, a2 ∈ Rσ son constantes y g : [x0, x1]α ⊂ Rα → Rσ es una
función continua.

Se consideran las funciones Dα−1(x)ŷ, ŷ, ĝ : R → R que son asociadas
a las funciones ∗Dxy, y y g, y tales que los siguientes tres diagramas
son conmutativos

Rα Rσ

R R

∗Dxy

α α−1 σ σ−1

Dα−1(x)ŷ

Rα Rσ

R R

y

α α−1 σ σ−1

ŷ

Rα Rσ

R R

g

α α−1 σ σ−1

ĝ

(19)

esto es, de tal manera que: Dα−1(x)ŷ(α
−1(x)) = (σ−1◦∗Dxy◦α)(α−1(x)),

ŷ(α−1(x)) = (σ−1 ◦ y ◦ α)(α−1(x)) y ĝ(α−1(x)) = (σ−1 ◦ g ◦ α)(α−1(x))
para cada x ∈ Rα. Si se emplea (11) y (13), y la conmutatividad de los
diagramas (19), entonces (18) se puede expresar de forma equivalente
como la siguiente ecuación diferencial newtoniana de segundo orden

D2
x̂ŷ + â2Dx̂ŷ + â1ŷ = ĝ(x̂), ŷ(x̂0) = ŷ10, Dx̂ŷ(x̂0) = ŷ20,

donde x̂ = α−1(x) para cada x ∈ [x0, x1]α, x̂0 = α−1(x0), x̂1 = α−1(x1),
ŷ10 = σ−1(y10), ŷ

2
0 = σ−1(y20), â1 = σ−1(a1) y â2 = σ−1(a2). Los métodos

que se emplean para determinar la solución del problema newtoniano
de valores iniciales anterior son conocidos, por ejemplo, el método de
variación de parámetros. De acuerdo con este método, la solución de la
ecuación diferencial lineal newtoniana se expresa como

ŷ(x̂) = c1ŷ1(x̂) + c2ŷ2(x̂) + Ŷ (x̂),
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donde c1 y c2 son constantes que depende de las condiciones iniciales,
ŷ1(x̂) y ŷ2(x̂) conforman el conjunto fundamental de soluciones de la
ecuación diferencial lineal newtoniana homogénea asociada, y

Ŷ (x̂) = −ŷ1(x̂)

∫
ŷ2(x̂)ĝ(x̂)

W [ŷ1, ŷ2](x̂)
dx̂+ ŷ2(x̂)

∫
ŷ1(x̂)ĝ(x̂)

W [ŷ1, ŷ2](x̂)
dx̂,

donde W [ŷ1, ŷ2](x̂) denota el wronskiano:

W [ŷ1, ŷ2](x̂) = det

[
ŷ1(x̂) ŷ2(x̂)

Dx̂ŷ1(x̂) Dx̂ŷ2(x̂)

]
.

En el caso descrito, las funciones ŷ1(x̂) y ŷ2(x̂) dependen de las ráıces
de la ecuación caracteŕıstica r2 + â2r + â1 = 0, véase [3]. Por lo tanto,
dado que y(x) = (σ ◦ ŷ)(α−1(x)) para cada x ∈ Rα, se sigue que la
solución del problema no newtoniano de valores iniciales (18) tiene la
forma

y(x) = σ
(
c1ŷ1(α

−1(x)) + c2ŷ2(α
−1(x)) + Ŷ (α−1(x))

)
. (20)

Ejemplo 4.2. Se eligen µ y ω tales que 0 < µ < ω y se supone que
a1 = σ(2µ) y a2 = σ(ω2). Para estos valores se considera un caso
particular de (18) definida en [α(0), α(2)]α:

∗D2
xy

σ

⊕ σ(2µ)
σ

⊙ ∗Dxy
σ

⊕ σ(ω2)
σ

⊙ y = σ(0)

y(σ(0)) = σ(3), ∗Dxy(σ(0)) = σ(0).

Siguiendo el razonamiento del ejemplo 4.1, se fija el espacio Rσ eligiendo
σ(x) = x2 para cada x ∈ R y σ−1(x) =

√
x para cada x ∈ Rσ = R+ y

se consideran diferentes espacios Rα. Se define β =
√

ω2 − µ2.
Si se elige α(x) = exp(x) para cada x ∈ R y α−1(x) = ln(x) para

cada x ∈ Rα = R+, esto es, si se supone que en Rα se define un
cálculo multiplicativo, entonces la solución y1 : [1, e

2]exp → Rσ de (18)
se representa por

y1(x) = 9x−2µ
(
cos(β ln(x)) + µ

β
sen(β ln(x))

)2
.

Adermás, si se elige α(x) = κ−1 senh(x) para cada x ∈ R y α−1(x) =
arcsenh(κx) para cada x ∈ R, es decir, si en Rα se considera un κ-
cálculo de Kaniadakis, entonces la solución y2 : [1, κ

−1 senh(2)]κ → Rσ

de (18) se representa por

y2(x) = 9 exp
(
−2µ arcsenh(κx)

)
·(

cos
(
β arcsenh(κx)

)
+ µ

β
sen

(
β arcsenh(κx)

))2
.

Por otra parte, si se elige α(x) = x3 para cada x ∈ R y α−1(x) = 3
√
x

para cada x ∈ Rα = R, entonces la solución y3 : [0, 8]α → Rσ de (18) se
representa por

y3(x) = 9 exp
(
−2µx1/3

)(
cos

(
βx1/3

)
+ µ

β
sen

(
βx1/3

))2
.
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Finalmente, si se elige α(x) = x para cada x ∈ R y α−1(x) = x para
cada x ∈ Rα = R, entonces la solución y4 : [0, 2] → Rσ de (18) se
representa por

y4(x) = 9 exp(−2µx)
(
cos(βx) + µ

β
sen(βx)

)2
.

Las gráficas se muestran en la figura 2. Se observa que la ecuación new-
toniana asociada, describe la dinámica de un oscilador amortiguado, y
que la dinámica en el caso no newtoniano es analóga al caso newtoniano.

0 2 4 6 8 10
0
2
4
6
8
10

x

y
(x
) y1(x)

y2(x)
y3(x)
y4(x)

Figura 2. Gráficas de y1(x), . . . , y4(x) con µ = 1
2
, ω = 3 y κ = 1

2
.

Se obtienen algunas implicaciones que surgen de forma natural de la
solución del problema no newtoniano de valores iniciales (18) y que son
de utilidad en el ∗-cálculo.
(e4) Se supone que [x0, x1]α = [α(0), α(nπ)]α para algún n ∈ N. Se elige

a2 = σ(0), a1 = σ(1), y10 = σ(1), y20 = σ(0) y g(x) = σ(0) para
cada x ∈ [α(0), α(nπ)]α. Entonces se obtiene

∗D2
xy = σ(−1)

σ

⊙ y, y(α(0)) = σ(1), ∗Dxy(α(0)) = σ(0).

De acuerdo con la expresión (20), la solución correspondiente se
describe por y(x) = σ(cos(α−1(x))). Una propiedad de la función
coseno en el cálculo newtoniano es que tal función coincide con el
inverso aditivo de su segunda derivada, suponiendo que esta pro-
piedad es válida en el cálculo no newtoniano, la expresión anterior
permite introducir la ∗-función coseno, ∗cos : Rα → Rσ, definida
por

∗cos(x) = σ(cos(α−1(x))), x ∈ Rα.

Además, si en la ecuación diferencial se elige a2 = σ(0), a1 = σ(1),
y10 = σ(0), y20 = σ(1) y g(x) = σ(0) para cada x ∈ [α(0), α(nπ)]α,
entonces la solución de la ecuación diferencial permite introducir
la ∗-función seno, ∗sen: Rα → Rσ, definida como

∗sen(x) = σ(sen(α−1(x))), x ∈ Rα.

Con ayuda de (4) se comprueba que ∗cosσ(2)(x) = σ(cos2(σ−1(x)))
y que ∗senσ(2)(x) = σ(sen2(σ−1(x))), lo cual permite comprobar
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la identidad: ∗cosσ(2)(x)
σ

⊕ ∗senσ(2)(x) = σ(1), x ∈ Rα. Por otra
parte, si se definen las ∗-funciones secante, tangente, cosecante y
cotangente, como

∗sec(x) = σ(1)
σ

⊘ ∗cos(x), ∗tan(x) = ∗sen(x)
σ

⊘ ∗cos(x),

∗csc(x) = σ(1)
σ

⊘ ∗sen(x), ∗cot(x) = ∗cos(x)
σ

⊘ ∗sen(x),

entonces se puede ver que estas ∗-funciones trigonométricas cum-
plen las siguientes dos identidades: ∗tanσ(2)(x)

σ

⊕ σ(1) = ∗secσ(2)(x)
y ∗cotσ(2)(x)

σ

⊕ σ(1) = ∗cscσ(2)(x) para cada x ∈ Rα. Se puede
comprobar que las identidades que satisfacen las funciones trigo-
nométricas las satisfacen también las ∗-funciones trigonométricas,
bajo las correspondientes σ-operaciones.

4.3 Ecuaciones diferenciales lineales no newtonianas de orden m

Los casos que se describieron en los apartados previos, permiten pre-
sentar un breve comentario sobre el procedimiento general que se debe
seguir en el problema de determinar la solución y : [x0, x1]α ⊂ Rα → Rσ

del problema no newtoniano de valores iniciales:

∗Dm
x y

σ

⊕ am
σ

⊙ ∗Dm−1
x y

σ

⊕ · · ·
σ

⊕ a2
σ

⊙ ∗Dxy
σ

⊕ a1
σ

⊙ y = g(x),

y(x0) = y10,
∗Dxy(x0) = y20, . . . ,

∗Dm−1
x y(x0) = ym−1

0 ,

donde a1, a2, . . . , am ∈ Rσ son constantes, g : [x0, x1]α ⊂ Rα → Rσ

es una función continua y las ∗-derivadas ∗Dk
xy, k = 0, 1, 2, . . . ,m, se

determinan de acuerdo con las fórmula recurrente (14). Se puede com-
probar que el problema no newtoniano de valores iniciales anterior, se
puede expresar de forma equivalente al siguiente problema newtoniano
de valores iniciales

Dm
x̂ ŷ + âmD

m−1
x̂ ŷ + · · ·+ â2D

1
x̂ŷ + â1ŷ = ĝ(x̂),

ŷ(x̂0) = ŷ10, Dx̂ŷ(x̂0) = ŷ20, . . . , D
m−1
x̂ ŷ(x̂0) = ŷm0 ,

donde x̂ = α−1(x) para cada x ∈ [x0, x1], x̂0 = α−1(x0), x̂1 = α−1(x1),
âk = σ−1(ak) y ŷk0 = σ−1(yk0) para k = 1, . . . ,m−1, y donde la relación
que existe entre las funciones incógnitas de ambos problemas de valores
iniciales es y(x) = (σ ◦ ŷ)(α−1(x)) para cada x ∈ [x0, x1]α.

La importancia de esta relación se debe al siguiente hecho: después de
resolver el problema newtoniano de valores iniciales, se puede obtener,
bajo tal relación, el problema no newtoniano de valores iniciales. ¡Se
invita al lector a comprobar que esto es aśı!
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[1] A. E. Bashirov, E. M. Kurpınar y A. Özyapıcı, ((Multiplicative calculus and its appli-
cations)), Journal of Mathematical Analysis and Applications, vol. 337, 2008, 36–48.

[2] A. E. Bashirov, E. Mısırlı, Y. Tandoğdu y A. Özyapıcı, ((On modeling with multiplica-
tive differential equations)), Applied Mathematics-A Journal of Chinese Universities,
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[4] A. F. Çakmak y F. Başar, ((Some new results on sequence spaces with respect to
non-Newtonian calculus)), Journal of Inequalities and Applications, vol. 2012, núm. 1,
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