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1. Introducciéon

El calculo tradicional, también llamado calculo newtoniano, fue iniciado
en la segunda mitad del siglo XVII por mateméticos tales como Isaac
Newton, Gottfried Wilhelm Leibnitz, Jakob Bernoulli, Johann Bernou-
1li, entre otros, véase [§]. Una alternativa del cdlculo newtoniano es el
calculo no newtoniano, cuyo origen se remonta en una serie de trabajos
de Michael Grossman y Robert Katz publicados entre los anos 1967
a 1970, y que se resumen en [9]. La base del célculo no newtoniano
consiste en substituir las operaciones binarias: suma, resta, multiplica-
cién y divisién, por otras operaciones binarias que dependen de una
funcién inyectiva. En este sentido, el calculo no newtoniano constituye
una generalizacion del cdlculo newtoniano.

Los principios bésicos se resumen a continuacién. Sea X un subcon-
junto no vacio de R y sea a: X — R una funcién inyectiva cuyo rango
a(X) se denota por R,. La funcién « es llamada un a-generador de
una «-aritmética sobre R, si las siguientes cuatro a-operaciones son
bien definidas para cada a,b € R,:

a®b=alaa)+a (D), a-suma, (1a)

aSb=alaa)—a (b)), a-resta, (1b)

a®b=alaHa) o 1(b)), a-multiplicacién, (1c)
-1

a&b= O‘(Z%((Z)) > a-division. (1d)

El conjunto R, es llamado conjunto de nimeros reales no newtonianos.
La funcién a permite establecer un a-orden sobre el conjunto R, de
la siguiente manera: a < b si y solo si, a~'(a) < a~!(b). De manera
equivalente: a < b si y solo si, o~ (a) < a~(b).

Palabras clave: a-generadores, cdlculo no newtoniano, ecuaciones diferenciales no newtonianas.
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Los siguientes ejemplos de calculo no newtoniano son de interés
practico.

Sise elige X =Ry a =1id, donde id: R — R es la funcién identidad:
id(r) = x para cada = € R, entonces las id-operaciones se reducen a
las operaciones habituales en el calculo newtoniano:

adb=a+b aBb=a—b aBb=a-b, aéb:%, b+ 0.

En este caso, el conjunto R, describe el conjunto de ntimeros reales
newtonianos, es decir, R, = R. Es claro que el ¢d-orden en R, coincide
con el orden habitual de R.

Si se eligen a(z) = exp(z) para cada z € Ry a!(x) = In(z) para
cada r € R, = R*, entonces las exp-operaciones que se obtienen de

f para cada a,b € R, son:

L a®b=ad"® =pn@ T p=qm® p #+ 1.

exp

a ® b= ab, a b=

a

=)

El célculo no newtoniano que se obtiene en R, es llamado cdlculo mul-
tiplicativo o cdlculo geométrico. Algunas propiedades de este calculo no
newtoniano se pueden consultar en [I], [19]. Se destaca que, probable-
mente, este es uno de los calculos no newtonianos mas populares, debido
al nimero de investigaciones y aplicaciones que se han reportado en la
literatura. Algunas aplicaciones se pueden consultar en [2] [10, [17].

Si se considera una constante £ € (—1,1)\{0} y se eligen las funciones
a(z) = k™! senh(z) para cada z € Ry a~!(z) = arcsenh(xz) para cada
r € R, = R, entonces el cdlculo no newtoniano que se obtiene en R,
es llamado k-cdlculo de Kaniadakis. Las k-operaciones que se obtienen

de f se describen por

a®b=aV1+r2?+bV1+ k22,
a5 b=aVl+ k22— b/1+ K2a?,

a®b=r" senh (k" arcsenh(ka) arcsenh(kb)),

), b+ 0.

( arcsenh(ka)
arcsenh(kb)

El k-célculo de Kaniadakis describe una aritmética que se suele em-
plear en fisica estadistica, véase [13], [14], [I5]. Algunas aplicaciones del
rk-calculo de Kaniadakis se pueden consultar en [7, 1T, [16].

Otros tipos de calculo no newtoniano y su unificaciéon se pueden
consultar en [0].
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2. Propiedades algebraicas y topoldgicas de R,

Los resultados que se presentan en este apartado son una adaptacion
de aquellos que se discuten en [4]. Durante la exposicién se supone que
X =R yque a: X - R, es una funcién inyectiva y continua.

2.1 Propiedades algebraicas

En este apartado se muestra que R, es un campo aritmético bajo las
operaciones f. Se recuerda que un sistema conformado por un
conjunto F, cuatro operaciones binarias (609, 8,0, é) definidas en E y
un orden < definido en E , es llamado un campo ordenado si las opera-
ciones binarias definidas en E se comportan de la misma manera como
se comportan las operaciones binarias (4, —, -, /) definidas en R, y la
relacion de orden definida en E se comporta de la misma manera como
se comporta el orden < definido en R, véase [9]. Un campo ordenado
se llama campo aritmético cuando este es un subconjunto de R.
La a-suma induce las siguientes propiedades sobre R,,.

(a1) a & b € R, para todo a,b € R,,.
(a3) (a®b)Dec=0ad (bd c) para todo a,b, c € R,. En efecto:

(aéb)éc:a(a La & b)+a )

(
ala™(a(a™H(a) +a7(D))) + a7 (c))
=ala(a) +a 1 (b) + a ' (c))
=ala™(a) + o Ha(a () + a'(c))))
=alaHa)+a 0B ) =ad DD c)

(as) a ©® a(0) = a(0) @ a = a para todo a € R,. En realidad, se
observa que a ® a(0) = afa~(a) + = ((0))) = a(a"(a)) = a.
De la misma manera se muestra que a(0) & a = a. Por lo tanto,
a(0) es el elemento neutro de R, con respecto a la a-suma.

(a4) a & a(—a(a)) = a(—aYa)) Ha= a(O) para todo a € R,. En
efecto: a & a(—a"'(a)) = a(a(a) + a Ha(—a"'(a)))) = a(0).
De la misma manera se muestra que a(—a~(a)) & a = a(0). Por
lo tanto, a(—a~1(a)) € R, es el inverso aditivo de a € R, con
respecto a la a-suma.

(a5) a & b=b & aparatodo a,b € R,. En realidad, basta con observar
que a & b=ala ' (a)+a (b)) =ala(b)+a ' (a) =b& a.

Los puntos (a1)—(as) muestran que el conjunto R,, es un grupo abe-
liano si en €l se considera la a-suma como operacion binaria.

Teorema 2.1. (R, ®) es un grupo abeliano.
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Empleando un procedimiento andlogo al anterior, se puede mostrar
que la a-multiplicacién induce las siguientes propiedades:
(b1) a @) be R para todo a,b € R,,.
(b )( b) ® c-a@(b@ ¢) para todo a,b,c € R,,.
(b3) a ® a(1) = (1) ® a = a para todo a € R,,.
(by) a ® a((aHa))™) = a((a (a))™) & a = a(1) para todo ntimero
real no newtoniano a € R, \ {«(0)}.
(bs) a ®b=0b® a para todo a,b € Ry,.
Los puntos (by)—(bs) permiten obtener el siguiente resultado.

4

Teorema 2.2. (R, \ {a(0)},®) es un grupo abeliano.

Las leyes distributivas por la izquierda y por la derecha, también se
cumplen en R, con respecto a la a-multiplicacion y a la a-suma.

(bg) a®bD)=@OD)Ha@d)ybdc)ba=0bGa)d (c®a)
para cada a,b,c € R,. En realidad, se observa que

a®(b®c)=alaHa)-a (b c)

a(a™(a) - (@7 (b) + a7 (c)))

=a(a™(a) a7 (b) +a'(a) - a”(c))
=a(a(a) - a7(b) & ala(a) - aH(e)
=(@®b) & (a® ).

Similarmente se comprueba que (b & ¢) ©a= (b & a) ® (¢ ® a).
Se obtiene entonces el siguiente resultado como conclusion.
Teorema 2.3. La a-multiplicacion es distributiva sobre la a-suma.

Tomando en consideracién que R, es un conjunto ordenado, y de
acuerdo con los teoremas 2.3 se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.4. (Ro,®,®, <) es un campo ordenado.

Se termina este apartado con el siguiente resultado que muestra la
relacion que existe entre los campos ordenados considerados.

Teorema 2.5. Los campos ordenados (R, +, -, <) y (Ra,®,®, <) son
isomorfos.

Demostracion. Es suficiente con observar que si se elige p: R — R, de
tal manera que p(z) = a(x) para cada = € R, entonces

pla-b) = ala™(a(a) - aH(a(b))) = ala) © a(b) = p(a) © ¢(b),
pla+0b) = ala™ (a(a)) + o (a(0))) = ala) & a(d) = p(a) © @(b).

Por otra parte, si se elige ¢: R, — R definida por ¢(y) = a (y)
para cada y € R,, entonces se puede mostrar de forma completamente

andloga que ¢(a & b) = ¢(a) + ¢(b) y ¢(a O b) = ¢(a) - H(b). O
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2.2 Propiedades topolégicas

Las propiedades topoldgicas de R, se pueden obtener a partir de las
operaciones f. Estas propiedades seran empleadas méas adelante
al describir el x-calculo. Los resultados que se muestran a continuacion
son una adaptacién de aquellos que se presentan en [4, 20]. Con el
objeto de analizar tales propiedades, se introducen los subconjuntos
principales de R,,.

El primer conjunto que se considera es el conjunto de numeros natu-
rales no newtonianos, el cual se define como

N, = {a(n) € R, | n € N}.

Este conjunto tiene propiedades similares al conjunto N. En principio,
se puede observar que este conjunto es cerrado bajo la a-suma, pues si
se eligen a(n),a(m) € N,, entonces a(n) & a(m) = a(n+m) € N,.
En particular, se observa que a(n) & a(1) = a(n + 1). Por lo tanto,
si se a-suma n-veces «(1), como resultado se obtiene «(n). Lo anterior
permite observar que el principio de induccion matematica es vélido en
N,. Por otra parte, si a(n) > a(1), entonces a(n) & a(1) = a(n — 1).
Esta propiedad permite introducir el conjunto de numeros enteros no
newtonianos, el cual se define por

Zo ={a(n) eR, |n € Z}.

Por construccién se sigue que N, C Z,. Es claro que el conjunto
Z., se conforma de las soluciones de la ecuacién lineal no newtonia-
na a(m) & b = a(n), donde m,n € N. Por el contrario, si se considera
el problema de hallar soluciones de la ecuacién lineal no newtoniana
a(m) © b = a(n), donde m,n € Z y m # 0, entonces existen solu-
ciones que no pertenecen a Z,. Esto permite introducir el conjunto de
numeros racionales no newtonianos, el cual se define como

QaZ{a(n)éa(m)GRa|n,m€Zym7éO}.

Una vez més, por construccion se sigue que Z, C Q,. Como conclusién,
se tiene que N, C Z, C Q, C R,,.

El nimero a(0) permite considerar una estructura en el conjunto R,,.
Sea a € R,. Se dice que a es un niumero real no newtoniano positivo si
a = a(0), a es un mimero real no newtoniano negativo si a < a(0) vy,
finalmente, a es un nidmero real no newtoniano sin signo si a = «/(0).
Lo anterior justifica la descomposiciéon R, = RT UR_ U {«(0)}, donde
Rf ={a €Ry|a>a0)yR, ={a R,y |a < a0)} Se lla-
mard a R} el conjunto de nimeros reales no newtonianos positivos y

R el conjunto de nimeros reales no newtonianos negativos. Ademas,
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se llamard a RY = RY U {a(0)} el conjunto de mimeros reales no new-
tonianos no negativos. De las definiciones se desprende que N, C R y
que N, U {a(0)} C R.

Se establece ahora la relacién que existe entre la suma y multipli-
cacion de numeros reales newtonianos con respecto a la a-suma y la
a-multiplicaciéon de nimeros reales no newtonianos.

Sean ay,as,...,a, € R,. Usando se observa que

a1 @ ay = a(aHay) + a(as)),
a1 & ay & ag = a(a” (ala™ (ar) + a7 (a2))) + a ' (as))
= a(a™(a1) +a H(ag) + a7 (ay)),
a1 S ay® & am=ala(a)+a N ag) + -+ a  am)).

La formula anterior se puede simplificar si se considera la siguiente
s 7 . [23 @ «
notacién de a-sumatoria: “> )" jay = a; @ az © -+ D ap,, con lo cual

se observa que . .
N = a(z al(ak)>. (2)

En particular, se sigue que la a-suma de los primeros m numeros na-
turales no newtonianos cumple: “Y L a(k) = a(3m(m + 1)).
De la misma manera, usando (|lc|) se puede comprobar que

a1 Oay® O am=ala(ay) - aHag) - am)).

Una vez mas, la formula anterlor se puede simplificar si se considera la
notacién: Hk [0k = a4 ®ay® -+ ® apy, con lo cual se obtiene

"‘k]:[1 ay = a(i[l al(ak)). (3)

Como caso particular, se observa que la a-multiplicacion de los primeros
m ndimeros naturales no newtonianos, es decir, el a-factorial de a(m)
que se denota por a(m)!, cumple: a(m)! = Hk Lok ) = a(m!).

Si para cada a € R, y a(m) € N, se denota por a®™ la correspon-
diente a(m)-ésima potencia de a, entonces se obtiene una expresion
para a®™ por a-multiplicar m-veces el nimero real no newtoniano a
consigo mismo, es decir,

a*® =a®a=alaNa) o \(a) = a(a (),
0¥ = a*® & a = (7))’ 07H @) = al(a”(@)°),
0™ = "D & 0 = a((a7 (@)™ a7 a)) = a((a7 (@)™,

por lo tanto,
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La expresién permite observar que a®) = a(a"'(a)) = a, y que
si a”!(a) # 0, entonces a®(®) = a(1). Por otra parte, se observa que
a®=Y = a((a(a))™), es decir, a®Y es el inverso multiplicativo de
a € R,. Esto permite reescribir el punto (b,) al emplear a®=Y en lugar
de a((a Y(a))™): a ® a®D = a*D & ¢ = a(1) para todo a € R,,.
Como aplicacién de y , se obtienen algunas formulas en el con-
junto R, que son conocidas en el conjunto R. Por ejemplo, si a € R,
es tal que a~!(a) # 1, entonces la a-suma geométrica finita cumple

et = a(%), mientras que si a,b € R,, entonces se
comprueba que (a & )™ = a((a~(a) + a~1(b))™) y, como conse-
cuencia, el desarrollo de un a-binomio de Newton cumple la siguiente
relacién (a & b)*™ = o (37, () (@ (@)™ *(a~1(b))F).

Una consecuencia adicional que resulta de la representacion , es
que para cada a € R, y m € N, la ecuacién no newtoniana b = g
admite la solucién b = a( ¥/a~1(a)), lo cual se puede verificar directa-
mente por sustitucion. Esto permite introducir la o(m)-ésima raiz de
a € R,, la cual se denotada por %/a” y se define como

Va® = o Y/a1(a)). (5)
Se observa de la expresién (f]) que cada valor de la a(m)-rafz §/a” de

a € R,, depende del valor de la m-ésima raiz ¥/a~'(a) de a~'(a) € R.

En particular, si en se elige m = 2, entonces las dos a-raices cua-

dradas de a € R, son v/a" = a(y/a=1(a)) y & a* = a(—/a~(a)).

Con el mismo método se introduce el a-valor absoluto de a € R,,
denotado por |ala, y que satisface |al, = Va*® = a(|la~(a)|). En tal

caso, se define
lala = ala™(a)]). (6)
Si se considera a € R, arbitrario, entonces se obtiene de la represen-

tacién @ la definicién de la funcién a-valor absoluto |-|,: R, — R,
definida por

a, sia > a(0),
lala = ¢ a(0), si a = a(0),
a(0) & a, sia<al0).
Se describen ahora dos propiedades en R, que se desprenden de la
definicion de a-valor absoluto.
(c1) |by O bala = |b1]a o) |b2|o para todo by,by € R,. Basta observar
que de la definicién de a-multiplicacién y de @ se obtiene
(b1 © bola = a(la™ (b1) - a7 (Bo)]) = a(la™ (b)] - @™ (b))
= a(a(a(la™ (1)) - aHa(laT (B2)])))
= a(la™ (b)) © a(la” (b)) = [b1la © [bola-
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(ca) |b1 &b b2|a < 1] & |b2|o para todo by, by € R,. Para ver que esto
es asi, sean by, by € R,. Entonces

b1 © balo = alla™ (b & b)]) = ala™" (b1) + ™ (b2)]).

Si se aplica a~! en ambos lados de esta desigualdad, se sigue que
aH(|br @ bala) = a7 (b1) + a7 (b2)| < la7H(bo)] + a7 (b2)] .
como « es una funcién inyectiva, se obtiene que

b1 © balo < afla"(b1)] + | (b2)])
< ol Halla™ (b)) + o He(la™ (b2)])))
alla (b)]) & alla™ (b1)]) = [bi]a D [boa-

Los puntos (¢;)—(cz) implican las siguientes propiedades en R,,. Sean
aj,a; € R,. Se observa primero que |a; S asla > a(0), pues esta
desigualdad equivale a |a™(a;) — a~!(ay)| = 0. Ademds, es claro que
lay & aslq = a(0) siy solo si, a(ay) — a " (ag) = 0, es decir, si y solo
si, a; = ag. Por otra parte, se puede comprobar de forma directa que
|G1 é a2|a = |a2 é Cl1|a- Ademés, |a1 é a3|a % |a1 é Cl2|a é |CL2 é a3|cx
para todo aq, as,asz € R,, lo cual se obtiene de (¢3) y de observar que
si se elige b; = a; <) as y by = as S as, entonces

b1 EQB b2 = Oé(Oé_l((ll é CLQ) + Oé_l(ag é CL3>>

=alaa) —aHaz)) = a S as.

Finalmente, se observa que |a; © as|o € R, lo cual se desprende de la
representacién () y de notar que: |a; © asls = a(ja™(ar) — a™(a))).
Esto permite introducir una propiedad adicional en R,,.

(c3) La funcién p,: R, x R, — R, definida por

palai, az) = |a; & asla, a1,a2 € Ry,

induce una métrica en R, que satisface para todo aq, as, a3z € R,
las siguientes propiedades:
(1) palar,az) £ a(0).
(1) palai,az) = «(0) siy solo si, a; = as.
(111) palar,az) = palaz,ar).
(1) palar, as) < palar, as) & palaz, as).
Como consecuencia de (c3) se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6. El espacio no newtoniano R, puede ser considerado un
espacio métrico bajo la métrica p, definida por
palar,as) = a1 © asla = afla™"(a1) — a™*(as)]). (7)

espacio métrico (R, po) es llamado io métrico no newtonian
El t R, ll do espacio métrico no newtoniano
Y pa €S llamada métrica no newtoniana.
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Si en R se considera la métrica estandar p: R x R — R, es decir, la
métrica definida por p(by, bs) = |b; — bs|, entonces se observa de (7)) que

palar, az) = a(p(a™ (ar),a7"(a2))), a1, as € Ra.

Se establecen algunas propiedades sobre la topologia en R,,. Para este
fin, se supone que a y b son elementos arbitrarios de R, tales que a < b.

(dy) Sea (a,b)y = {z € Ry | a < x < b} un intervalo abierto no
newtoniano en R, . Este conjunto se identifica en R con el conjunto
de nimeros a~!(z) € R tales que a™(a) < a”(z) < a™(b). De
esta manera (a,b), = a((a"!(a),a™())).

(dy) Sea [a,bly = {z € Ry | a < z < b} un intervalo cerrado no
newtoniano en R, . Este conjunto se identifica en R con el conjunto
de nimeros a~!(z) € R tales que a™(a) < a7 !(x) < a™!(b). Por
lo tanto [a, b, = a([a!(a),a™(D)]).

(ds) Sea By(a,€) = {z € R, | pa(z,a) < €} una bola abierta no newto-
niana de centro a € R, y radio € > a(0). Si # € By(a, €), entonces
se comprueba que la desigualdad p,(x,a) < € equivale en R a las
desigualdades a!(a) — a7!(e) < a7 '(x) < a”(a) + a"!(e). Se
sigue que By (a,€) = a(B(a"'(a),a"1(e))).

(d4) Sea By(a,€) = {x € R, | pa(z,a) < €} una bola cerrada no newto-
niana de centro a € R, y radio € > a(0). Si z € B,(a, €), entonces
se observa de forma andloga al caso anterior que p,(zx, a) < € equi-
valeen R a a™'(a) — a™'(e) < a}(z) < a'(a) + a™t(e). Luego
Ba(a, ) = a(B(a™'(a),a}(e)).

Las expresiones (d1)-(d4) muestran una dependencia entre las topo-
logias de R y R,,. Se recuerda que una base para la topologia estandar
T de R es B={B(a,e) |a € Rye>0}, véase [12]. Ademds, como «
es continua, entonces a~! también es continua, ya que « es inyectiva.
Se sigue que B, = {a(B(a,€)) | B(a,e) € B} es una base para una
topologia 7, de R,. Se resume esto como sigue:

Teorema 2.7. B, es una base para una topologia T, de R,. Esta to-
pologia se induce por « a partir de la topologia habitual T de R.

3. Conceptos de calculo diferencial no newtoniano

La importancia del teorema se debe a la posibilidad de formular
aquellos conceptos basicos para funciones newtonianas: limite, conti-
nuidad, diferenciabilidad, etc. Esto permite introducir los principios
bésicos del calculo no newtoniano. Se supone que R, es un conjunto
de numeros reales no newtonianos generado por una funcién inyectiva
y continua : R — R, y que R, es un conjunto de ntimeros reales no
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newtonianos generado por una funcion inyectiva y continua o: R — R.
Se supone también que existe un isomorfismo ¢: R, — R, que posee
las siguientes propiedades:

o

Wa & b)=1la) & ub), laEDb)=1i(a)d u(b),

e e 8
tla®b)=1(a) ®b), tlab)=1a)b).

Del orden definido en R, v R,, se sigue que: a < b si y solo si,
t(a) < ¢(b). Ademss, 1(a) = o(a'(a)) para cada a € R, y, en par-
ticular, ((a(n)) = o(n) para cada n € N. Se observa también que toda
afirmacién que se realice con respecto a las operaciones en R, se puede
transformar en una afirmacion equivalente con respecto a las operacio-
nes en R,, y viceversa, ya que, por ejemplo, a & b = 1 (¢(a) & 1(b)).
El siguiente diagrama ilustra las afirmaciones anteriores:

7 )

El célculo no newtoniano que se obtiene al considerar funciones que van
de R, en R, es llamado *-cdlculo. En este apartado se presentan algunos
resultados del x-cdlculo, los cuales son una adaptacién de [5, [1§].

Sea f: R, = R, ysea z € R,. Se dice que | € R, es el x-limite de
f cuando z tiende a a € R,, el cual se denota por *lim,_,, f(z) = [,
si para todo € > ¢(0) existe § > a(0) tal que si a(0) < po(z,a) < 0
entonces p,(f(x),1) < e. De manera equivalente, [ € R, es el -limite
de f cuando z tiende a a € R, si para todo € > ¢(0) existe § > a(0)
tal que si x € By(a,0) \ {a}, entonces f(z) € B,(l,¢€).

Se puede comprobar que si “lim,_,, fi(z) =11 y "lim,_,, fo(x) = Is,
entonces

*}El_fg(fl(@ é f2(f’5)) =1 é 12, *Hm(fl(l’) é fz(iﬁ)) =0 é la,
m(fi(e) © fo(2) = b O by “lm(fi(e) © folw) =L O s,

donde se ha supuesto en el dltimo limite que Iy # o(0).

Se establece ahora el significado de la expresién “lim,_,, f(y) = f(z)
y se introduce el concepto de *-continuidad de una funcién f en x € R,,.
Se dice que f es x-continua en x € R,, si para todo € S o(0) existe
6 > a(0) tal que si p,(, 2) < § entonces p,(f(z), f(2)) < €. De manera
equivalente, se dice que f es x-continua en x € R, si para todo € s o(0)
existe § > a(0) tal que f(Ba(x,0)) C By(f(z),€). Se puede ver que f
es #-continua en x € R, si y solo si, *limy a0 f(z & h) = f(2); es
decir, si y solo si, *limy, ) (f(z & k) & f(z)) = ¢(0). Una funcién
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f es *-continua en [a,b], si f es *-continua para todo = € [a,bl,. El
conjunto de funciones f: R, — R, que son *-continuas en |[a,b|, se
denota por C,la, bl,.
Se dice que f es x-diferenciable en x € R,, si el limite
“lim ((f(z & h) & f(x) @ u(h)
h—a(0)
existe.ﬂ Se observa que este limite es bien definido, ya que si h — «/(0),
entonces t(h) — o(0). En tal caso, la x-derivada de f en 2 € R, se
denota por
D, fx) = “lim ((f(x & h) S f(x) ©un)).
h—a(0)
Una funcién f es x-diferenciable en [a,b], si f es x-diferenciable pa-
ra todo x € [a,bl,. Se denota por Clla,b], el conjunto de funciones
f: R, — R, que son x-diferenciables en [a, ], y tal que su *-derivada
es x-continua sobre [a, b],.
Se observa que si f es x-diferenciable en x € R, entonces f también
es *-continua en x, lo que se sigue de observar que

i (f (@ & h) S f(z))

= Jim ((f( G h) S f@) & uh) & u(h)
= (im (P &) & £@) & ) © ([lim (1)) = o(0).

Se considera ahora una funcién arbitraria f: R, — R, y se elige la
funcion f: R — R tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

R, — I R,

Te o

R/ R

esto es, tal que f(aH(z)) = (67 o foa)(a~Y(z)) se satisface para todo
r € R,.

Empleando la conmutatividad del diagrama y la continuidad
de los generadores o y o, se puede obtener la siguiente equivalencia:
“lim, ., f(x) = € siy solo si, limy-1(3)a-1(a) flaz)) = o71(0). Lo
anterior significa que

lim f(z) = U(a—l(;clim f(ofl(x))>.

Tz—a )—a~1(a)

1Un método andlogo en el que se emplea el concepto de *-gradiente es usado en [5] para
introducir la *-derivada de una funcién.
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Ademas, si f: R, — R, es x-diferenciable en = € R,, entonces de los
diagramas @D y se sigue una vez mas que:

Deof(e) = Mim (Fla & h) & f(a) & u(h)

= lim o (
a~1(h)—0

= U(Dafl(m)f(a_l(x)))v

siempre que la ultima derivada exista. Se observa que en la segunda

igualdad se ha empleado la identidad o~ (¢c(h)) = a~(h), la cual es

valida para todo h € R,, como se observa en el diagrama @ Por lo
tanto

Dof(x) = 0(Da-11)f (a7 (2))). (11)

Las propiedades que se han obtenido se pueden generalizar de forma

inductiva. Sea f: R, — R, una funcion x-diferenciable en x € R,.

En tal caso, de la expresion , se sigue que el siguiente diagrama es

conmutativo

R, —2/ L R,

Jer ol (12)

D1 f
R ()

Por lo tanto, si la funcién *D, f: R, — R, es x-diferenciable en x € R,
entonces la x-derivada de la funciéon *D, f permite obtener la segunda
x-derivada de la funcion f en x € R,:

D3 f(x) = "Do("Do f(2)).
En tal caso, los diagramas @D y permiten obtener la identidad
*Dif(l') = O-(Dofl(z)p(a_l(l‘))))
donde p(a™(x)) = (671o*D, foa)(a™(x)) para cada x € R,. Después
de simplificar esta expresion se obtiene
D3f(x) = 0(Di-1y f (@ (@) (13)

En general, si una funcién f: R, — R, posee a lo sumo un cierto
nimero finito de *-derivadas en z € R,, digamos m, entonces estas
x-derivadas se pueden obtener de forma recurrente bajo la relacién

*DEf(2) = "D, (*DEF ' f(2)), k=1,2,...,m,

donde se establece el siguiente convenio natural: *D f(x) = f(z). Por
lo tanto, empleando un diagrama anélogo a , se puede comprobar
que se cumple la identidad

*DFf(x) = O'(Da—l(x)Q(Oé_l(x))), k=1,2,...,m,
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donde g(a™*(z)) = (07t o *DF1f o a)(a~t(z)) para cada x € R, v,
después de simplificar, se encuentra que

DEf(x) = o(DE i fla (@), k=1,2,....m. (14)

Las propiedades que se han descrito muestran una dependencia entre
el célculo diferencial newtoniano y el calculo diferencial no newtoniano,
lo cual se deriva de la dependencia entre las topologias de R y R,.
Existe una dependencia similar entre el célculo integral newtoniano y
el célculo integral no newtoniano, la cual se analizard méas adelante.

4. Una aplicacién a ecuaciones diferenciales lineales
no newtonianas con coeficientes constantes

En este apartado se supone que los espacios R, y R, son generados por
funciones inyectivas y continuas «,0: R — R, respectivamente, y que
existe un isomorfismo ¢: R, — R, que satisface las igualdades (§)).

4.1 Ecuacion diferencial lineal no newtoniana de primer orden

Empleando la definicién de *-derivada de una funcién, las a-operaciones
y las o-operaciones en los correspondientes espacios R, y R,, se con-
sidera el problema de hallar la solucién y: [xg, 21| C Ry — R, del
siguiente problema no newtoniano de valores iniciales:

Doy & ar Oy =g(x), ylro) = yo € Ry, (15)
donde a; € R, es constante y ¢: [xg,Z1]a C Ry — R, es una funcién
continua.

Sean 7, §: R — R las funciones que estan asociadas a las funciones y
y g,y tales que los siguientes dos diagramas son conmutativos

Y 9

R, — R, R, — R,

—1 —1 -1 —1 (16)
| | o | P |
R—2—R R—’ >R

es decir, tales que se satisface g(a~!(z)) = (67 oy o a)(a™(z)) ¥y

g(a™l(z)) = (67t o goa)(a”!(x)) para cada x € R,. Si se emplea
(11)) v la conmutatividad de los diagramas , entonces se puede
expresar de forma equivalente como el siguiente problema newtoniano
de valores iniciales

Dig+arg = 9(2), 9(Zo) = do,
donde Z = a~!(x) para cada z € [xg, T1]a, To = " (z0), 1 = @™ (z1),
9o = 0 Y(yo) vy a1 = o0~ (ay). La solucién de la ecuacién diferencial
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lineal newtoniana es conocida, y esta se obtiene a partir de la formula
de Cauchy. En tal caso, la solucién §: [Zg, 21] C R — R es

3(8) = doexp(~in(d — 20)) + [ exp(~an(a ~)3(i) i,
o

véase [3]. Por lo tanto, si se emplea una vez mas la conmutatividad de
los diagramas en (16, se sigue que y(z) = (0 o §)(a'(z)) para cada
r € R,. Esto permite obtener la solucién de , la cual se expresa
como

y(@) = o(f()), (17)
donde

f(@) =0 (yo) exp(—0"(ar)(a""(z) — a*(z0)))

a~!(z)
[ ep(-o @) @)~ m) (ot e g a)(m) dn
a~!(zo)

De acuerdo con la exposicién anterior, se puede mostrar que es po-
sible establecer métodos de solucion para ecuaciones diferenciales no
newtonianas de primer orden, del mismo modo como se realiza en el
calculo newtoniano.

Ejemplo 4.1. Se elige a; = o(1) y se considera un caso particular del
problema no newtoniano de valores iniciales definido en el intervalo

[a(0), (2)]o por
Doy & a(l) Oy =0(8), y(a(0))=0o(0).

Con el fin de comparar las soluciones de esta ecuacion diferencial, se
fija el espacio R, eligiendo o(z) = 2 para cadax € Ry o~ !(z) = /z
para cada r € R, = RT y se consideran diferentes espacios R,.

Si se elige a(xr) = exp(x) para cada v € Ry a~'(z) = In(x) para
cada x € R, = RT, esto es, si se supone que en R, se define un
célculo multiplicativo, entonces la solucién y; : [1, eQ]exp — R, de
se representa por

y1(z) = 87 2(—=1+ x)%
Ademds, si ahora se elige a(r) = x 'senh(x) para cada v € Ry
a~(z) = arcsenh(kz) para cada * € R, = R, es decir, si en R, se
considera un k-calculo de Kaniadakis, entonces la correspondiente so-
lucién ys: [0, s~ senh(2)], — R, de (15)) se representa por

ya(z) = 8(—1 + exp(— arcsenh(xx)))?.
Por otra parte, si se elige a(z) = 23 para cada z € Ry o !(z) = J/z

para cada x € R, = R, entonces la solucién ys: [0,8], — R, de se
representa por

ys(z) = 8(—1+ exp(—x1/3))2.
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Finalmente, si ahora se elige a(z) = = para cada x € Ry a™(z) =z
para cada r € R, = R, es decir, si en R, se considera un calculo
newtoniano, entonces la correspondiente solucién yy: [0,2] — R, de
(15 se representa por

ys(z) = 8(—1 4 exp(—x))>.

Las graficas correspondientes se muestran en la figura [l

].0 T T T T T
8 [ |
= 6 | —yi(z)
= 4 N — yo(x)
2 1w
0 - == ya(z)

Figura 1. Gréficas de y1(z),...,ya(z) con k = 3.

Se termina este apartado con algunas implicaciones que surgen de
forma natural de la soluciéon del problema no newtoniano de valores
iniciales ((15)) y que son de utilidad en el *-cédlculo.

(e1) Si en se elige a; = o(0) y se supone que g = a, xr1 = by
yo = 0(0), entonces se obtiene

"D,y = g(x), yla)=0c(0).

a~l(z)

La correspondiente solucién es y(x) = a(fa,l(a) (c7'ogoa)(n)dn),
de acuerdo con . Tomando en cuenta que la x-integral es la
operacién inversa de la x-derivada, la expresion anterior permite
introducir la x-integral de la funcién g en el intervalo [a, b],, la cual
se denota por *faxg(n) dn. Asi, la *x-integral de g para x € [a, b],
satisface:

*/:g(n) dn = 0</C:::)(01 ogoa)(n) dn) :

Otro método de exposicién para esta férmula se presentan en [ [7].

(e2) Sien se elige a; = o(—1), se supone que xg = 0(0), x; = b,
yo = o(1), y se supone que g(z) = o(0) para cada = € [a,b]q,
entonces se obtiene

‘Dyy =y, yla)=o(1).

La solucién se expresa como y(z) = o(exp(a~'(x))), de acuerdo
con . Una propiedad de la funciéon exponencial en el cédlculo
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newtoniano es que ella coincide con su derivada, considerando es-
to valido en el calculo no newtoniano, se introduce la *x-funcion
exponencial, *exp: R, — R,, definida como

“exp(z) = o(exp(a(2))), =€ R,.

Se puede comprobar que si z1,r2 € R,, entonces se cumple la
identidad *exp(z, & z2) = *exp(z1) ® *exp(xs).

(e3) Empleando la x-funcion exponencial, se define la *-funcion loga-
ritmo natural, *In: RT — R,, como aquella funcién que satisface:
y = "In(z) si y solo si, *exp(y) = z. Se puede comprobar que si
1,75 € RE, entonces se cumple *In(z; ® x5) = *In(z1) & *In(z)
y *In(z; O 23) = *In(x1) & *In(z).

4.2 Ecuacion diferencial lineal no newtoniana de segundo orden

Empleando el método del apartado anterior, se considera el problema
de encontrar la solucién y: [xg, 1] € R, — R, del problema no new-
toniano de valores iniciales:

D2y D ay © Doy G ar Oy = g(x), ylao) =y, Daylwo) = yg, (18)
donde aj,as € R, son constantes y ¢: [xo,z1]a € Ry, — R, es una
funcion continua.

Se consideran las funciones Dy-1(3)7,7,9: R — R que son asociadas

a las funciones *D,y, y y g, y tales que los siguientes tres diagramas
son conmutativos

R, *Day R, R, v R, R, g R,
Joo e el e ol 09
R 2w g g0 g g9 R

esto es, de tal manera que: Dy-1(,)3(a™ ' (2)) = (07 o™ Dyoa)(a™!(x)),
gla~Hz)) = (0t oyoa)(aH(z)) y g(a”}(z)) = (07 o goa)(a(x))
para cada xz € R,. Si se emplea y , y la conmutatividad de los
diagramas , entonces se puede expresar de forma equivalente
como la siguiente ecuacién diferencial newtoniana de segundo orden

Dy + asDay + anf = 9(2), §(20) = Jo, Dati(&0) = U5,
donde & = a~!(x) para cada x € [z, T1]a, Lo = @ (zg), 1 = o~ (z),
Jo=0"'(), 95 =0 (¥5), &1 = 0~ (a1) y 42 = 07! (az). Los métodos
que se emplean para determinar la soluciéon del problema newtoniano
de valores iniciales anterior son conocidos, por ejemplo, el método de

variacién de parametros. De acuerdo con este método, la solucion de la
ecuacién diferencial lineal newtoniana se expresa como

§(3) = c1in () + cafo(d) + Y (2),
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donde ¢ y ¢y son constantes que depende de las condiciones iniciales,
71(2) v 92(2) conforman el conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacion diferencial lineal newtoniana homogénea asociada, y
W[:gh :&2] (i') W[:gl: QQ] (j:>

donde Wiy, 9](2) denota el wronskiano:

o n(z)  Gall)

W, T) = det INIFOR ANV I

[0, 92)(2) [Dﬁh (%) Diia(2)
En el caso descrito, las funciones 3;(Z) y 92(#) dependen de las raices
de la ecuacién caracteristica r? + aor + a; = 0, véase [3]. Por lo tanto,
dado que y(z) = (0 o g)(a”(x)) para cada z € R,, se sigue que la
solucion del problema no newtoniano de valores iniciales tiene la
forma

dz + go(z) dz,

y(@) = o(aj(a (@) + eaga(a (@) + V(o (@) (20)
Ejemplo 4.2. Se eligen p y w tales que 0 < p < w y se supone que
a; = o(2u) y a; = o(w?). Para estos valores se considera un caso

particular de definida en [a(0), @(2)],:

D2y & o(21) © Dy & o(w?) Oy = a(0)

y(0(0)) = o(3), "Dyy(a(0)) = o(0).
Siguiendo el razonamiento del ejemplod.1] se fija el espacio R, eligiendo
o(x) = 2% para cada x € Ry o7 !(x) = \/z paracadaz € R, = R" y
se consideran diferentes espacios R,. Se define f = y/w? — p?.

Si se elige a(x) = exp(x) para cada z € Ry a (z) = In(x) para
cada x € R, = RT, esto es, si se supone que en R, se define un
calculo multiplicativo, entonces la solucién y;: [1, €%, — R, de (18))
se representa por

y1(z) = 9z~ (cos(BIn(z)) + Lsen( 1n(x)))2.

Adermés, si se elige a(z) = k~!senh(z) para cada z € Ry a™'(x) =
arcsenh(kz) para cada = € R, es decir, si en R, se considera un k-
calculo de Kaniadakis, entonces la solucién y,: [1, 7! senh(2)], — R,

de se representa por

ya(x) = 9exp(—2p arcsenh(kz))-

(cos(B arcsenh(kz)) + £ sen (B aI"CSGIlh(FLZL')))2.

Por otra parte, si se elige a(z) = 2° para cada x € Ry a™'(z) = J/x
para cada x € R, = R, entonces la solucién ys: [0,8], — R, de se
representa por

() = 9 exp(~2aa’ ) (cos (Ba11%) + & sen 1))
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Finalmente, si se elige a(z) = x para cada z € Ry a™!(x) = x par
cada z € R, = R, entonces la solucién yy: [0,2] — R, de ( .
representa por

2
ya(z) = 9exp(—2ux) (cos(Bz) + %sen(ﬁx)) :
Las gréficas se muestran en la figuraf2l Se observa que la ecuacién new-

toniana asociada, describe la dinamica de un oscilador amortiguado, y
que la dinamica en el caso no newtoniano es analéga al caso newtoniano.

10

8 .
S 6 | — yi(x)
= 4 | === ya(2)

2 i === y3 ()

Uln \ \ \ \ | —y4(1')

0 2 4 6 8 10
X
Figura 2. Gréficas de y1(z),...,ya(z) con p= 1, w=3yr=1.

Se obtienen algunas implicaciones que surgen de forma natural de la
solucién del problema no newtoniano de valores iniciales ((18) y que son
de utilidad en el *-céalculo.

(e4) Se supone que [zg, 1], = [a(0), a(n)], para algin n € N. Se elige

az = 0(0), a1 = o(1), yy = o(1), y5 = 0(0) y g(z) = o(0) para
cada x € [a(0), a(nm)],. Entonces se obtiene

D3y =o(=1) Oy, y(a0)) = o(1), Duy(a(0)) = 0(0).

De acuerdo con la expresién , la solucion correspondiente se
describe por y(z) = o(cos(a™!(z))). Una propiedad de la funcién
coseno en el cdlculo newtoniano es que tal funcién coincide con el
inverso aditivo de su segunda derivada, suponiendo que esta pro-
piedad es valida en el calculo no newtoniano, la expresién anterior
permite introducir la x-funcion coseno, *cos: R, — R,, definida
por

*cos(z) = o(cos(a(x))), z €R,.
Ademas, si en la ecuacién diferencial se elige as = 0(0), a1 = o (1),
yb = 0(0), 18 = 0(1) ¥ g(x) = 7(0) para cada @ € [a(0), a(nm)].,
entonces la solucion de la ecuacién diferencial permite introducir
la *-funcion seno, *sen: R, — R,, definida como

*sen(r) = o(sen(a (), z €R,.

Con ayuda de (4)) se comprueba que *cos”®(z) = o(cos?(c~*(z)))
y que *sen’®(z) = o(sen?(c'(z))), lo cual permite comprobar
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la identidad: *cos”®(z) & *sen’®(z) = o(1), z € R,. Por otra
parte, si se definen las x-funciones secante, tangente, cosecante y
cotangente, como

*sec(z) = o(1) © *cos(z), *tan(z) = *sen(x) O *cos(x),
*esc(z) = (1) @ *sen(x), *cot(x) = *cos(x) O *sen(z),

entonces se puede ver que estas *-funciones trigonométricas cum-
plen las siguientes dos identidades: *tan’® (z) & (1) = *sec”® (x)
y *cot@(z) & o(1) = *esc?@(z) para cada x € R,. Se puede
comprobar que las identidades que satisfacen las funciones trigo-
nométricas las satisfacen también las x-funciones trigonométricas,
bajo las correspondientes o-operaciones.

4.3 Ecuaciones diferenciales lineales no newtonianas de orden m

Los casos que se describieron en los apartados previos, permiten pre-
sentar un breve comentario sobre el procedimiento general que se debe
seguir en el problema de determinar la solucién y: [zg, 21]o C Ry — R,
del problema no newtoniano de valores iniciales:

DY S O Dy DD ay Dy S ar Oy =g(a),

y(x0) = Yo, "Dey(x0) = 45, -, "D y(ao) = yg' ",
donde ay,aq,...,a,, € R, son constantes, g: [zg,21]a C Ry — R,
es una funcién continua y las *-derivadas *D¥y, k = 0,1,2,...,m, se

determinan de acuerdo con las férmula recurrente . Se puede com-
probar que el problema no newtoniano de valores iniciales anterior, se
puede expresar de forma equivalente al siguiente problema newtoniano
de valores iniciales

D'y + an DY 4+ + 4Dy + ang = §(2),
g(‘%O) = géa Di@(il(]) = gga ey D;;n_ly(j;()) = %n’

donde # = a~!(z) para cada = € [xg, 71|, T0 = " (xg), 71 = o (z),
ap = o Yag) y 98 = o7 (yb) parak = 1,...,m — 1, y donde la relacién
que existe entre las funciones incognitas de ambos problemas de valores
iniciales es y(x) = (0 o §)(a~!(z)) para cada x € [xg, 714

La importancia de esta relacion se debe al siguiente hecho: después de
resolver el problema newtoniano de valores iniciales, se puede obtener,

bajo tal relacion, el problema no newtoniano de valores iniciales. jSe
invita al lector a comprobar que esto es asi!

AGRADECIMIENTOS. El autor agradece a los revisores por las observa-
ciones que sin duda contribuyeron a la mejora de esta exposicién.
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