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Todos desde la primaria calculamos nuestro promedio dividiendo
la suma de nuestras calificaciones entre el niimero de éstas y a todos
nos parece que ésta es la manera mas sencilla y natural de prome-
diar pero, si llevamos n materias, ;no seria mejor obtener el promedio
sacando la raiz n-ésima del producto de las calificaciones? Esto dltimo
resulta bastante tentador ya que, si no nos han plantado un cero, el
producto de las calificaciones es en general mayor que la suma. ;Por
qué entonces preferimos el método de promediar de la primaria? Muy
probablemente es por tradicién o porque es mas facil dividir entre n que
sacar una raiz n-ésima; lo interesante sin embargo es que hay una razén
matemadtica que nos muestra que la manera tradicional de promediar
no solamente es mas sencilla y natural sino mas conveniente pues, si

definimos la media geométrica y la media aritmética de n nimeros no

. a+---+a
negativos dados ai, - - - , a, como G, = Yaj - @, y A = ——————=,
n

G < An. (1)

respectivamente, entonces
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Para n = 2 esta desigualdad es conocida desde tiempos de Euclides
[Re] y hay mil y un maneras de establecerla en el caso general [Be, Co,
Ku, Mi, Ni, Po, Ru, So, Sp|, sin embargo nos parece que la manera
natural de demostrarla es por induccién. Existen por supuesto muchas
demostraciones de (1) por induccién [Ku, Ni, So, Sp] pero no hemos
encontrado en la literatura una demostracién inductiva directa, como
la esperaran los estudiantes que por primera vez intentan demostrar
esta desigualdad. Todas las pruebas por induccién de (1) que hemos
encontrado en la literatura, incluyendo la bellisima prueba de Cauchy
[Ni, So], utilizan un truco que reduce el problema original al proble-
ma de demostrar (1) por induccién en un subconjunto propio de los
nimeros naturales. Por ejemplo, las demostraciones presentadas en [So,
Sp] reducen el problema a demostrar (1) por induccién para n = 2%,
k =1,2,---. Para completar la demostracién, la prueba de Cauchy
recurre a un astuto argumento de induccidn en reversa mientras que
las otras lo hacen con argumentos no inductivos. Cabe mencionar que
ninguna de las pruebas por induccién arriba mencionadas trata el caso
de igualdad.

En esta nota presentamos una demostracién breve de (1) que a
nuestro juicio es una demostracién genuinamente inductiva.

Demostracion: Paran = 2, (1) se reduce a la bien conocida desigualdad

\/%g“;b, a,b> 0, 2)

Supongamos ahora que (1) es cierta para cualesquier n nimeros reales
no negativos ai,--- ,a,, entonces aplicando dos veces la hipétesis de
induccién y luego (2) tenemos

GitAn = GF anadny]
< gn [%nt2 +(n—1DAn\"
_ An Ap+1 + (n - ].)An+1 n (3)
n
< ﬁ n Ap+1 + (n — 1)An+1 2n
2 2n
= A?:-IH :

Al dividir por A”;] y sacar raiz (n+ 1)-ésima se obtiene G411 < Apy1.
Esto completa la induccion. a
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Nota. Como benefico adicional, esta prueba nos permite determinar,
también por induccién, los casos de igualdad en (1). En efecto, hay
igualdad en (2) siy sdlo si a = by tomando como hipétesis de induccién
que hay igualdad en (1) si y sélo si a; = --- = ap, se sigue que hay
igualdad en la primera desigualdad de (3) siy slosia; = -+ = ap, = A,
y Apy1 = ang1. Luego, la igualdad en la segunda desigualdad de (3)
se da si y sblo si A, = A,y y por lo tanto G4y = Apyq siy sélo si
Ay =+ = Qpy1-

A continuacién presentamos una terna de sencillos resultados, to-
dos ellos bien conocidos, y aunque nuestra presentaciéon de éstos no
es en modo alguno novedosa, creemos que el lector encontrard intere-
sante verlos como un corolario de (1), justificando al mismo tiempo la
relevancia de esta desigualdad.

. . 1\" .
a) Primeramente demostramos que la sucesion (1 + — | es estric-
n

tamente creciente.
Si en (1) reemplazamos n por n + 1 y hacemos

n
QL =0Qp= "+ =0y = (1 + ﬁ) y any1 = 1, entonces se tiene

b

1_'_1 n/(n-+1) < n(l+1/n)+1
n n+1

de donde se deduce que

1 n 1 n+l
1+-) <14+ ——
n n+1
Dejamos al lector la sencilla tarea de demostrar que esta sucesion es
acotada por 3 y por lo tanto concluir que dicha sucesién es convergente.

El limite de esta sucesién es igual al nimero e, la base de los logaritmos
naturales.

b) Ahora demostramos que la media arménica H, = +———
;_ + PR _+. -

’ . . 1 Qn

de los niimeros po-sitivos a;, - - - , a, €s menor o igual que G,,. En efecto,

si en (1) reemplazamos a; por — entonces
i
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de donde obtenemos la desigualdad deseada, que al combinarla con (1)
produce la bonita cadena de desigualdades

min(afla e 7an) < Hn < Gn < An < méx(al, o '.7an) .

Es un ejercicio sencillo verificar la veracidad de las desigualdades en
los extremos asi como el caso de igualdad, el cual ocurre en las cuatro
desigualdades si y sélosia; =ay = -+ = a,.

c) Para concluir esta nota resolvemos un sencillo problema de opti-
mizacion en geometria.

Problema: De todos los paralelogramos de perimetro p, ;cudl es el
de mayor area?

Note que el drea de cualquiera de esos paralelogramos, de lados z,
Y, es menor o igual que zy. Ademads, como p = 2(z+y), se sigue de (2)
2
+
que zy < (m—2—‘y> = (p/4)* y por lo tanto el paralelogramo buscado

es el cuadrado de lado p/4.

Pero esto no es todo, ya que si definimos el perimetro de un para-
lelepipedo como la suma de las longitudes de sus aristas, el problema
se puede plantear como sigue: De los paralelepipedos de perimetro p,
icudl es el de maximo volumen?

Es claro que el volumen de cualquiera de esos paralelepipedos, con
aristas de longitud x;, x5 y 3, es menor o igual que Z1TaT3 y, COMO
p = 4(z1 + 22 + x3), usando (1) con n = 3 deducimos que

X1+ o + X3

T1ZoL3 < (f)s = (p/12)3.

Por lo tanto, el paralelepipedo deseado es el cubo de lado p/12.

Finalmente, para paralelepipedos de dimensién n es un sencillo y di-
vertido ejercicio demostrar que su nimero de aristas es n2"~!. Adem4s,

si sus aristas miden x,,--- , z,, entonces su volumen es menor o igual
que T Ty ¥, Ya que p = 2" Yz + -+ + z,), se sigue de (1) que
T+ 4z \" , ,
Ty < [ — ) = (p/n27Y)™. Asi, el paralelepipedo n-
n

dimensional de perimetro p de méximo volumen es el cubo n-dimensio-
nal de lado p/n2™~!.
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