ESPACIOS - DE  FINSLER .

Por LILIA DEL CASTILLO®*

Es a partir de la tesis de Riemann (6] en 1854 que nacié la
idea de un espacio de Finsler. Al hacer estudios de superficies
en el espacio euclideano de dimensidén tres, se di6 cuenta de que
algunas de las propiedades geométricas mis importantes pertene-
cian a la supefficie misma y no al espacio donde estaban sumer-
gidas. Su idea era construir una teoria geométrica hecha solamen
te de invariantes isométricos, estudiando en particular métricas
sobre una variedad definidas por la rafz cuadrada positiva deum
2-forma diferencial. Esta métrica define un producto interno en
cada espacio tangente a la variedad, ddndole una estructura de

espacio vectorial euclideano.

De manera precisa, si M es una variedad diferenciable de
oo . -
clase € , una estructura riemanniana sobre M es un campo de
tensores g (de clase C%), covariante de orden 2, llamado tensor

métrico, tal que:

1. g sea simétrico

2. para cada p€M, g, sea una forma bilineal
degenerada sobre Tp MxTp M

3. gp esté definida positiva, es decir

gp(V,V) >0, VET, M
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En una carta local arbitraria; estas condiciones se expresan
como:
1) 9«pg = 9p«
ii) 1la matriz (gmB) es invertible

. v o= cC
iii) para todo vector de coordenadas V no
todas cero,

GupgV VB >0 .
Dado g, el tensor Ip induce en cada espacio vectorial TyM

una estructura de espacio vectorial euclideano: si V y W son dos

vectores de TpM, su producto escalar se define como

<V,W> gp (V,W)

It

(Localmente, <V,W> = g.g VVB)

Si la variedad M estuviera sumergida en algin espacio eucli-
deano, un producto escalar podria ser el producto usual de vecto-
res.

De la definicidén anterior se deduce que las g, son precisa-

mente productos escalares de los vectores base.

Al invariante ds :=/g¢g dx d}cB en un sistema de coorde
nnadas naturales se le llama invariante métrico de la variedad.

Es de notarse que el invariante ds tiene tres propiedades:
es positivo, homogéneo de primer grado en sus diferenciales y con
vexo en ellas.

Es curioso ver que no fue sino hasta aproximadamente 60 afios
después'que Finsler hizo un estudio sistemadtico de espacios (lla-

mados de Finsler) en donde el invariante ds de la variedad estu-



viera definido por una funcién L mis general que satisfaciera las
mismas condiciones que el invariante de Riemann. Dicha funcidén L
esti definida en parejas (xi;ii), es decir localmente se puede
pensar que los puntos de la variedad son elementos de algGn espa—
cio tangente (ver apéndice), donde (xi) representa puntos de M.

Si M es una variedad diferenciable de dimensidn dos, la fun-

cidn L definida por

1
L(x,x) = (xf + xi)z

hace que (M,L) sea una variedad finsleriana de dimensién dos.

Es de notarse que en su estudio, Finsler se guié principal-
mente por nociones de cdlculo de variaciones, uno de cuyos. pro--
blemas mas simples consisté en encontrar extremales de una cier-
ta funcién L. Las condiciones que se imponene a la funcidn 'L usa
da para definir un espacio de Finsler estidn relacionadas con la

existencia de extremales.

En 1925, Synge, Taylor y Berewald aplicaron independiente--
mente métodos del cdlculo tensorial a la teoria y encontraron
que las segundas. derivadas de la funcién 1 L? (llamada energia)
con respecto a las diferenciales, servian como componentes de un

tensor métrico, en analogia con la geometria de Riemann.

Sean entonces

N 2¢ 2 Y
9yy GK) =3 ST
3 X 8x
las componentes del tensor covariante de orden 2.. Como L? es-



homogénea de grado Z en las x', aplicando el teorema de Euler,

se tiene que

crus 272 S
9j3% X’ = “%‘ ——gTETT_ coxtxd =18
ax" ox?
es decir
. i
L% (x,x) gij(x,x) xt %Y
c s P .. 3 : 3y
El lector verificard fdcilmente que L? = (x®+ x°) " pue

de escribirse en esta forma, donde las 955 dependen sélo de x

Ahora bien, si se expresa la distancia ds entre dos puntos

i

de coordenadas (x%), (x* + dx') en términos del tensor métrico

teneémos que

i J
9i 4 (x, dx) dx" dx

Un espacio de Riemann es por lo tanto un caso particular de
espacios de Finsler y corresponde a una funcidén L cuyo tensor mé
trico sea independiente de la direccidén (es decir, las funciones

gij

dependen sélo de x, y no de x).
Los espacios de Finsler han sido generalizados de diferentes
maneras, como la geometria de Cartan [1], basada en la nocidn

de 4drea, o los espacios de Kawaguchi [4] en los que la funcidn

métrica L depende de derivadas de més alto orden.



APENDTICE

En 1o que sigue, M denotari una variedad diferenciable de
clase C®, de dimensién n, paracompacta; J el tensor .que define
la estructura casi tangente natural de TM y C el .campo canénico,
es decir la transformaci6n infinitesimal del campo global a un

pariametro constituido por las homotecias de TM [3].

Si (U,¢) es una carta local de M, (x’,...,xn) las coordena-

das de ¢ {x) en R®* denotaremos

1 n)

X (%%, ...,%

U
A esta carta (U,¢) corresponde una carta local en TM: si
Z € TU,

1 1

Z (x s--'ixniy :"':Yn)

U
A la forma tensorial J se le asocian las derivaciones iJ y dJ

de Frolichen-Nijenhuis [2]. Localmente si £ denota una funcién so

bre TM,

d.xi

J ayi

Ahora bien, al definir una estructura finsleriana, vamos a
usar una funcién homogénea que no tenga el mismo grado de dife-

renciabilidad en la seccién cero 0 de TM, que en el complemento.

No es un fendémeno extrafio el que una funcién homogénea se

comporte de esta manera, piense por ejemplo en la funcién
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que es meramente continua en el origen.

DEFINICION.
Decimos que tenemos una estructura g{nsfeniana sobre M si

se tiene una aplicacién E: TM - : 4 (1lamada energia) tal que
i} E(0) = 0, siendo 0 la seccién cero de TM.

ii) E de clase C" sobre ™™ = TM - {0}, y de clase C! sobre

la seccidn cero.
1ii} E homogénea de grado 2.

iv) dd ,E de rango miximo.

Si sobre M variedad finsleriaﬁa se tiene definida una co-
nexidn (que generaliza el desplazamiento paralelo de vectores de
Levi-Civita), se puede verificar que dado un tensor métrico so-
bre el fibrado vertical, &ste puede ser considerado como un ten
sor métrico de la variedad misma que depende no sélo del punto,
sino también de un vector no nulo tangente en este punto a la
variedad. Es por lo que se piensa que los puntos de la variedad

'son localmente elementos de algfin espacic tangente.

Para un andlisis mas detallado de este tema, reportamos al

lector a [4]1y [71}
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