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1 Introduccién.

Los espacios de mayor interés en andlisis son los de dimensién infinita.
Sin embargo a menudo es conveniente considerar los espacios de dimen-
sién finita, que suelen ser la base de nuestra percepcién intuitiva sobre
lo que se puede esperar cuando se trabaja con espacios vectoriales en
general.

Es hacia el final del siglo XIX, cuando se empieza a buscar un nuevo
analisis y un Algebm del infinito que permitird el desarrollo del andlisis
funcional. La nocién de espacio métrico fue una de las piezas funda-
mentales para el desarrollo del dlgebra del infinito, para ser més precisos
fue la teoria de espacios normados lo que permitié comprender mejor
gran parte de los problemas del andlisis funcional y atacarlos con més
generalidad y eficacia.

Entre 1910 y 1935 se juntaron los esfuerzos de Riesz, Nagy, Mazur

y Banach, entre otros para combinar las ideas del dlgebra lineal y la
nocién de distancia de manera muy productiva.

Aqui veremos algunas propiedades de los espacios de dimensién in-
finita, aunque en general, analizaremos primero cual es la situacién de
los espacios de dimensién finita. Veremos algunos problemas abiertos
en el caso de la dimensién infinita, que para el caso finito hace tiempo
estan resueltos.
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2 Espacios vectoriales.

El tratamiento moderno de muchos de los temas de las matematicas
puras y aplicadas se caracteriza por el esfuerzo que se hace por despo-
jarlas de los detalles no esenciales y centrarse en las estructuras fun-
damentales y la forma de razonar. En el tratamiento axiomético del
algebra lineal, el concepto central es el de espacio vectorial o lineal que
recordamos a continuacién.

Un conjunto X con dos operaciones, + suma y - multiplicacién por
un ndmero real o complejo tal que = + y es un elemento de X y az es
un elemento de X es un espacio vectorial si se cumplen las siguientes
propiedades:

lL.z4+y=y+z
2 z+y+2)=(c+y)+2

3. Existe un tnico elemento, denotado por 0 tal que z + 0 = z para
toda z.

4. A cada 7 en X le corresponde un tnico elemento, denotado por
—z,talque z + (—z) =0

5. a-(z+y)=a-z+a-y
6. (a+f)z=0a-z+p-z
7. a-B-z)=(x-B)

8 l.z=12

donde z,y, z son elementos de X y ¢, 3 son elementos de R o de C.

En el caso de que la multiplicacién sea por nimeros reales, se dice
que se tiene un espacio vectorial sobre R, y si es por nimeros complejos,
se tiene un espacio vectorial sobre C.

Recordemos otros conceptos fundamentales en la teoria de espacios
vectoriales.

Un conjunto finito de elementos de X a veces llamados
vectores Zi,...,Z, en X es linealmente dependiente si existen elementos
oy,...,0,, en R o C, llamados escalares, no todos iguales a cero y
dependiendo si el espacio vectorial X es real (sobre R) o complejo (sobre
C) tales que:

01, Ty +09Ta+ -+ apzy, =0
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Si el conjunto finito zy, ..., z, no es linealmente dependiente se dice
que es linealmente independiente. En este caso la relacién

o1, 1+ -+ 0o, =0 implica oy =y =...=a, =0.

Un conjunto infinito de vectores, S, es linealmente independiente si todo
subconjunto finito de S es linealmente independiente; en los otros casos
S es linealmente dependiente. Usando estos conceptos se puede definir
la dimensién de un espacio vectorial.

Si X es un espacio vectorial real o complejo y suponemos que existe
un entero positivo n, tal que X contiene un conjunto de n vectores
que son linealmente independientes, mientras que cualquier conjunto
de n + 1 vectores es linealmente dependiente; entonces se dice que X
es de dimensidn finita y su dimensién es n, dim X = n.

Si X no es de dimensién finita, se dice que X es de dimensidn
infinita.

Veamos algunos ejemplos que ilustran todas estas definiciones.

1. Sea X =R" = {7 :2 = (21,22,...,2,) con z; € R}.

Siz=(z1,...,2Zn), y = (¥1,...,Yn) entonces

THY=(T1+ Y1, , Tn+ Yn)

es la suma y la multiplicacién estd dada por az = (az,, az,, . . ., QnTn)
para a € R, es claro que el neutro es (0,...,0) y el inverso aditivo de
Tes —T = (—2Tq,.... —Tp)

Con las propiedades y definiciones mencionadas es ficil verificar que
se cumplen los ocho axiomas de espacio vectorial, y asi X es un es-
pacio vectorjal real. La dimensién de este espacio es n ya que e; =
(1,0,...,0), 2= (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) es un sistema de
vectores linealmente independiente, y adema4s si al conjunto €1,...,€n
le adjuntamos cualquier otro vector e resulta que {e1,... ey, €} es li-
nealmente dependiente de manera que dimR” = n.

2. Sea X = C", X resulta ser un espacio vectorial complejo si las
operaciones se definen de manera andloga al caso anterior. Observemos
que e; = (1,0,...,0) ,eo = (0,1,0,...,0),...,¢e, = (0,...,0,1) es un
conjunto de vectores linealmente independiente y si se le adjunta uno
mas resulta un conjunto de vectores linealmente dependientes, a ese
tipo de conjuntos se les llama base, por lo tanto dim C* = n.

Observemos que si @ € Cy £ € R* entonces en general ax ¢ R,
por lo que R no es un subespacio vectorial de C*. Recordemos que un
subespacio vectorial de X sobre K-es un conjunto M tal quesiz,y € M
y @ € K entonces 1+ y € M y ax € M donde K representa a R o C.
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3. Sean a,b € R, a < b,y X = C([a,b]) = {f :[a,b] = R tal que
f es continua en [a,b]}. C([a,b]) resulta un espacio vectorial real al
definir la suma y el producto por un nimero real de manera natural:
fi+ fo=fsifi(z)+ fo(z) = f(x) para toda z en [a,b] y Afy = f
si Afi(z) = f(z) para toda z en [a,b]. El espacio C([a,b]) es de

dimensién infinita, pues si tomamos f, () =1, fi(z) ==z,..., fa(z) =
z™ es un conjunto linealmente independiente para cualquier n; ya que si
g+ o+ -+ a,z™ = 0 para toda x se tieneag = a3 = -+ = a, = 0.

Por lo tanto C(|a,b]) no puede ser de dimensién finita.
4. Los elementos del espacio X son sucesiones del tipo

T =(T1,Zay...,Tp,...)

o0
con z, € R o C para toda n, tales que ¥ |z;|° < co. Las operaciones
=1
en X se definen de la siguiente manera:
Siz = (x1,%2,.--), ¥y = (y1,Y2,...) la suma estd dada por z +y =
(z1 + y1,T2 + ¥y2,...) y el producto por ax = (az,azs,...).
Este espacio fue estudiado por David Hilbert a principios del Siglo
XX y se denota por 2, luego:
o
02 = {a: = (x1,Z9,...) : 2. |zif* < oo}
i=1
Como el conjunto z; = (1,0,...), z2 = (0,1,0,...), ..., z, =
(0,...,0,1,0,...), (con un uno en el lugar n y ceros en el resto), es
un conjunto linealmente independiente para toda n, se tiene que ¢2 es
de dimensién infinita. Este espacio es el cldsico prototipo de lo que se
conoce como espacio de Hilbert del cual hablaremos maés adelante.

3 Operadores lineales.

Sean X e Y dos espacios vectoriales sobre R(o C) y una funcién A :
X — Y. Denotamos por D (A) al dominio de A; D (A) resulta ser un
subespacio vectorial de X. Un operador A es lineal si A (z; + z3) =
Az, + Az, para todo z1,z en D(A) y A(ax) = aAzx para todo z en
D(A)yaenRoC.

Un ejemplo de operador lineal es el siguiente:
Sea Y = C([0,1]) y sea X C Y tal que X consiste de todas las

funciones derivables, cuya derivada es continua, y tales que si z € X
entonces z (0) = 0. Definimos A : X — Y como Ar = y donde
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y(s) = 2'(s) +p(s) -z (s) con p € Y. Definido de esta manera A
resulta ser un operador lineal.

La pregunta ;Es A sobre? o ;Es la imagen de A todo Y? es equi-
valente a que la ecuacién y = z' + pz con z (0) = 0 tenga solucién
para cada y € Y. Observemos que la condieidn inicial z (0) = 0 est4
incorporada en el espacio X. Una respuesta afirmativa a esa pregunta
nos da un teorema de existencia de la ecuacién antes mencionada.

La pregunta ;Es x 1dnico en caso de que exista una solucién? es
equivalente a preguntar si jexiste A~!, inverso de A? En este caso
una respuesta afirmativa nos da un teorema de unicidad. Cuando la
dimensién es finita la unicidad y la existencia son equivalentes, como
se indica en el siguiente teorema.

Teorema 1. Sea A: X — Y un operador lineal con dim X = dimY =
n, n finita, entonces la imagen de A esY si y sélo si A™! egiste.

El hecho que la dimensién sea finita es esencial como vemos en el
siguiente ejemplo.

Sea X = {f : R— R, f con derivadas de todos los ordenes}. Sea
X=YyA=X =Y tal que Az = y donde y(s) = 7’ (s). En este
caso claramente la imagen de A es Y pues una solucién de Az =y = 7/
estd dada por z (s) = fos y [t] dt. Sin embargo A~! no existe ya que para
Az = 0, rigual a una constante es solucién de la ecuacién z' = 0.

4 Funcionales lineales.

Unt operador lineal de X a R o a C es una funcional lineal. El conjunto
de todas las funcionales lineales {f : X — R : f es lineal} lo denotamos
por X*, claramente X* es un espacio vectorial cuando definimos la suma,
como la funcién (f + g)(z) = f(z) + g(z) y la multiplicacién como la
funcién (f.g)(z) = f(z)g(x)

A X* le llamamos el dual algebraico de X. Veamos algunos ejem-
plos. ;

Ejemplos.

1. Sea X =R" (0C*)conn>1y f:R* = R No lo probaremos
aqui pero una caracterizacién de este tipo de funcionales lineales es
la siguiente: si f es una funcional lineal y z = (Z1,...,2,) € R"
entonces f () = aqzy + -+ - + a,x, donde (a1,...,a,) es un vector
fijo. De manera que a cada funcional lineal le corresponde un vector
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(ay,...,ay) e inversamente es decir que (R*)* y R* son isomorfos en el
caso de dimensién finita.

2. Sea X = Cla,b] y tomemos t, € [a,b], t, fijo.
Definimos f : X — R por f (z) = z (t,), f resulta ser lineal.
Otro ejemplo en este mismo espacio es:

b
f: X — R definida por f (z) = / z [t] dt.
3. Sean X =2 ya=(0,) € Sea f: X — R tal que f(z) =
> ez;con X = (x1,...;,...). Esta funcién estd bien definida, pues la
=1

serie que usamos para definirla es convergente ya que por la desigualdad
de Cauchy:

W=

3 oz < (Z |ai|2> % (Z lxiP)

i=1 =1 =1

para toda n. De modo que como a € £2 y z € 2 las sumas parciales
estdn acotadas y la serie converge absolutamente. Ademas es claro que
f es lineal entonces para cada a € 2 tenemos una funcional lineal, es
decir que tenemos que en cierto sentido £2 se puede considerar como un
subconjunto de (£2)*.

5 Espacios normados.

Estamos acostumbrados a medir en R? y para eso tenemos varias nor-
mas definidas en ese espacio. Las mas usuales son las siguientes:

Normal usual |jz|]] = \/22+ % la bola unitaria cerrada es
{z:llzl| <1}

A

4Ry
L/

N

Otra norma es |z| = |z1] + |z2| la bola unitaria cerrada es
{z:|lef <1}
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v

| N

Otro ejemplo es ||z]| = max (|z1], |z2]) la bola unitaria cerrada es
{z:|lzl) < 1}

v

La norma es esencial en la definicién de continuidad. En efecto
recordemos que una funcién f : R — R es continua en un punto a si:

Ve> 0,34 > 0 tal que VzeD(f) con
|z —a|<d=|f(z) - f(a)] <€

y si f : R? - R tenemos que cambiar la norma que corresponde al
dominio es decir:

Ve> 0,36 > 0 tal que VzeD(f) con
o= alles <8 = I (2)  f ()] <.

En general si f : R* — R" tendremos:
Ve > 0,36 > 0 tal que YzeD(f) con

Iz~ allge < 6 = [If () = £ (@) lgn < e.

1

n 2
Recordemos que la norma usual en R est4 dada por ||z|| = (Z |x1|2> :
i=1
A partir del caso de dimensién finita se puede sacar lo esencial para
definir una norma en un espacio vectorial X. Una norma en Xse denota
por ||z|| y tiene las propiedades:
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1) ||z1 + z2|| < ||x1]| + ||z2||para todo zy, zeX

2) |laz|| = |a| ||z]| para todo zeX y a en el campo
3) llzll 2 0

4) ||z]| #0siz #0

A un espacio vectorial con una norma se le lama un espacio vectorial
normado. Algunos ejemplos son los siguientes.

Ejemplos.
1) R*, C* con la norma usual.

2) R* con ||z|| = (J;a [P + -+ + I:vnl”)zl_’ conp>1

3) £2 con ||z|| = (Z ]:c,-|2)

i=1

4) C([a,b]) con || f|| = sup |f (z)|

zefa,b]
5) Un espacio vectorial normado de dimensién finita es isomorfo a
R" o bien C".

6 La continuidad de las funcionales.

Como hemos visto en el apartado anterior la continuidad depende
fuertemente de la norma, asi que ahora que tenemos definidos los es-
pacios normados vamos a definir la continuidad de operadores. Sea
A (X, ]| )= @0 ), decimos que A es continuo en D(A) si para
toda zo € D(A) y Ve > 0,36 > 0 tal que, para toda z € D(A) con
||z — zo]| < 4, implica que ||Az — Azo|| < e. Hay que observar que la
primera norma es la norma en X y la segunda norma es la norma en
Y.

En caso de tener funcionales, la definicién es idéntica, excepto que
el espacio Y es el campo y la norma es el valor absoluto en el caso de
R y el médulo en el caso de C.

Una caracterizaciéon de los operadores lineales continuos que es
muy usada es la siguiente.

Teorema 2. Si A: (X,|| ) = (Y|l 1), es un operador lineal, A es
continuo en todo punto de D(A) o en ningin punto de su dominio.

El operador A es continuo en D(A) si y sélo si existe una constante
M tal que ||Az|| < M ||z|| para toda x € D(A).
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Este teorema es especialmente 1til pues nos indica que basta con que
un operador sea continuo en un punto para que sea continuo en todo
su dominio, y para eso basta probar la desigualdad que aparece al final,
en la cual hay que observar que la norma que aparece en la primera
parte de la desigualdad es la que corresponde a Y y la que aparece en
la segunda parte es la que corresponde a X. Estas desigualdades nos
dicen que el operador A es continuo en = = (.

En 84 ejemplo 1 vimos que cada funcional lineal, de R* a R, se
caracteriza por medio de un elemento a de R* de la siguiente manera,
f(z) = ayzy + -+ + apz, de donde se puede probar que la funcional
lineal es continua. Es decir que toda funcional lineal en R es continua.
En realidad esto sucede para toda funcional definida en un espacio de
dimension finita .

El espacio definido por las funcionales lineales es el dual algebraico
y el espacio definido por las funcionales lineales continuas es el dual
topologico. La propiedad anterior nos dice que el dual algebraico y el
topolégico coinciden cuando el espacio es de dimensién finita. Esto no
sucede cuando el espacio es de dimensién infinita. Hay ejemplos de
funcionales lineales en #? que no son continuas lo cual muestra que el
dual topolégico y el dual algebraico de #2 son distintos.

En §4 ejemplo 3 vimos quesi X =0 a=(a,)elysif: X >R
es tal que f(x Z a;z; con X = (z1,...x;,...) entonces el espacio

formado por esas func10nales es un subespacio del dual algebraico de
2. En realidad de manera similar al caso finito se puede probar que ese
tipo de funcionales lineales, son continuas y que ese conjunto es exacta-
mente igual al dual topoldgico de 2, es decir que todas las funcionales
continuas son de ese tipo.

El que coincidan el dual topolégico y el espacio es una propiedad
muy fuerte que no se cumple en general.

7 La topologia y el algebra.

La relacion existente entre la topologia y el dlgebra en espacios nor-
mados es extremadamente interesante ya que en realidad lo que hace
es relacionar dos ramas diferentes de las matematicas y propiedades
de un tipo van a transformarse en propiedades del otro y viceversa.
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Nuevamente empecemos por recordar algunas definiciones que seran
necesarias en lo que sigue.

Una familia & de conjuntos es una cubierta de un conjunto S si la
unién de todos los conjuntos de & contiene a S. En el caso en que cada
miembro de & sea un subconjunto de S entonces la unién de la que se
habla es claramente igual a S. Una subcubierta es una subfamilia de
3, tal que esta subfamilia sigue siendo una cubierta de S. Una cubierta
abierta es una cubierta cuyos miembros son conjuntos abiertos en el
espacio en el que estemos trabajando, aqui sélo trataremos el caso de
espacios normados. Un conjunto S en un espacio normado es compacto
si para cada cubierta abierta existe una subcubierta con un nimero
finito de miembros tal que es cubierta de S.

La primera observacién que haremos aqui es que si un espacio vec-
torial normado es compacto entonces es el espacio cuyo 1inico elemento
es 0.

También se tiene que si X es un espacio vectorial normado entonces
todo subespacio de dimensién finita de X es cerrado. Si X es de dimen-
sién finita y es un espacio vectorial normado todo subconjunto cerrado
y acotado en X resulta ser compacto.

Tal vez una de las mds impactantes caracterizaciones de un espacio
vectorial normado de dimensién finita es que si X es un espacio vec-
torial normado y la bola unitaria cerrada es compacta entonces X es
de dimensioén finita. La importancia de este resultado es que relaciona
una propiedad puramente topoldgica, como es la compacidad, con una
propiedad puramente algebraica como es la dimensién.

8 Hace ochenta anos.

Stefan Banach, en su tesis doctoral en 1920, di6 los axiomas para
definir un espacio vectorial normado completo, y desde 1932 cuando
aparecieron esos resultados publicados, a este tipo de espacios se les
llama espacios de Banach.

Nuevamente empecemos por recordar una nocién: la completez.
Una sucesién {z,} en un espacio vectorial normado (X,|| ||) es de
Cauchy si para cada € > 0 existe n, € N tal que si n, m > n, entonces
se tiene ||z, — Zn|| < €, es decir, que a partir de cierto momento los
elementos de la sucesion se acercan mucho entre ellos, estdn todos en
una bola de radio €. Un espacio vectorial normado es completo si toda
sucesion de Cauchy es convergente, es decir que existe un elemento en el
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espacio que es el limite de esa sucesién. Un espacio vectorial normado
y completo es un espacio de Banach.

Veamos algunos ejemplos.
1. R” o C* con la norma usual son espacios de Banach.

1
o0} 2
lzf| = (Z lz;/? | es un espacio de Banach.
=1
3. Hay espacios que no son de Banach, por ejemplo, consideremos

X C £ donde X consiste de todas las sucesiones r = (z,) con un
nimero finito de terminos distintos de cero. El espacio X no es com-
pleto, pues si z = (z,) € # — X y y, = (21,...,%9,0,0,...) es claro
que Yy, — z. Ademds como el limite de una sucesién convergente es
unico y r € X se tiene que y, es de Cauchy en X pero no tiene limite
en X.

2. #2 con la norms

Una caracterizacién importante de los espacios de Banach es que X
es de Banach si y sélo si toda serie absolutamente convergente en X es
convergente.

9 DBases en espacios de Banach.

Una sucesion z, en un espacio de Banach de dimensién infinita X es
una base si para cada z G X existe una tnica sucesién de escalares

z—Za,z, =0.

1=1

anC R (0 C) tal que x—z a;z; es decir, que llm
=1
Un espacio de Banach es separable si existe un conjunto numerable
denso, es decir cuya cerradura sea todo el espacio.

A pesar de que el problema del que hablaremos a continuacién no es
un problema que tenga que ver directamente con la diferencia entre la
dimensién finita o infinita de un espacio, sino m4s bien con la diferencia
que existe entre los espacios de Banach y los de Hilbert (los cuales
definiremos més adelante) este es uno de los problemas mas interesantes
del anélisis funcional y vale la pena conocerlo.

El problema de las bases ha sido uno de los problemas més im-
portantes en la teorfa de espacios de Banach de dimensién infinita, la
pregunta es la siguiente ;En un espacio separable de Banach siempre
hay una base? lo que se ha probado es equivalente a contestar la pre-
gunta: ;todo subespacio de C ([0, 1]) tiene una base?
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La respuesta negativa a este problema la di6 el matemaético sueco P.
Enflo en 1972, después de que el problema qued6 sin resolver durante
46 aiios, sin embargo todavia quedan problemas relacionados con este
tema. Una versién simplificada del trabajo de Enflo esta en el articulo
de Davie que se cita en la bibliografia. A pesar de esto el ejemplo es
bastante complicado y requiere de conocimientos en el drea para poder
entenderlo .

10 Espacios con producto interior.

Un espacio vectorial X sobre R ( o C€) es un espacio con producto
interior si a cada pareja de elementos z,y € X se le asocia un nimero
real (o complejo), denotado (z,y), llamado producto interior de z e y,
con las siguientes propiedades:

1) (z+y,2) = (z,2) + (y, 2)
) (z,y) = (7;7%) (la barra denota el conjugado)
3) (azx,y) = a(z,y) para todo « escalar
) (5,2) > 0y (z,2) # 0si z #0.

Ejemplos.

1. En R? se define el producto interior como (z,y) = T1y1 + Zoys si
z = (T1,22) y ¥y = (y1,¥2)-

2. En C* o R” se define un producto interior generalizando el caso
de la dimensién 2.

3. Si z,y € £2 se define un producto interno por medio de

[o 0]
(x,y) = > zi-y donde z = (z1,22,...) yy = (y1,72,.--)

=1

Un producto interior define una norma de la siguiente manera :
lz|| = (z, x)%. Un espacio vectorial con producto interior y completo,
respecto a la norma inducida por el producto interior, es un espacio de
Hilbert. Como ejemplos tenemos a R y C" de dimensién finita y a ¢2
de dimensién infinita.

Uno de los problemas mas importantes de los espacios de Hilbert es
el problema de los subespacios invariantes en donde la dimensién juega
un papel fundamental.

Sea T : H — H donde H es un espacio de Hilbert y 7" es un
operador lineal. Sea M C H, M un subespacio cerrado distinto de H y
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de {0}. Si T (M) C M se dice que M es un subespacio invariante bajo
T. La conjetura que hay a este respecto es:

Todo operador lineal T': H — H tiene un subespacio invariante.
La situacién de este problema es la siguiente. Sea T': H — H.

1. Sidim H es finita entonces tenemos un problema de dlgebra lineal
que sabemos como resolver.

2. SidimH > Ny sea z € H, z # 0, consideremos la cerradu-
ra del espacio generado por z,Txz,Tz? Tx®, ... y denotemoslo por m.
dimm < R, entonces M es distinto de H y de {0} y claramente
T(M)CM.

3. Sidim H = N; se han hecho avances pero no se tiene una solucién
completa, el problema general sigue abierto, es decir que no se tiene una
solucién general.

Una propiedad peculiar de los espacios de Hilbert de dimensién Ry es
que en cierto sentido son congruentes a £2. De manera que la conjetura
se puede enunciar como:

Para todo T : 2 — P existe M C 2 M # {0}, M # 2y M
cerrado tal que T (M) C M.

Como hemos visto el ingrediente de la dimensién infinita hace que
tengamos situaciones totalmente distintas a las que suceden en el caso
finito e incluso problemas que son bien conocidos en el caso de dimen-
sion finita son problemas abiertos en dimensién infinta o al menos no
totalmente resueltos.
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