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PROLOGO

E1 objetivo fundamental d? este trabajo es dar una introduc-
cibn a la Teoria de Sistemas Dindmicos. Este enfoque a dicha teo
ria 1o hemos llevado a cabo motivdndolo a partir del andlisis cuaz
11tativo de -los sistemas de ecuaciones diferencia]es autdnomos,
1o cual fue, por cierto, el proceso que hisﬁdricgmente siguid en
su surgimiento la Teorfa de S{stemas Dindmicos.

Consecuentemente con este cardcter introductoric, nos hemos
propuesto establecer de la manera mds natural las definiciones ne
cesarias y 1legar a los teoremas motivando adecuadamente Jos re--
sultados, al. mismo tiempo que hemos tratade de justificar el por
qué de las hipStesis. Por ello es que este trabajo contiene una
gran cantidad de éjelﬁlos concretos que, al menos es nuestro de--
seo, van 1levando al lector paso a paso, a la comprensidn de 1os
conceptos y resuitados de la Teorfa.

E1 Capftulo I tiene por objetivo principal establecer la de-
finicibn abstracta mds. usual de Sistema Dindmico en un espacio mé
trico localmente compacto., Al mismo tiempo se introducen los con
ceptos fundamentales que stryen de base al desarrollo posterior.

Los conceptos de atraccidn y estabilidad son tratados muy am
pifamente, en particular en los capftulos II y III. En el capi-
tulo I1 hacemos una clasificacibén de los atractores compactos, y
en el capftulo III se enuncia y se demuestra un importante teorema
que caracteriza a 1os conjuntos compactos estables a través de la
primera prolongacidn positiva.

En el capftulo IV.se estudia el concepto de estabilidad asin
tética junto con los conceptos de atraccifn, mostrando sus rela--
clones. Ademis, se mencionan los teoremas que caracterizan a los
conjuntos compactos asiqtﬁticanente estables a través de las im--
portantes funciones de Liapunov, En este capftulo demostramos un
resultade nuevo acerca del primer conjunto 1fmite prolongacional
positiyo de un atractor uniforme compacto.

Hemos dejado para los apéndices los enunciados precisos de



atgunos resuttados que son utilizados por nosotres al igual que -
algunas demostraciones, con el propdsito de no desviar 1a atencidn
del lector de lo central de las cuestiones tratadas.

Finalmente, queremos agradecer al Dr. Pablo Barrera, amigo y
maestre, el interés y ayudé prestados a 1o 1argo'de todo e) desa-
rrolle de este trabajo, sin los cuales éste no hubiera sido pos¥-

ble.

Agoste de 1976.
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CAPITULO I

SISTEMAS DINAMICEOS

INTRODUCCION

En un andlisis cualitative de las ecuaciones diferenciales,
to que nos interesa es describir de una manera general el compor-
tamiento del sistema descrito por esas ecuaciones., En ese an&}if
sis se hace necesario contestar a preguntas tales como iqué le
ocurre al sistema cuando el tiempo corre? &éQué tanto se diferen-
cia el comportamiento de una solucidn del comportamiento de otra
solucidn dada, si 1a primera selucidn parte de unas condiciones
iniciales parecidas a las de la segunda?Aéixisten Srbitas cerra-
das? éSon 6stas estables o inmestables? (C&mo son las trayectarias
alrededor de un punte crifico? iCudl es el comportamiento de las
soluciones? y otras de naturaleza semejante.

Cuando decimos'que ef tiempo corre, pod?mos pensar que corre
hacia adelﬁnté 0 que cﬁrre hacta atrds. Esto es, inquirimos ya
sea sobre el comportamiento futuro, cuando el tiempo tiende +=,
o sobre 2) origen en el pasado del sistema, cuando el tiempo tien
de a -,

Para tlustrar 1o que decimos, quizés Jo mejor sea mostrar un
ejemplo. Consideremos el problema de describir el comportarmiento
del sistema de dos imanes, uno fijo y el otro sujeto a un resor-

te, como se muestra en la siguiente figura
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Podemos suponer que 1as unidades son tales que Ja ecyacidn -
diferencial para el desplazamiento x-del im&n movible desde Su po

sicidn cuando el resorie no estd ni contraido ni alargado es
i+ x - {x-2)"% 0.
Esta ecuacibn es equivalente al siguiente sistema

x =g

- x4+ {x-2)7F

y
Las soluciones de este sistema son parejas de funcienes x(t},
y(t). Podemos considerar a estas fuaciones como l1a parametriza-
cién (con pardmetro t) de curvas en ﬂi. Esfas curvas son las taa
gectornias del sistema y e) plano xy es el planc fjase. Un retra-
to ﬂaaé para el sistema, o Su equivalente, 1a ecuacidn diferen-
cfal, es una descripcién completa, cualitativa, de todas sus tra-
yectorias. . _
Para nuestro ejemplo, es posibie.hacer ver.(sin enbﬁrgo, no
1o haremes nosotros aqui), que el retrato fase correspondiente es

el que se muestrz en Ja siguiente figura




Las flechas indican el sentido en que es recorrida la curva
cuando el tiempo aumenta.

Al examinar la figura, obtenemes una descripcién muy clara y
exacta del comportamiento global de 1as soluciones del sistema,
iy sin haber obtenido las soluciones analiticamente!

Antes que nada, es claro, por el contenide fisico del proble
ma, que el espacio fase es el semiplano a la izquierda de la rec-
ta x = 2. Ahora bien, una caracteristica que sobresale al obser-
var la figura, e€s que Ja curva formada por las trayectorias A, B
y L (mostrada con rasgo mds fuerte) divide (separa) alt plano fase
en regignes dentro de las cuales Jas trayectorias tiemen un com-
portamiento cualitativamente distinto, Por esta razdn, a una cur
va coma ésta se 1a l1lama separatriz. Cualquier trayectoria den-
tro de l1a regién acotada limitada por B es umna curva cerrada, Fue
ra de esta regibn, ninguna trayectoria es una curva cerrada.

Con el objeto de motivar algunos conceptos fundamentales, en
un primer intente, y hablando vagamente, diremos que:

Una solucibdn es estable si al tomar otra solucifin cerca
na y al hacer transcurrir El-ttempo a +=, la segunda

solucidn ne se aleja de la primera,

As¥, en el ejemplo anterior

=
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e} conjunto formado por el punto p, es decir, la solucidn que pasa
por p, gue no es otra cosa que el mismo punto p, es estable. Mien

tras que, por otra parte, el punto g es {nestable. También pode-

mos considerar una trayectoria como la que pasa por el punto x de

Ya figura anterior, la cual es estable.

En la siguiente primera seccidn de este capitulo seguiremos
mostrande ejémp1os, destacando paulatinamente diferentes concep--
tos que seréin estudiados a 1o largo'de este trabajo haciendo énfg
s{s en el aspecto geom&trico. Todo esto To haremos, fundamental-
mente, utilizande ejemplos concretos preporcionados por ecuacio--

nes diferenciales del tipo autBromo
x = f{x),

donde x es un vector en @ y f una funcidn tal que es posible ase
gurar 1a existencia y unicidad de las soluciones de dicha ecuacidn
diferencial.  (Ver Apé&ndice],

§ 1, EJEMPLOS

EJEMPLO 1
Camo un primer ejemplo tomemos las bien conocidas, como im--
portantes, ecuaciones diferenciales que describen el comportamien

to del péndule sin friccidn:

x = y

g = = % sen x, (&> 0}.

pe ellas podemos obtener

senx dx = « é y dy



senx dx + évy dy=10

que:es exacta. Esto significa que las trayectorias del sistema

son las curvas de nive) de una funcibn, en este caso
F(x,y) = cosx + % ¥t
29

curvas de nivel que al graficarlias nos dan Ja sfguiente figura

312
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Se puede observar,en primer lugar, que hay curvas { que pasan
por los puntos (nw,0), con n un entero impar, y que separan a las
trayectorfias cerradas de las que no 1o son. Estas curvas C son
las separatrices.

Los puntos de equilibrio son los puntos (nm 0), n un entero,
y fisicamente corresponden a Jos dos estados de equilibrio del --
sistema. Los puntos de equiltfbrio cuande n es un entero par, co-
rresponden a ta posicidn mis baja del péndulo. Estos puntos de
equilibrio son estables, ya que st se deja el péndulo en una posi
cibn cercana a 1a posicidn m&s baja y con una velocidad en magni-
tud peguefia o incluso cero, el pénduio se va a poner a osctlar

alrededor de la posicifn mis baja pero sin alejarse del equilibrio



ni acercarse a €l Esto Gltimo se refleja en la figura anterior,
en que al tomar la trayectoria que pasa por un punto en e} inte-
rior de la regidén limitada por la curva C, dicha trayectoria es -
una curva cerrada alrededor del punto de equilibrio.

Por otro lado, para n impar, los puntes criticos correspon-
den a la posicidn més a2lta del péndulo inmévil. son soluciones -

de equilibrio inestables, ya que como veremos més abajo

{i}) existen oscilaciones de ampliitud muy grande que pasan

muy cerca de estos puntos

{ii) hay trayestorias que salen muy cerca del punto y nunca
regresan, alejdndose siempre.

$i las condicicnes iniciales del sistema se encuentran muy -
cerca del arigen, dentro de la regifn limitada por las separatri-
ces C, la trayectoria correspondiente es una Grbita cerrada que -
no se aleja del punto de eqq1librio. Este, como ya dijimos, sig-
nifica estabilidad para el origen, ain cuando las trayectorias no

tienden hacia el equilibrio,

$i una trayectoria se inicia em un punto z fuera de la re-

gign acotada por C,

W
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entonces la trayectoria ya no es cerrada. Esto equivale a un pén
dulo que no ascila, sino gue parece rehilete dando vueltas en una
sala direccidn.

Cuando tomamos un punto z sobre Ya curva €,

la trayecteria que se inicia en z va a recorrer una parte de la

curva C tendiendo al punte p {un punto de la forma (wr,0)}cuando
t tiende a +w., Dicho con otras palabras,p es "el destino final
{en el futuro)* de z, cuando z recorre su trayectoria para tiem-
pos cada vez mis y mids grandes que crecen sin cota.

ATgo mds, équéd ocurre si la trayectoria es recorrida para
tiempos negativos cada vez mds a2 la izquierda y dejamos que t tiep
da a -=, Qcurre que ta trayectoria gue empezb en z ahora tien-
de al punto q. Podrfamos decir que g es "el destino final (en el
pasado}” de z.

Antes de resumir las conclusjones obtenidas en este ejemplo,
queremos introducir unas definiciones y algao respecto a la nota-
cidn.

Si la solucién de la ecuacidn diferencial x = f(x), x € &2,
gue en el tiempo t = G pasa por el punto p, y que estd definida
en el intervalo maximal {a,b}, donde -» < a <0 <b< +=, la de
signamos por yv{p,t), la curva en el espacio fase correspondiente
a tal solucidn, es la trayectoria de p, y la donotaremos por el

sfmbolo y(p}. Es dectr



v(p) = {g € &% : g = p(p,t), t € (a,b}}

La semitrayectonda positiva y la demitrayectonia negativa de

p, se definen reemplazando {a,b)} por (0,b) y {a,0)}. respectivamen

te, en la igualdad anterior, y se denotancony® (p) y vy (p}.

Sintetizando ahora todo 1o anterior, concluimos que:

(i)

(i1}

{iv)

E1 orfgen y en general un punto de la forma {(nn,Q) con n
par, es estable. Un punto de la forma (n7,0) con n im-

par, es inestable.

Si un punto x estd dentro de la regidn acotada por las -
separatrices C, entonces por x pasa una trayectoria ce-
rrada, y(x), y el destino final del punto x es toda su -
trayectoria.

Si x estd sobre las separatrices C, entonces su trayecto
ria es un pedazo de C, estd acotada y su destino final -

es alguno de los puntas crfticos (nw,0)}, con n impar.

S1 x estd fuera de la regidn acetada por las separatri-
ces C, entonces la trayectoria y(x) que pasa por x es no

acotada y no tiene destino final.

EJEMPLO 2

Tomemos ahora como segundo ejemplo e) del péndule con fric-

¢ién proporcional a la Qelocidad, el comportamiento del cual estd

dado por el sistema de ecuaciones djferencizales.

X =y

§ = - 2hy Qg senx, k>0, q>0.

Puede demostrarse (ver, por ejemplo, [6]), que las trayecto-

rias del

sistema son como las de la figura siguiente
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Los puntos criticos son los mismos que en el ejemplo ante-
rior, pero ahora e] origen tiene la siguente notable propiedad: -
toda trayectoria que empieza en algin punto en la regicén entre las
trayectorias C es, como se puede ver en la figura, uma trayecto--
ria que se acerca al origen "espiraleando" {*), es decir, podemos
pensar que es atraida cuando t crece sin 1fmite. Esto es, el ori
gen es un atractor.

Sin embargo, no todas las'trayectorias son atrafdas por el -
punto critico 0. Si consideramos-una trayectorija C, &sta es atraf
da por un punto critico (nn,0) con n impar. '

Nuevamente, como en el ejemplo.anterfor, los puntos c?!ticos
{n71,0) con n impar son inestables, en tanto gue los puntos (nw,0)
con n par son estables. ﬁsto es, si tomamos una.trayectoria que
se inicie en cualquier punto en el {interior de la regi6n limitada
por C, esa trayectoria no se va a ;!ejar'del origen, 1o cual sig-
nifica estabilidad. Pero ocurre algo mi;: las trayectorfas siem~

pre se acercan al origen,

RESUMIERDO:

{i) Si p # {0,0) estd dentro de Ta regidn entre las tra
yectorias C, entonces y' (p) no es cerrada pero es -
acotada y tiende hacia el origen, Es decir, su des

tino final es el origen.

(ii) Si p estd sobre C, entonces su semftrayectoria posi
tiva es una parte de C, estd acotada y su destino

final! es el punto de equilibrio inestable («,0).

{*) Aqui hemos introducido el verbo “espiralear", quizés violando las
reglas de la Feal! Academia, porgue es la mejor palabra que encon-
tramos nosciros rera, con el sentido dindmico que tiene, expresar
la idea G2 que ls trayectoria de que se habla, cuande el tiempo -
transcurre, recorre los puntos gue estdn sobre una espiral,



-11-

EJEMPLO 3.

Consideremos el sistema diferencial dado por las ecuaciones

¥ =x

¥ =y,

tuyas trayectorias se muestran en Ja siguiente figura

L
C

E1 origen es un punto de equiltibrio inestable. MNimguna tra-
yectoria es atrafda por &1, ni por ningin otro punte., M&s aln,
todas las trayectorias se alejan del origen; en este sentido el -
origen es un “repulsor”.

Sin embargo, notemos que todas las trayectorias "nacen" del
origen. Esto es, si tomamos un punto p y la trayector{a v(p}, ¥

hacemos tender t a - =, entonces y{p} tiene al origen como punto
Timite.

Resumiendo, podemos decir lo siguiente:
Todas las trayectorias sor no acotadas, no tienmen desti
no final cvande t + +~, pero sf tienen un origen cuando

t » -«, es decir, existe 1fm ¢{p,t} y este 1fmite es
t> -

el origen.
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EJEMPLO 4.

En el ejemplo 2 mostrames que aén cuando el punte critico -
constituido por el origen es un atractor, no atrae-a todas las -
trayectorias; el ejemplo 3 mostrd un punto critico que no atrae a
ninguna trayectoria. He aqui un ejemplo en el que un punte criti
€6 atrae a todas Jas trayectorias.

Sea el sistema dade por Jas ecuaciones diferenciales

b= - y.

Sus trayectorias se muestranen la siguiente figura

Evidentemente, el origén atrae a todas las trayectorias del
sfstema. Esto es, si tomames un punto arbitrario del plano, tal
como el punte p, entonces la trayectoria que pasa por p tiene al
origen como punto ¥imite, cuando t-++=, Sin embargo, cuando -
t+-» ne hay punto 1fmite y la semitrayectoria negatfva es no -

acotada.

EJEMPLO 5.

Este ejemplo muestra que aln existiendo puntos criticos para



-13-

un sistema, puede darse la situacién de que ninguna trayectoria
sea atrafda o repelida. Efectivamente, consideremos el sistema

dade por las siguientes ecuaciones

Sus trayectorias son cfrculos y el origen es el Gnico punto

critico.

1N
NP

Para cualquier punto p del plano, vemos que al considerar su
movimiento a 1o largo de la trayectoria que pasa por €1, el punto
P no se aleja del orfgen. Esto, como sabemos, significa estabili
dad para el origen.

Podemos, enseguida, preguntarnos 1o siguiente: icudl es el
destino final de P> un punto arbitrario del planc? Sabemos que
Ta semitrayectoria positiva y'{p) es el cfrculo € que pasa por p
y tiene su centro en el origen. Esto quiere decir que, al tomar
t continuamente y en forma creciente valores en & el punto p va
a recgrrer una y otra vez el circulo C,

Recordemos 1a pregunta planteada: icud) es el destino final
{en el future, precisamos} del punto p? Lo que acabamos de obser-

var. es que para ciertos tiempos cada vez mayores la semitrayecto-
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ria vy (p) pasa por un punto arbitraric de C. Dicho en otras pata
bras: si q € C, entonces existe una sucesidn {tn} c &% con tn+-+w

¥ tal que
elp.t ) = q.

Esto es 1o que necesitdbamos saber, pues nos dice que el pun
to g forma parte del destino final de p.

Ahora ya es fdcil ver que todo el circulo C forma parte del
desting final de p. Ademds, es claro que fuera de C no hay nin-
gén punte al cual se aproxime la trayectoria de p para algin t. -
Esto es, C es 21 destino final, en el futuro, de p.

En forma enteramente andloga, utilizando v (p) y sucesiones
{tn} con tn+ ~=, puede verse que la misma curva cerrada C es e} -

destine final en el pasado, o el origen, del punto p.

Aqui resumimos To ya visto en este ejemplo:

{i) E1 destino final en el futuro de un punto p en el
plano es un conjunto, el conjunto de todos los puntos -
que 2s5tdn sobre el circulo que pasa poer p y tiene su -
centro en e1 origen. Es decir, el destino fina] de p -

es la trayectoria y(p}.

{ii} €) origen en el pasado de un punto p en e planc

es el mismo conjunto anterior,
{iii) E1 punto critico 0 es una sotucifin estable.

Para finalizar, observemos que cuwalguier trayectoria es un -
conjunto estable, ya que al ipiciar otra trayectoria en cualquier

otro punto, esta dltima no se va a 2lejar de la primera.

EJEMPLO 6.
Consideremos las ecuaciones diferenciales (en coordenadas po
lares)
ro=or{l-r) (2-r)2
8= 1,

Las trayectorias del) sistema se muestran en la siguiente figura
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E1 sistema consta de un dnico punto critico, que es el ori--
gen 0; dos Grbitas cerradas C, y C.; las demds trayectortas son
espirales que giran alrededor de las drbitas C, ¥ C2, como se myes
tra en Ja figura. Si una trayectoriz se inicia, dfgamos en el
instante cero, en un punto que estd en la regién exterior a Ja dr
bita C,, entonces, cuando el tiempo corra por tiempos positives
cada vez mayores, su trayectoria va a espiralear alrededor de Ja
érbita C;, acercdndose cada vez mis a ella, pers sin llegar a to-
carla, Si el punto en. el que se inicie una trayectoria, estd en
la regién entre C, y C,, entonces tal trayectaoria va a estar siem
pre en esa regifn, y cuando el tiempe crezca sin JTmite, dicha tra

yectoria se va 2 acercar y tendrd & la drbita (.. Si el punto ini
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ctal de una trayectoria esti en el interior de 1la regidn acotada
por C,, entonces, con la excepcidén del origen, la trayectoria co-
rrespondiente se va a poner a espiralear alejindose de) origen
¥ tendiendo a la érbita C,.

Ahora bien, icudl es el destino final de un punto p que estéd
en la regifn exteriof a C;7 Queremos hacer ver que es toda la
curva C;.

Sea p fuera de Ci, y sea q cualquier punto de C,. Supongamos
que ¢(p,t) es 1a solucién de la ecuacibn diferencial tal que
¢(p.0) = p. 1la trayectoria correspondiente es la gue se muestra
en la figura de abajo,

Pues bien, como 1o hemos estado haciendo, decimos que un pup
to q es destino final de p, si la semitrayectoria vy {p) se aproxi
ma a q para una sucesidn creciente de tiempos que tiende a =. 0b
servando la figura nos convencemos de que esto es asy. Es decir,
que se puede encontrar una sucesidn (tn} c /" con tn+-¢w y tal -

que 1z




-17-

sucesfdn correspondiente de puntos v(p,t“) =P, tiene por 1imite
precisamente el punto gq. Como q era un punto arbitrario de C,;, 12
curva €, es el conjunto de todos los puntos que son destina final
de p.

Ahora ya es clare, pues se puede hacer un razonamiento seme--
Jante, que s{ p, estd entre €, y C;. su destino final, cuando ¢t

crece sin 1imite es la curva C,.

Pero, en este caso, es deciy para p un punto en Ta regibn en
tre ¢, y C,, podemos ver ademds Jo sigufente: para cada punto
q € C;, existe una sucesidn'{tn} C & con tr-= tal que

1im v(p,tn) = q.
-

Esto quiere decir que para aquel punto p en la regidn entre €, ¥y
C., cada punto sobre C; es punte fimal en el pasadoe, o punto ori-
gen, de p.

Tomando de nuevo un punto p en el exterior de C,, vemos que
no tiene punto final en el pasado, es decir cuando t =+ =,

Finalmente, s{ tomamgs un punto p+#0 en el interior de C;,
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entonces su destino final en el futuro es el conjunto C,; mientras
que su destino final en el pasado es el punto 0,

Yamos a resumir:

{i) E1 destino final en 2% futuro de un punto situado en
el exterior de C, es la curva ;. Ese mismo punto no

tiene origen en el pasado.

(ii) Para un punto p entre €; y C, su trayectoria y(p)
es acotada y tieme tanto destino final en el futuro, co-
mo en el pasado. Som los cenjuntas C, y £, respectiva--

mente.

(397) La trayectoria y de un punto en e] interior de C,
es acotada y si el punto es distinto del punto 0, su des
tino final en el futuro es la 6rbita C,, y su destino fi

nal en el pasado es el punto crftico 0.

(iv) Para la trayectoria que pasa por el punto critfco -
0, el mismo punto 0 es tanto su destino final en el futu

ro, como su origen en ¢l pasado.

Ahora bien, con io que hemos dicho en les ejemplos anterio--
res acerca de los puntos que son el destino final de un punto,
cuando éste se mueve 2 1o largo de su trayectoria, se ha hecho
evidente la importancia de estos “puntos destino final" en el fu-
turo o en el pasado. Sin embargo, este no es el nombre que reci
ben. Usualmente, a un punto que es el destimro final en el futuro
se le 1lama "punto 1fmite-positive™, y a un puntec que es el gri--
gen final en el pasado se le 1lama "punto 1imite-negative”, y tam
bien, desde que Birkhoff asi los 1lamé, se les conoce con el sig-
nificativo nombre de puntos w-limite y a-limite, respectivamente.
(Recuérdese que w es la @ltima letra del alfabeto griego y a es -
la primera).

Ademds. para nosotros ha quedado ya bien clare cuil es el
criterio para determinar cudndo un punto es w-T1imite o a-1{mite

de un punto p en el sistema definido por 1a ecuacidn x=f{x). Usa
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remos, entonces, ese criterio como definicidn formal. Hela aquf:
DEFINICION. Un punto g se 1lama punto Limite~-positivo u
w-Limdite de p si‘existe una sucesign {tn} C R con tn4 +w

tal gue a(P.tn)*q.

Un punto q se 1lama punto Limite-negativo o a-LImite de
p si existe una sucesibn {tn} C & con tn+ -« tal gque -

W(potn)"Q-

Recordemos, ahora, que un punto p puede tener a todo un con-
Junto de puntos como “destino final". De manera natural podemos
ahora definir los conjuntos w-1fmite y a-1imite de un punto p. An
tes de escribir la definicifn, diremos que tradicionalmente estos

conjuntos se denotan con los sfmbolos A+(p).y A (p), respectivamente,
OEFINICION. Consideremos los siguientes conjuntos:
A*(p) = (q: g es punto w-1fmite de p};
AT(p) = {9: q es punto a-1fmite de p}.

Entonces A+{p) y AT{p) se 1laman, respectivemente, el -
conjunto w-Eimite (o Limite posditive) y comjunto a-LLmi-

Ze (6 Limite-negativo) de p.

KOTA. Obsérvese que A* y A” son funciones que asocian a
cada punto p ern &) dominio de f un subconjunto de
/2,

Pues bien, ya hemos descubferto los conjuntos 11mite, y he--
mos visto que ellos desempedan un pape) preponderante al analizar
el comportamiento global de un sistema. En particular, cuando -
el tiempo corre a +e, los conjuntos w-1§mite tienen una propiedad
de 1a que ahora hablaremos: son fuente de "atraccién®. FEsto es,
las trayectorias son atrafdas por el conjunto w-TImtte, ya que -
par2 los pumtos p, existen puntos sobre su trayectoria que son ca
da vez mfs y mds cercanos a tal conjunto w-1Smite, Efectivamente,
segiin la definici16n existe una sucestidn {tn} C & con tn* +o tal -

que
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1im d{e{p,t ), AT(p)) = 0, si A"(p)#5.

En otras palabras, podemos decir que nuestro proveedor de
atractores es la familia de conjuntos w-Timite. Pasemps ahora a
ver de qué maneras las trayectorias pueden ser atraidas, vierdo -

algunos ejemplos.

EJEMPLOD 7.

Tomemos el sistema diferencia) dade por las siguientes ecua-

ciones (en coordenadas polares):

%% = r{l-r)
de _
at - 1.

E1 origen es el i{inico punto critice. E1 circulo unftario M es
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una drbita cerrada que no contiene a ningGn punto critico. Cual-
guiera otra trayectoria (con excepcidn de la que pasa por el ori-
gen), se aproxima mds y mis a la Srbita cerrada, espiraieando al-
rededor de ella, cuando el tiempo crece sin limite. Es clara, en
tonces, que el circulo unitario es el conjunto w-limfte oe cual--
quier punto p del plano distinto del origen.

tsto es asi porque para cada punto g € M, puede éncontrarse
una sucesidn {t } ¢ a* con t >+=y tal que v(p.t )~q.

AsT que

A*(p) = M.

Esto significa, en particular, que 1im d{¢{p,t}, M) = 0, y -
t

+w
asi el circuto unitario M atrae a la trayectoria de p.
A continuacién, consideremos un ejemplo muy cl&sico e ilus~~

trativo, que ya fué utilizado y estudiado por Poincaré,

EJEMPLO 8.
Observemos el siguiente diagrama que vepresenta las trayecto

rias correspondientes al sistema diferencial




E1 origen es un punto critico, un punto de equilibrio. Es -
un punto de equilibrio inestabie. Es, como suele decirse, un pun
to silla, o un puerto.

Para un punto sobre ei eje x, es decir, para un punto p = {x,
0). 21 conjunto A*(p)} es el conjunto {0}. En otras palabras, ese
punto p es atraido por el arigen. Pero si el punto p no estd sobre
el eje x, entonces, adn cuando durante algin tiempB se acergue al

origen, finalmente se alejard de éste cuando el tiempo crezca.

Para ese punto, es decir, un punto p fuera del eje x, el con
junto w-1fmite, A*(p), es vacio. A pesar de ello, teda la recta
contenida en el eje y "atrae" a todas las trayectorias sin excep-
cién. Lo que queremos decir, y que se hace evidente al observar
la figura, es que para cualguier punto p del plano, al tomar la
semitrayectoria positiva Y+(P), después de un tiempo suficiente--
mente grande, se encantrard arbitrariamente cerca de ese eje. Es

to es, si designamos con M al eje g4:
Tim d(*ﬁ(P,t)’M) = 0.
t »3m

Todo esto ultimo nos muestra un fenémeno de atraccidn, el
cual se presenta a pesar de que A*(p) es vacio, Posteriormente
habremos de tomar esto muy en cuenta para una definicifn precisa

de atractores en un sistema dindmico (ver capitulo II}.
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§ 2. DEFINICION DE SISTEMA DINAMICO

Recordemos que al principio de este capftulo se hizo mencidn
del siguiente hecho, que ahora hacemos mds explicito:

Dada Ta ecuacibén diferencial x = F{x), x € f"%, donde ¥ satis
face algunas condiciones {por ejemplo que ¥ sea C') para asegurar
la existencia yunicidad de las soluciones y definida en un dominio
@ = Domfc &", si designamos con ¢{p,t) la solucidn que en el ins-
tante t= 0 empieza su trayectoria en el punta p € &, y con I{p)
designamos el fntervalo en el cual estd definida, entonces la apli
cacibn

(p.t) ey {(p,t), teTI (p}
es una funcidn

o xR >

En 12 seccidn anterior se mostraron algunos ejemplos, al mis
mo tiempo que se destacaron ciertos caonceptos, como el de estabi-
iidad, cenjuntos w-1fmite, e-~1{mite y atractor, que serdn e) moti
vo de nuestro estudio en las pdginas siguientes. Para ello nece-
sitamos un lenguaje adecuado. Nuestro primer objetivo serd el
Tlegar a una definicién suficientemente general de SISTEMA DINAMI
CO. Pero antes de formularla, es necesario observar ciertas difi

cultades y ver 1a manera de resolverlas.

2.1 INTERVALO DE DEFINIGCION.

Para empezar, recordemos el siguiente bien conocfdo hecho de
la teorfa de las ecuaciones diferenciales, (ver [31), el cual es
una fdcil consecuencia de la unicidad de las soluciones:

Sea la ecuacidn

x = f{x)

definida en un conjunto abierto & C &", f una funcién de clase C!
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en £,
Para cada p £ & existe una solucién inica ¢(p,t) con ¢(p.0}=p
definida er un intervalo maximal abierto I{p)} C &.

Sea X C 2 x & definide de la siguiente manera:
X ="{{p,t) € @ x&: t € ¥p)}.
La funcidn (p,t)+ e{p.t} es entonces una transformacitn
¢: X 8,
E1 hecho mencionado es el siguiente

TEOREMA.
Con las hipStesis y notacién anteriores, la funcién ¢ tiene -
la sigufente propiedad:

elelp,t), s) = ¢lp,t + s}

en ) sentido de que si uno de Tos miembros estd definido el otro
tambié&n, y.son iguales,

‘Geométricamente, esto tiene la siguiente interpretacibn

Si un punto parte en el instante cero de la posicidn p, dajo la -
transformacién dada por v, al cabo de un tiempo t se encontrard

en 1a posicién py = ¢(p,t); si ahora dejamos que se desplace du--
rante un tiempo s, al cabo de este tiempo se encontrard en la po-

sicidn p2 = w(p1,s). Pues bien, el teorema nos dice que al mismo
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resultado se 1lega si a partir de la posicidn p, se deja correr
un tiempo t + s.

Recordemos, ahora, otre hecho de las ecuaciones diferencia--
les (ver por ejemplo 12] o (31}}

Supongamos que p € 2, t € I{p), Sabemos que p tiene una ve-

cindad U € & con ¢{x,t) definido para tode x € U,

JEOREMA.
Con las hipftesis del teorema anterfor, para cada t € I(p},
la funciébn

x+r o(x,t)

define una aplicacidn de U sobre un conjunte abierto V, (U la ve-
cindad de p gue se acaba de mencionar). Ademds, ¢(y,-t} estd defi
nida en V y trasferma V sobre U. La composicidn wle(x,t), -t) es

ta 1dentidad en U, y ¢{v{y, ~t), t) es la identidad en V.
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Ahora, introduzcamos la siguiente notacidn: para t fijo la
funcidn

(p,t)+e v(p,t)

la designaremos con ¢, . Entonces tendremos, en e} caso en que to
das las soluciones de la ecuacidn diferencial x = f{x) estén defi
nidas en toda la recta real y en base a los teoremas que acabamos
de mencionar, un conjunto de transformaciones v, con las siguien-
tes propiedades:
(i) una operacidn (la composicidn) definida para cada -
par de ellas,

(i1) v, 2w =9
i

5 t+s,
(111} o, ale =0 ) = (o, « w0 dow
{iv) wo = Idéntica,
(vl e, o v =9 o @ = Idéntica.

£sto es un grupo de transformaciones con pardmetro t. De -
ser esto asi para todos los casos, tendriamos de este modo una
herramienta muy conocida y poderosa, como es la estructuraz de gru
po, que nos permitirfa conocer una serie de propiedades importantes
de las transformaciones que estamos considerando.

A pesar de 1o conyeniente que seria que. se diese en todos ios
casos la situyacidn anterior, no estamos en condiciones para afir--
mar que esto es asT. La razgn de ello es que, por ejemplo, no se
ria posible en todos los casos sumar los tiempos t y s, para t y
s arbitrarios, pues, para aiglin p pedria no estar definida una de
las expresiones »(p.t) o v{v(p.t),s).

Esto nos sugiere gue la situacién conveniente y deseable para
nosotros, es cuando tas soluciones a la ecuacién diferencial X =
f(x), estén todas definidas en toda la recta real Sin embargo,
esto no ocurre siempre asf, como podemos ver en el siguiente ejem

plo:

EJENPLO 9.
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Consideremos el sistema dade por las ecuaciones

dx _
a-t'_ 1

oo

cuyas soluciones son, si 1a condicién inicial es {x{0), y(0}} =

(1)

(xa,40),
l(t) =t + x;3
(2)
oty = —L—
t -=
Ya

devccpacasrrevevrevamnnnsannn

Seaa

-

La solucidn general de la ecuacidém diferencial es el vector
en &%, (x{t), y{t)) donde x(t), ¢(t) estdn dadas por {2), Como -
se ve ficilmente, no estd definida para todo t en (-=, +=), En
realidad, el dominio de definicidfn de la solucién serd del tipo -

(e, %o), o bien, (%n, +=), dependiendo de las condiciones inicia
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les.

Pues bien, este ejemplo podria sugerir que la causa de que
las soluciones, en general, no estén definidas para todo t, es --
que Ta funcidn del segundo miembro no sea acotada, Sin embargo,
ripidamente nos convencemos de lo contrarfo, examinando la ecua--
cién del ejemplo 4

= x
gz'y’

cuyas seluciones estan definidas para todo t en la recta real, a
pesar de que la funci6n en el sequndo miembro de la ecuacidén no -
es acotada.

A pesar de ello, esta comparacibn sugiere una condicidn sufi
ciente, md&s amplia, para que las soluciones de la ecuacibn dife--
rencial x = f(x) estén definidas para tedo t € (-», +=), y es que
la velocidad, en valor absoluto, esté por debajo de la funcién

Il De hecho, prebaremos el siguiente tecrema:

TEOREMA.

51 existen reales A y B, positivos, tales que

It flxdj] <A x| +8

para todo x € ", entonces las soluciones de la ecuacién
x = f(x),

donde f: &" »>R% es continua, estan definidas en toda la

recta real.

DEMOSTRACION.

Designemos con ¢{t) una solucidén a la ecuacidn diferencial
Sin pérdida de generalidad, supongamos gue »(0) = 0.

Supongamos que ¢(t} - = en un tiempo finito T. Veremos que

esto no es posible bajo la condicibn de que

I fO} [F <Al xjf + 8.
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Tomemos una sucesién de esferas con centro en el origen y ra

dios 1,2,3,..

Plt.)

En el espacio fase, 1a trayectoria que pasa por e] origen es
la curva en &2 dada por la funci6n ¢{t), con parfmetro t, Por 1a
hipétesis hecha 21 principio de l1a demostracidn, esa curva, una -
curva continua, tieme que cruzar todos estos cfrculos en el tiem-
po finito T.

Supongamos ahora que la trayectorta invierte un tiempo t, en
cruzar por primera vez el primer cfrcule,

Se ttene 1o siguiente; una curva, p{t) que en t = 0 pasa por
el origen, y en t = t, pasa por e punto ¢o{t:1}.

ODel cdlcelo glementa] se sabe que la lTongitud de esta curva

estd dada por la fdrmula

t,
£o= | 1 4EE et

a
Ahora bien, como o{t) es salucién de la ecuacién diferencial

x = f(x), se cumple que

delt) . fp(e)y v telotl.
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Por lo tanto

t, ety
&y = Hflelt)) il dt = (A |l«(t) |l + B) dt t €10,t,]
0 ig
En razdén de que para t en el intervalo [0,t,) elt)| < 1,

se tendrd 1o siguiente

ty
f]ﬁ( (A"’B)dt:tl(A*'B].
0

Pero ademis

1 = £,
Llegamos entonces a que
1< t,{A + RB).

Es decir

t, =

1
A+EB’

Ahora, sea t, el instante en que l1a trayectoria cruza por --
primera vez el circulo de radio 2, y sea £, la tongitud de }a2 cur
va entre los puntos v(t,;}, ¢{(t,}. En consecuencia, el tiempo in-
vertido en hacer el recorrido desde v(t,) a v(t,) serd t,-t,, y -

se tendrd lo siguiente:

i, ts
o= ] 198 g = | g fere)) at
t, t;
‘tz
= (Al (t)H + B)dt
‘tl
itz
< (28 + B}dt = (t.-t,) (2A + B).
t,
Lo que nos da
ty ot o
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Andlogamente
1
et g
y ast sucesivamente
Pero, para cada n,
T>t

tn = tn tn-l + tn-l tn-z +... - tl + t;,
lo que nos dard
T> tn = t; + (t, t1} + {t,

t2) + ...+ (t, t 1.

n-1

Haciendo crecer n indefinidamente, y utilizando las desigualdades

obtenidas arriba, se tendrd la siguiente desiguaildad con un nime-
ro infinito de términos en el segundo miembro:

1 1
T> g¥gt B 3msm

r 1
T>Z oxsg -

1 .
Pero 1ta ser1e“§1 K+ E &S divergente, y ademds

P 1 _ +w.
z —r-a- = s
por 1o Slgu'-'e"te. pr il'l'le]"o escribimos

2 1 _1 % 1
ngl nA+8 R nEL n+§ .
Sea ahora N > %, entonces
L2 1 5,1 % 1 _1% 1.4
A o) n+% * B afi PR K oZwer n

$i tiene, entonces, una contradiccién, ya que habfamos supues
to que T era finito. 7/

~Ya con este hechs, puede demostrarse facilmente el siguiente

teorema, cuya mativacién e importancia se ve del teorema de exis-
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tencia y unicidad que se da en el apéndice. {Ver también | 6]. pdg.

130).
TEOREMA.
5i la funcién f{x) satisface una condicién de Lipschitz
en /", entonces las soluciones a la ecuacidn diferencial
x = f{x} estdn definidas en toda la recta real
DEMOSTRACION.

La demostracién se sigue de la siguiente observacién

WFC - HFGdl < || Flx) - Flg3ll< X §| x-4]f
< Kk {Ix g+ gl

Kzl +x{gll,

i

que se cumple para cualesguiera x,y. (K es la constante de Lipschitz
para f)}. Fijando un punto g4y * 0, se tiene, para cualguier x, lo

siguiente

Il Flx <k fl x| + 8

donde X >0, B =X [lg1]] + Y flya)|| > 0. Por el teorema ante-

rior la afirmacién es vdlida. //

2.2. INTERVALOD DE DEFINICION. (CONTINUACION).

Sin embargo, debemos tomar en cuenta que la situacidn tan fa
vorable de que las soluciones de la ecuacidn diferencial estén de
finidas en toda la recta real, nosiempre se da. Incluso para ecua
ciones tan senciilas como la del ejemplo 9, ocurre que, como ya -
vimos, las soluciones, en general, no estdn definidas para todo -
t € 4.

Debemos, entonces, resolver esta dificultad, si oqueremos am-
pliar la clase de ecuaciones diferenciales que podremos conside--
rar que definen un sistema dindmico. En consecuencia, en el caso
en que la ecuacién diferencial % = f(x)}, x € &" tenga soluciones

que no estdn definidas em toda la recta, quisiéramos encontrar un
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sistema, en cierto sentido equivalente, es decir que tenga exacta
mente las mismas trayectorias, pero que sus soluciones estén defi
nidas para toda la recta real.

La jdea para resolver dicho problema, la encantramos en una
observacién hecha antes de enunciar el teorema de la pigina 28, y
2s que st Ta funcién en el segundo miembro de la ecuacién es aco-.
tada, entonces las soluciones estdn definidas para tode t€ R,

Observemos primero que el sistema x = \ f{x), con A un esca-
lar constante, tiene las mismas trayectorias que el sistema origi
nat x = f(x}; esto es asf porque. lo Gnico que se ha modificado es
1a velocidad con que son recorridas, Lo mismo es clerta, inclusa,

cuando A no es constante, E§ decir, el sistema auténomo

o= A{x) f{x}, Ax) uoa funcidén escalar, tiene Yas mismas -
trayectorias que X = f{x}., recorridas con una velocidad distinta.
Por 1o tanto, podremos asociay a la ecuacién'origina1 %= f(x),

la ecuacién

s fix
XETEFIT(x »

que tendrd las propledades requeridas, es decir, tiene las mismas
trayectorias que aquella, (puesto que el segundo miembro ha sido
multiplicado por una fqnc16n escalar} y ahara las soluciones es--
t&n definidas para todo ®. Esta iltima afirmacién es cierta por
Ta observacifn hecha anteriormente, que ahora enunciamos como teg
rema y cuya demostracidnr puede hacerse en exactamenté Ja misma «~

forma que la demostracifn del teorema de la pagina 28,

TEOREMA.
Lta ecuacién diferencial % = f{x), donde f: & + &% es
una funcibn acotada y localmente de Lipschitz, tiene to

das sus so?uéiones definidas en el intervalo (-=, +=),

OBSERYACION.

Para garantizar ta unicidad de tas soluciones de la ecua
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¢idbn  x = f(x) es suficiente gque f sea lacalmente de

Lipschitz, {ver [31}.

Si f satisface una condicidn de lLipchitz en un abierto
f{x)
1+t f(x) ]
una condicién de Lipschiz, (Ver Apéndice).

y canexo entonces g{x)} = satisface también

Esto da sentido a 1a elaboracién anterior, pues amplfa

la clase de las funciones que podemos comnsiderar.

Como resumen de todo lo anterior, podemos expresar el princi

pal resultado obtenido en el siguiente teorema.

TEOREMA.
Sea la ecuacibn diferencial

x = fx} . . . L)
donde f: &% - &% es localmente de Lipschitz en @”, en-

tonces la ecuacidn
5= flx) . -(2)
1+ || x|

tiene exactamente las mismas trayectorias que la ecua--
cién (1}, y todas las soluciones de la ecuacidn (2} es

tin definidas en el intervalo (-=, +=),

Debemos ahora abordar el caso en gue 1a funcidn f s6lo estd
definida en un dominio S contenido propiamente en &%, Suponemos
a f continua y que satisface la propiedad de Lipschitz localmente
en 2, Hay dos posibilidades:

(i} que al acercarse ta trayectoria a la frontera de &, 1a veloct
dad crezca vertiginosamente tendiendo a «; (ii) que adn cuando
1a velocidad sea acotada, }a trayectoria alcanza la frontera en
un tiempo finito.

Tomando en cuenta estas posibilidades, ademds del factor prg
puesto anteriormente, necesitamos un factor gue haga que la velo-
cidad disminuya al acercarse la trayectoria a la frontera. Propo

nemos entonces asociar con x = f{x} la ecuacién
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fix) d(x,392)
1+ || f{x)|| 1+ d{x,30)

donde 3§l designa a la frontera de Q,
Lo que tenemos gue demostrar es que sus soluciones estdn de-

finidas en toda la recta real.

DEMOSTRACION.
Observemos primeramente que

fix) dix,28)
1+ I fFOaf 1+ dix,28)

< dfx,a%).

Tendremes, entonces, generalizando un poco, 1a ecuacidn diferen--
cial
x = g{x)

con 1a condicidn Il g¢x) i < d{x,29).

Sea xg € £, Queremos demostrar que sf v(t} es 1a solucidn
tal que ¢(0) = xo, ¥y $i p{t) tiende a 1a frontera de £ cuando t + T,
entonces T es mayor que cualquier niimero positive.

Hagamos

t, = inf {t € {0,T): d{o{t), 2Q) = %“}'

Es claro que para n suficfentemente grande, tn estd§ definido, Sea
n, el primer natural para el cual tn estd definido., Tenemos, en-

tonces, una sucesidn

para la cual tn+1 > tn.

Hagamos ahora x, = v(tn), n™ng, y sea

- 1
B, = B(xn, 2n+‘], n>ng
Sea t,, = inflt >t :e(t)eap}
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Se tiene gque

x€B = < dx,m) < L

zn_+1 2n+1
. 1 3 -
xe8 = 5371 < dfx,09) < 28+1
Y esto 1mplica que
t;n St
Entonces, si t es tal que t_ < t < t' ,
a n+1
fett)ll = 1l gttt < dle(t), 3y < 2.
2
De donde obtenemos
, 3
Tef{t™ ..} wit )] < {t’ t ) —— ,.. [ver nota(*) en Iz pé-
n+l n o+l n° pn¥l gina siguientel

Es decir:

1

n+l
2

= |l W(tln'rl) w(tn)H <(tln+1 - tn) 2_3? s
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¥ en consecuencia
Por 1o tanto:

¥ comg N puede hacerse tan grande come se desee, queda demostrado

10 que se queria. //

E1 resultado obtenido se expresa en el siguiente teorema.

TEOREMA.
Sea Ja ecuacidn diferencial

x = f(x) (1)
donde f:2 + €%, QG &%, es localmente de Lipschitz en

2, entonces 1a ecuacién

%= f{x) d{x,38)
U+ (L f0Il 1+ dlx,20)

.(2)

tiene exactamente las mismas trayectorias que la ecua--
cién (1), y todas las soluciones de la ecuacién {2) es-

tin definidas en el intervalo {-=, #=},

NOTA. Obsérvese que de hecha hemos demostrado algo mds

fuerte:

TEQREMA.
Si la funcibn 9: & » &% es localmente de Lipschitz en Q

y satisface
ftalx}ll < d{x,29)

{*) Para esta desigualdad se hizo uso del siguiente hecho: Sean c:ﬂ—vﬂn,
a<b€ & silo'(t)) <K para t €[a,b), entonces

lg(n) - ofa)l < (b-alK;
cuya demostracién se obtiene recordando la f8rmuls
20 = [* 1o (e s,

a
para la longitud de una curva.
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entonces las soluciones a la ecuacifn

x = g{x)

estin definidas en toda la recta real.

Un resumen de las dltimas dos secciones (2.1 y 2.2) seria

el siguiente: Dada la ecuacidn x = f(x), con f definida en un do-

minio & C &” y con soluciones ¢(p,t) que satisfacen v(p,0) = p pa

ra cada p € i, podemos considerar las funciones

{p.tYe=> wi(p,t}, t e I(p),

de manera que

g 2 x & +»

es una funcién continua de las dos variables, {de hecho es dife--

renciable en t). Ademés

(i)

(ii)

en el caso que las soluciones a la ecuacién diferencial
no estén definidas para toda la recta real, podemos siem
pre considerar un sistema equivalente, en el sentido de
que tiene exactamente las mismas trayectorias, pero tal

que sus soluciones estdn definidas en toda ia recta real;

para cada t, podemos tambié&n considerar la funcién e,

que a cada punto p € £ 1o Tleva al punto sobre su trayec
toria durante un tiempo t. Podemos suponer gque estas -
funciones estdn definidas para todo t. y que ellas for--
man un grupo de transformaciones de i sobre si mismo, ba
jo el parédmetro t; ademds cada una de ellas es un homeo-

morfismo, ¥y se tiene

Pra¥, = ¥,,08

finalmente, la funcidn e, tiene inversa, y su inversa es

0}
V_t«

Es necesario insistir en el punto (i) anterior, puesto gue
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este hecho nos resuelve una de las dificultades gue habfamos abser
vado anteriormente y que, dijimos, nos impedia considerar como da
da una estructura de grupo. Repitiendo e) resultado alcanzado,
diremos que hemos demostrado que, siempre que se tiene un sistema
diferencial auténamo x = f(x), a pesar de que 1as soluciones pue-
dan no estar todas definidas en toda la recta real, es posible de
finir un nuevo sistema, que tenga exactamente las mismas trayectp
rias que el primero, pero para el cual todas las soluci¢nes estdn
definjdas en toda Ta recta. Dijimos que estos dos sistemas eran
equivalentes.

Por otro lado, esto nos lleva a pensar que podremos conside-
rar simultdneamente a todos los sistemas que son equivalentes; -
equivalentes en el sentide ya mencionade, es decir, que tienen
las mismas trayectorias, y fijar nuestra atencidn, tal vez, en un
representante de elles.

La siguiente seccién tiene por objetivo establecer esto con

precisidn. El camino que seguiremos serd el siguiente:

(i) Pefiniremos, primeramente, una relacitén de equivalencia
en el dominio ﬁf en el que estd definida Ta ecuacidn di-
ferencial x = f(x}. Estas clases de equivalencia no se-

rdn otra cosa que las trayectorias mismas.

{ii} Un sistema serd equivalente a otro, cuando tenga las mis

mas trayectorias que el primero.

(iii) Y, finalmente, de este modo quedard inducida una parti--
cidn en clases de equivalencia en la familia de todos

los sistemas diferenciales autdnomos.

Este es, en resumen, el contenido de la seccidn siguiente,.

2.3. CLASES DE EQUIVALENCIA.

Supongamos que tenemos dada la ecuacibe diferencial auténoma

x = f(x) (F)



-4Q-

Y que f{x) estd definida en un dominio a2, ¢ ®°
Bajo hipétesis adecuadas de existencia y unicidad de 1as so-

luciones de la ecuacidn dfferencia] {(F), podemos establecer la si

guiente relacifn de equivalencia en Qf:

x ~ gy si 3 ¢, selucién de (F), L ty € Dom vy

tales que ¢(t ) = x, v(ty) = 4.

Ciertamente, esta es una relacidn de guivaiencia:

(i) Sea v{x,t) 1a solucién que en t, estd en x. Entonces -

w(x,tx) = x, ¥y esto implica que x ~ x.

(1) ST x ~ y, quiere decir que 3 v, t.s ty tales que

elt ) = x, -w(ty) = g, y obviamente se sigue que 4 ~ x.
(ii9) Si x ~y, ¢ ~ 2:

3¥ t, t; tales que »(t!) = x, v(t;) = y;

1 ¢1, t;. t? tales que ¢1(t;) =y, vxft;) = z.
La unicidad implica que
z = ¢i(t)) = oft) - too+tr).
Esto significa que con t_ = t', t_ = t) - t" 4+ ¢,
X X z Y ¥ z

v

elt ) = x, o(t,) = z
1o que quiere decir que x ~ z. [}/

En consecuencia, I% ha quedado dividido en clases de equiva-
lencia por la relacién anterior, 1a cual depende, como es obvio,
del segundo miembro de la ecuacién x = fFix).

Benotemos por??zal conjunto de dichas clases de equivalen-

cias, que genéricamente se denotardncomo I, es decir
* ='{rr: I, clase de equivalencial.

Ahora, supongamos que se tiene otra ecuacitn
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z = g{z) (6)
donde g tiene dominio de definicidn 12. Sea’ ;. la coleccién de

clases de equivalencia que corresponden a (G);
Q;-'[rg: I"g clase de equivalencial.

DEFINICION. Diremos que Jos sitemas (F) y (G) son equi~.

valentesa si existe un homeomorfismo h: s% - & que man-
: [:4

da clases de equivalencta de {F) en clases de equivalen

cla de {G}, esto es
) o
h(T,} Eg. para cualquier I'_ € Ja

Une de los objetivos que nos habiamaos fijade, 1o podemos aho-
ra alcanzar con facilidad, Debido a su importancia, 1o enunciamos

en forma de teorema.

TEOREMA.
Sea f: R" > @® que satisface una condicidn de Lipschite

en &%, Entonces, los sfstemas
x = f{x)

% f{x)

1+ | f{x)|
son equivalentes.

DEMOSYRACION.
Primeramente, escribiremos los sistemas de. unea forma ligera--

mente diferente:
x = f(x)
¢ = aly) fly)

donde A{y) es una funcidn esclar continua gque no se anula.

Es esencia, 1o gue gueremos demostrar es, que toda soclucidn

de uno de tos dos sistemas es una reparametrizacidn de una solucifn



del otro. Es decir, si v es solucién de x = f(x) y + es solucidgn

de v Mu) fly}, queremos que

2{e{t)) = ¢ (t),

para una funcidn o adecuada.

De agut obtenemos, derivando con respecto a t

2 alt)) alr) = e(t)
es decir ’ ’
A (a{t))) £(+(a(t))) a (1) = £(»(¥))

A(e(t)) £(e(t)) a{t) = £(£{1)),

de donde' resulta que
A((1)) aft) = 1
23y = 1
S ST )

0 sea
t

aft}) = XT$%ETT'GS'

to

Con esta o podemas entonces escribir
1= a(t).

0 sed

t = a {1},

¥ tendremos

s(1) = ela” (1))

Derivando

. i _ -1 _
ve i)l (1) 2 Y e o) Py
dt

Flola (1) gk = Hlola™ (1)) —1
X{o(t))
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=M (TG Fle TN
= ALY FL).

Esto es

= ML) FLD

Ahora, ton 1o ya demostrado, gueda dnjcamente por sefialar que el

homeomorfismo de la definicidn de sistemas eqdivaIentes es, en es
te caso.la funcidén fdentidad, ya gue las dos ecvaciones estdn de-
finidas en la misma regifn, y las trayectorias son las mismas cur

vas con parametrizaciones diferentes. //
Ha quedado entonces establecido que la familia
&= {(f,f:y Jrofil a}

donde * C @ y f es una funcidn continua y localmente Lipschitz’
en i, ha quedado dividida en c¢lases de equivalencia, y por 1o tan

to queda inducida una particidn en clases ajenas,

ef’\ﬂ “{{ a“f.]-' {f,ﬂf) 68}-

Estamos ahora ya casi 1istos. Nuestro objetivo actual estd
a punto de ser alcanzade, Tenemos nuestras clases de equivalen--
cfa, tenemos un elemento en cada una de ellas cuyas soluciones es
tdn definidas en toda la recta real tenemos en consecuencia una
estructura de grupo de transformaciones de ®”, 5610 nos falta
preci{sar cudl va a ser nuestro espacio, para tener todos Jos ele

mentos necesarios para nuestra definicidn de Sistema Dindmico.

2.4. NUESTRQ ESPACIQ.
Para continuar, observemos ahora que una ecuacién diferencial
autbnoma

x = f{x)

con x € 8%, no siempre estd definida en todo el espacio f", Ya

nuestro primer ejemplo (pég. 2), un ejemplo en &7, mostrd esto.



Efectivamente, la ecuacifn diferencial correspondienta, que por -
cierto es el modelo matemitice para fendmenc fisico real, estd de
finida en el semi-pianc a la jzquierda de !'a recta x = 2, como se
recordaré,

¢Qué haceir, entonces, cuande #] segundo wiembro de la ecua--
¢idn diferencial x = f(x) no ~std definido en todo &%, sino como

_es usuai, en un clerto ahierto y conexe & C &7 .

En 1o que debemos fijarnos es en la funcidn ¢: R x & » Q, ya
cﬁtudiada anteriormeﬁie, pueito gue- 16 que nos tnteresa estudiar
son las trayectorfas del sistema,

Para cada t, esta ¢ es una fyncidn de 2 en st mismo. Este -
as el hecho interesante, porgue nos dice que al tomar un punto -
cualquiera en &, & 1o largo de su trayectoris, &sie va a permane-
cer siempre en n, Podemos entonces ténar a f2 comn subespacio de
aty quedarnox con las propledades topoldgicas que hereda,

Las caracterfsticas sobresalientes, cuando .es una regidn,

serdn entonces Tas siguientes

(1) 3 es conexos
{ii) 1a norma de & nos tnduce una métrica en £, Esto es, &
es un espaclo métrice;
(1§1) como @2 es localmente compacto, en consecuencta £ es tam

bi&n localmente compacte,

Por lo tanto, consideraremos a & como un espacio métrico, lo

calmente compacto y conexo.

2.5. &g_QEFINICIDN{

Nuestro ohjetivo €5 ahora el sigulente: Queremos abarcar en
un solo concepto tado o .que es comin y csencial a todes los ca--
sas posibles de sistemas que son Jades por una ecuacién diferen--
cial autSnoma.

Para empezar, tomemos el representante {f,2.). ya mencionado,

en la clase {?.3%), y la solucidn ¢(x,,t) de la ecuacidn diferen-
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cial x = f(x}, solucién que, como se recordara, podemas considerar
como definida desde -« hasta +«, y tal que en t = 0 satisface -
¢(x0,0) = xo.

Pues bien, con esta funcidn ¢ podemes considerar una trans--
formacion del producte de eSpacio§ ﬂf x & en &" de la siguiente ~
manera:

A, t) e olx, t).
Esta transformacién tiene las siguientes dos propiedades:

(1) elx,0) = x, wxeo,
(2) elwlx,t1). ts) = o(x,t; + t;) para cualesquiera x € 2,

t,,t; € &,

Y podemos hacer la sigufente observacifén: si tomamos t = 0,
1a funci6n v es Ta identidad en 5%, La propiedad {2) compieta -
los requerimientos para que #] conjunto de Tas v sea un gripo con
mutativo respecto al pardmetro - t.

Para cada valor de t € & ha guedado definida en L% C &" yna
funcidn v, que a cada puynto x € 9} asocia un punto en ﬂr. L1a
mémosle ahora m a esta funcién de las dos variables x,t, y 1lamé-

mosle X al dominio £2,, que, como se recordard&, habiamos convenido

t
en adoptarlo como nuestro espacio.

En resumen, tenemas una funcidn r que va de X x R a X, donde

X es un espacio métrico localmente compacto
m: X x &> X,
¥ que cumple las siguientes propiedades:
{1) a{x,0) = x v x € X, {axioma de identidad),

{2) n{m{x,tr}, t2) = m{x,t1+tz} ¥ x € X,t;,t, € &, (axioma de

grupo).

{(3) m es cantinua con fespecto 2 las dos variables.
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BEFINICION. Le 1lamaremos SISTEMA DINAMICO a 1a terna

{X,8,7}), donde & son los reales, m: X x & > X es una
funcidén que satisface las propiedades (1), (2}, (3} an-

teriores y X es un espacio métrico lTocalmente compacto.

Finalmente, formularemos las siguientes definiciones, Supo--

niendo dado un sistema dindmico (X,&,7):

DEFINICION. Dado un punte p € X, los conjuntos siguien

tes

v(p) = {q: q = n(p,t), t € &},

"
L

v (p) = {a: q = ={p,t}, tea'},

“(P,t), t € “-]:

I

Y (p) = {q: g

se 1laman, respectivamente, la trayectoria, semifrayecto
nia posditiva y semitrayectonia negativa de p, (o que pasa

por p, o que se inica en p}.

APENDICE AL CAPITULC I

En los 1ibros de Teorfa de las Ecuaciones Diferenciales, (ver,
por ejemple, [21], [3}, (4], 151, [6] ), se demuestran Jos teare--
mas de existencia y unicidad de las solucionesde una ecuacidn di-
ferencial ordinaria. E) siguiente puede ser considerado el teore-

ma fundamental;

TEQREMA.

Sea ! un dominio contenido en &%, sea f; 2 » &" yna fun
c¢idn de clase C' (continuamente diferenciable) y sea

xa € Y. Entonces existe un ndmero real o > 0 y una dni

ca solucidin

¢l{t) (-a, 2) »~ &"
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de la ecuacidn diferencial
x = f(x)
gue satisface 1a condicifn inicial

w{0) = x,.

NOTA. Que una funcidn ¢{t): {-a, a} +» A" sea solucidn
de la ecuaci6n diferencial x = f(x), significa que

que para todo t € {-a, a} se cumple lo siguiente
(i) v(t} es diferenciable,
(i) vit) € ©,

(3ii)  o{t) = flelt)).

En ocasiones es conveniente considerar la siguiente versién

del teorema de existenctia y unjcidad, 'a cual es un poco mis gene

ral, ya que existen funciones que satisfacen 1a hipStesis de esta

nueva versidn, pero que no son de clase C!.

TEQREMA.
Sea % un dominio contenido en R", sea f: 2+ A" localmen
te de Lipschitz en £, {ver nota abajo), y sea x, € . -

Entonces existe un nGmero real ¢ > 0 y una inica solu--
cidn
w(t): {~a, o) » &
de la ecuacidn difereacial
x = f(x}
que satisface la condicidgn
w(0) = x,.

NOTA. Una funcidn £: O + R" es focalmente de Lipschitz

en £ si cada punto de §: tiene una vecindad £, -



-4~

tal que existe una constante K tal 4ue
FFCe)  Fly) ] < K Jx  wlf

para cualesquiera x, ¥ en &,.

PROPOSICION.

Sea & un abierto y conexo contenido en &°. Si f: 2 + &" sa-
tisface una condicién de Lipzchitz con constante K en £, esto es,
[l #{x)  f{y}|] <K || x y|| para cualesquiera x, ¥ en £, enton-

ces

gi{x} = —&}__
1+ i f0 ||

satisface una condicidn de Lipschitz en @ (con constante M = 2k).

DEMCSTRACION.

Sean x, y € 8,

Ifalx) - ale)l} = H—4ﬂﬁ__ 1)
t+ (x|} L+ | f(g)]|

- l flx) - fly) « F{x)|[F0s0] - Fly)-l] F{x)| |
(L + | FCOID 1Y+ ) £ !

= MX) - fly) + ) || F)||_ - - |l FUIL + Flo)- Il )l - Flyde | oL

[T+ LB 11+ || f{y) (]

aplicando la desigualdad del tridngulo se obtiene que

il glx} glg)ll =

< LfGd = Hlie 1 e rn) D+ 4 ele LRl - 15ty |
(14 [ F0OM) 11+ || fLy) )]

< Wf fl + e 1 eeonl

< i) Hll + i fly) fOH < 2K fx g
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CAPITULO Ii

ATRACTORES

INTRODUCCION

En el capfitule I, cuands hablamos de los conjuntos w-limite
{ver 1.1.) mencionamos gque estos conjuntos son fuente de atraccién.
La palabra atraccibn o atractox, es usada aqui con el sentido de
"algo que atrae". -Sin embargo, como con todes los conceptos usa-
dos en Tas matemdticas, es necesario ponernos de acuerdo en qué
es 1o que esto significa exactamente. Lo haremos: pero antes exa

ninemos algunes ejemplos.

§ 1. ATRACTOR

EJEMPLO 1.
Veamos primerc un ejemplo sencillo, en el que resaltan muy
claramente las cuatidades gue queremos destacar, HNos referimos

al ejemplo 4 del capftulo anterior



]
o
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Sabemos que, para cualquier punto p del plama, ocurre 1o si-

guiente:

At (p) = {0)-

Es decir, el conjunto w-1fmite de un punte arbitrario de) 511
no, es el origen. Y ya sabemos que lo que esto significa es que,
para cada punto del plano, e] origen es "e) destino final"; 1o -
cual To podemos expresar de la stguiente manera: para cualﬁuier -

sucesidn {tn} C ﬂ+, con tn » o, se cumple que

ﬂ(p.tn) + 0.

Claramente, esta es una sityacibn en 1a que podemos decir que
las trayectorias son atraidas. Estdn, para tiempos cada vez mayo
res, cada vez mds y mds cerca del origen.

Otra manera de describir la situacién anterior es como sigue:

§i 1lamamos M al cenjunto {0}, esto es, el conjunto cuyo dni

co elemento es el punto critico 0, entonces se cumple que

(i) para cada punte p del plano

A" (p) = M.
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NOTA. Esta relacifn se cumple para todos los puntas en

una vecindad de M, {tode el plano).

EJEMPLD 2.
Consideremos ahora el sistema dindmico planc definido por 1las

ecuaciones diferenciales en coerdenadas polares
r=r(l-r)
6 = sen? %

Puede demostrarse que el retrato fase es como 1o muestra 1a

figura siguiente

Existen des puntos criticos, que son el origen {0,0} y el
punto p, = {1,0}. Hay una trayectoria, C, que recorre el circulo
unitario menos e! punte p,. Para cualquier punto sobre esta tra-
yectoria, e) punto p, es el conjunto w-limite., Esto es, si p € C,
entances, A* (p) = p,.

Ademds, para cualquier otro punto p del plano, distinto al

erigen, se tiene también
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A {p) = p:.

£s decir, todas las trayectorias, con excepcibn de la que pasa
por el origen, son atratdas por el punto crftice p,, o cual sig-
nifica que el conjunto M = {p,} es un atractor.

Nuevamente, como en el ejemplo anterior, se cumple que, deng
tando por M al conjunte {p,}: '

(1) para cada punto p del plano (#(0,0))
At(p) = N,

NOTA., Esta relacién-se cuaple para todes los puntos en

una vecindad de M, {todo el plano menos el opi-

gen}.

EJEMPLO 3.

Ahora, observando el miklo dia§rana‘del ejemplo anterfor, ne
resulta forzado, antes bien, bastante natural, considerar el si--
guiente coﬁjunto: el cohjunfo'fofapdo por‘la unién de la trayecto
ria Cy la.soluciﬁn singuiar form@ﬁi por el buntn P13 esto nos da
el cfrculo unitario completo. Dicho de otro modo, M estd formado

por lg unidn de dos de Ii# trayectorias destacadas del sistema:
N-= (‘:U{P'x}__-

As{ que, como se sabe, para c;da punto p del plano (*(0,0?}
A*(p) = (pi),

Jo cual quiere decir que el conjunto w-1fmite de cada punto del

plano distinto del arigen, es parte del conjunto M,
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Por 1o tanto, este conjunto M tiene la propiedad de ser un
atractor; efectivamente, las trayectorias son por &1 atraidas,
pues sabemos que para cada punto p del plano distinto del origen

1im d(e(p,t),M) = 0,
téo
Esto es, para ese punto p, si 1o movemos sobre su trayectoria,
para tiempos cada vez md&s y mds grandes, estd mds y mds cerca de
M. La trayectoria estd mds y mis cerca de M. Todas las trayec-
torias, excepto la del origen, son atrafdas por el cenjunta X,
La mejor manera de expresar esto de manera precisa es obser-

vando que,
(i} para cada punte p del plano {#(0,0))

At{p) Cc M.

NOTA. Esta relacién se cumple para todos los puntos en

una vecindad de M, {todo el plano menos el origen).



QOBSERVACION
Antes de mostrar otro ejemplo, es conveniente abservar
que de las relaciones que han aparecido e&n los ejemplos
anteriores, evidentemente, Ta que hace de M un atractor
es

At {p) c N,

si esto se cumple para los puntos p en una vecindad de
M. La igualdad no es necesaria, como se ve en el ejem-

plo 3.

EJEMPLOD 8.
Vamos a considerar el sistema dindmice definido por las si--
guientes ecuaciones diferenciales, y cuyas trayectorias se mues--

tran a continuacion

%% =r(l - r)
@ _
dt
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Como se vio ya en el ejemplto 7 del capitule I, el circule
unitario es una solucibn del sistema, y es una drbita cerrada.
Serd entonces de interds considerar ese conjunto e investigar sus
propiedades de atraccién.

Se vie tambi&n en aquel ejemplo que el cfreculo unitario es
el conjunto w-limite de cualquier punto del plano distinto del -

origen. Es decir, si p+ (0,0), entonces
Atp) - M.

En consecuencia, 1o anterior muestra que si M es et cTprculo

unitario, el conjunto M es un atractor, ya que se cumple que

(i) A™(p)c M, si p=(0,0).

Tenemos, en consecuencia, un atractor que no conttene a nin-
gliin punto crftico.

A contipuacifn gqueremos mostrar, con el siguiente ejemplo,
que cuando estamos en presencia de yn atractor, el conjunto de
puntos que son atrafdos no necesita siempre ser tan “grande® como

en las ejemplos anteriores.

EJEMPLO 5.

Sea el sistema dindmico definido por

Frrf{r 1) (r 2)

Es fdcil convencerse de que las trayectorias son como las de

la siguiante figura

WATEM A TICAS
———
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Si denotamos con M al circuleo con centro en el origen y ra--.
dio igual a la unidad, entonces, como se ve claramente en ia fiqu
ra, todas tas trayectorias que se inician en puntos situados en -
el interior de la regién contenida en el cfirculo de radio 2, son
atrfdas por M, con la Gnica excepcifn de la trayectoria que pasa
por el origen. Efectivamente, si p ests en la region mencionada,
entonces A+(p} es el circulo de radio 1, y en consecuencia, pode-

mos escribir
() A'(p) cM si a<ypl<a,

Obsérvese que el conjunto de puntes para 10s que vale A+(p)CM,

forma una vecindad de M,
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Finalmente. ningin punto con radio mayor o igual que 2 es
atraido por M.

Algunas de las observaciones anteriores debemos estabiecer--
Tas explfcitamente de la siguiente manera: cuando estamos en pre-
sencia de un atractor M, aparece siempre una regién que es el con
Junto de puntes que son atraidos por dicho atractor y tal regién
es una vecindad de M. Todo punto p de esta regidn tiene entonces

la siguiente prapiedad
AT(p) < M.

Ese conjunto de puntos, es decir el conjunto de puntos que
son atrafdos por M, aparece asf de manera natural Le 11amaremos
la regién de atraccién de M. Como resumen, establecemos las si-

guientes definiciones.

DEFINICION. Sea {X,f,7} un sistema dindmico. Sea M C X
no vacio. E) coajunteo

AM) = (pex A%(p) #o y A*(p) c M},

se Tlama 1a regidn de atraccidn de M,

Y ahora resulta muy clargo el contenido y el por qud de la si-
guiente definicién, pues refleja las propiedades que intuitivamen

te habfamos pedido para que un conjunfo sea atractor.

DEFINICION. Se dice que un conjunto M es un atractor si

A{M) es una vecindad de M,

A continuacién vamos a mostrar que hay otros tipos de atrac-
cidn. Pero antes es necesario mostrar un ejemplo enr el que se ha
ce clareo por qué A(M) debe ser una vecindad de M, para que M sea
1tamado un atractor,

Er la siguiente figura.
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el conjunto {0} atrae a algunas trayectorias, pero A{{0})} no es -
una vecindad dé:{o}. De hecho A{{0}) = el eje x. Claramente, en
cualquier vecindad de {0} existen puntos cuya trayectoria, una -
vez fniciada, se aleja para siempre de:{o}[ En resumen, A[{O})'—'

he es una-Qecindad de {0}, y {0} no puede ser llawado un atr&ctor.

§ 2. ATRACTOR DEBIL

EJEMPLO 6,
_ Consideremos, sin escribir Tas ecuaciones diferenciales que
Yo definen {ver {1], pdgina 20), e] sistema cuyas trayectorias -~

son las de ta siguiente figura
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{onsta de .tres puntos criticos: el origen O, y Yot puntos A"
y 8 sobre el circule unitario; ademds de las trayectorias €, ¥ T,
también sobre el circﬁlo-unitarid,gy las trayectorias que espira-

iran come se ve eoa Ja figyra.

Féciimente se ve que si un-punto, digamos p, ests sobre:t;

entonces. A'{p) = {B}. . ¥ si el punto p estd sobre €., entonces
At{e) = {A}. '
Pues bien, se ve interesante considerar las'proniedades de ~

atraccifn de estos conjuntos w-1¥mite, es decir, los conjuntos

{A} y {B}. Liamemos ¥ a ia unifn de ellos, es decir ¥ = {A,B},
Acabamos. de decir que {A} es @] conjunte w-1foite d2 um pun-

to cualguiera sobre C,,. y {B} es e) conjunto w-1fmite de us punte

cualquiera sobre C,. Esto quiere decir que el conjunto M atrae a

las trayectorias C; ¥y C,, Ahora preguntamos, Iqué pasi con otros

puntss que no estdn sobre C, UC,? Tomemos p distinto del origen

y tal que no estd sobre el circulo uritario (al gue designamos con

C). Es ficil ver que para tal punto p
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AtpY = c.
Esto significa que Ta trayectoria que pasa por p estd, para
tiempos cada vezr mayores, mids y mis cerca del cfrculo unitario C.
Pero entonces, como el ;qnjunto H estdé sobre €, quiere decir
que tanto el punto Aa:cohb.el puﬁto B{ san puntos w-1fmite de p,
¥y esto significa que.exis;e-una-sucesi6n de tiempos positivos -
"{tn} COR t o 4o, tal qué para e;os tiempos la trayectoria que pa

sa por p éstd cada vezr mis ceréa de M. Esto es

M Gdle(p.t, ) 0.

. N

En este senti&d'eé*queupgghgoﬁﬁifirnar que la trayectoria que
pasa por p es atrafda pdr M., f51n enbi}go es un tipo de atraccién
diferente al que habfamos visto en § 1 pues po ocurre, como ahf
ocurria, que para los puntes p en una vecindad del conjunto M, -~
A*(p) esté contenido en M.

Lo que estd ocurrienda es que 1a trayectoria de p se acerca,
pcro;luego:sé aleja; 'vuelve .a .acercarse pere para nuevamente ale-
Jarse.” Es decir,. &1 conjunto M no es:un-atractor .seghn 14 deffni
cién-dada arriba, pero 21 fin y.al .cabe, atraéjf'ktraeg.peroiﬁe'un
modo mis débil. Con el conjunto w-1fwite de p, =sf no se tiene la
contencise menoionada.antes, 10 ‘que ocurre es que los dos conjun-
tos, el conjurito ¥ en cuestidn.y %) conjunte w-timite de .p no son
ajenos. £s decir . .

SR

’A+(pl_ﬁ Rl;;;. '
“Em .general, a un atractor de aste tipo le:llamaremos atrac--
toﬂ:d{hi&‘~{InspiraBOSHen ta forma como procedimos para definir -
gtrdcton anterformente y en el eJeleo'anteribr;=formqlarenos 1as
siguientes definiciones: '
. R BRI : LD
..  DEFINICION. Sea (X,&,w) vh sistema dindmico. Sea M.C X
no vacfo.. EV conjunto - ) L
Au{M) = {p € X: AT{p} o M = ¢},

a -

se 1lama 1a regibn Je atraccidn dEbif de M,
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DEFIRICION., Se dice que un conjunto M es un afracten

debit si A (M) es una yvecindad de M.

EJEMPLOD 7.
En el mismo sistema dindmico del ejemplo 4 anterior, sea M
el conjunts formado por un punto sobre el circulo unitario. En--

tonces M es un atractor débil, y
Ay(H} = {p: p2{0,0)}

NOTA. Se ve claramente de las definiciones que todo -

atractor es un atractor débil.

§ 3. ATRACTOR UKIFORME

Ahora, recordemos 1os ejemplos 1 y 2 de este capftulo. Si
designamos con M; al conjunto formado por el origen en el primer
ejemplo, y con M, al conjunte formado por {p,} en el segundo ejem
pio, sabemos que M; y M, son atractores, Sin embargo, existe una
diferencia eseacfal entre ellos. Para detectarla fijémonos no sé
1o en un punto que es atrafde, sino también en laos que le son ve-
cinos.

La propiedad 2 ta que nos referimos y que distingue a los
dos atractores, la podriamos expresar, primero vagamente, de la -
siguiente manera: Si el punto p es atrafdo por M;, entonces exis-
te un T a partir del cual p va a estar cerca de M; y ademds lo
misme ocurre para todos los puntos suficientemente cercanos a p.
Lo interesante aqul es: "y ademds To mismo ocurre para todos los
puntos suficientemente cercanos 3 p". Esta propiedad la tiene el
atractor My, pero no la tienme el atractor M.

Efectivamente, tomemos un punto cualguiera p de 10s que son
atrafdes por M;, el origen, en el ejemplo 1. Para cualquier ve--
cindad V, por pequefia que sea, de M, existe T para el cual n{p,

T} € ¥ y a partir del tal T la trayectoria de p ya no se sale de V.



Val o

Formalmente esto lo expresamos de la manera que es usual, es

decir: dada una vecindad arbitraria \ de M, existe un T tal que
m{p,t}eVv % t = T..

El "y ademds lo mismo. ocurre para todes los puntos suficien-
temente cercanos a p", significa gue todes los puntos cercanos a
p, bajo la trasformacidn rcstardn dentro de v a partir de T, como

se ve en la siguiente figura
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es decir, que existe una vecindad U de p tal que
n{t,t) €V vy t=>T.

Para mostrar que esta prepjedad no Ja tiene el atractor A,
bastard tomar un puntos p = (r,0), con r > 0. Dada una vecindad V

de M; = {p;}, si es posible encontrar T tal que

w(p.t)ev ¥ t>» ¥

pera no es posible encontrar U, vecindad de p tal que
r(U,t) vV ¥ t>T,

ya que siempre es posible encontrar algiin punto q en cualquier ve
c¢indad U de p tal que n{g,t} ¢V para algin t > T, (y esto también

para cuatquier T fijo), como se jlustra en 1a figura siguiente
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Pues bien, lo que hemos descubierto, al comparar estos dos -
ejemplas en la forma gue 16 hemes hecho ¥y establecer su diferepn--
cia, es un nuevo tipo de atractor. A un atractor como M, = {0}
del primer ejempio, 1o llamaremos afracteor undi{forme. He aqui la

definicién formal

DEFINICION. Al conjunto

A (M) = {p € X: para cualquier vecindad V de M 3 una ve
cindad U depy un T >0 tales que

m{U,t) cvviteT},
se le 11ama le regidn de atraceiln unifoxme de M.

DEFINRICION. Se dice gque un conjunto M es un atractor und

forme si A,{M) es una vecindad de M.

EJEMPLD 8.

El circule unitario en el ejemplo 4 arteriores un atractor
uniforme.

Ahora bien, mucho quisi&ramos nosotros poder escribir una ng
ta que dijera: "todo atractaor uniforme es unr atracter”, como lo
hicimas para atractores y atractores débiles anterformente. Sin
embargo 1a afirmacién no es vdlida, al menos al nivel en que esta
mos en este momento. Para hacerio yer, imaginemos cémo serfa la

demostracion:
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Fara cada punte p € A (M) [recuérdese que €1 conjunto Au{M)
es una vecindad de M ya que por hipb6tesis B es un atractor unifor

me] tomarfamos una sucesidén de abiertos de la siguiente forma

B2(M) = {q: d(q.M) < 1},
1

Y correspondiendo a cada uno de estos abiertos un tn e & de tad

manera que tn < tn*; tn > n, y ademds
ﬂ(p.tn) € BA(M)’
n

1o cual es posible porque M es un atractor uniforme. Esto nos da
ria una sucesién (t } C a* con t, > +o, y To gue guisiéramos es

que existiese Tfm x(p,tn) y adends que este 1Tmite estuviese en M,

o @

es decir, quisiéramos poder asegurar
A*(p) € .

Claramente se ve que se necesita que M sea compacto. Si no lo es,

puede no ser cierta la afirmacién. Veamos un ejemplo:

EJEMPLO 9. Es el mismo importante ejemplo que ya hemos mostrado

anteriormente {ver I, Ej. 8);

e
i
e
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\

Z

Habfamos dicho, en el ejemplo citade, que si 1lamamos M a tg
da la recta contenida en el eje “y*, entonces este confunto M -
"atrae" a todas las trayectorias, en el si{guiente sentido: para -
cualquier punto p del planeo, al tomar 1a semitrayectoria pasiti-
va y*(p), después de un tiempo suficifentemente grande, se econtra
rd arbitrariamente cerca de ese eje. Esto es, si designamgs con
M al eje "y"

vim [d(y*(p), M) = 0.

trte

Ahora bien, si tratamos de checar la definicifén de atractor

uniforme, vemos gue si se cumple



pues estd claro que, si p és cualquier punto del plano
(i) para cualquier vecindad ¥V de M existe una vecindad U de
pyunT2>0 tales gue

{u,t) cv wt>T,

{ii) el conjunto de puntos p que satisfacen (i} es una vecin-
dad de M (todo el plano).

De modo que, repetimos, M es un atractor uniforme. Sim ewbar
go, M no es un atractor, pues no es cierto que el conjunto de pun
tos p para los cuales

A*(p) #o ¥y A%(p) C N,
sea una vecindad de M, pues dGnicamente los puntes para los cuazles
vale lo anterior son aguellos de Ta forma p = (x,0), pues entonces
A"(p) = {0} c M,

pera la recta {{x,0): x € &} no es una vecindad de X.
éQué es 1o que falla aqui? &Por qué este atractor uniforme no
es un atractor?

Ya 1o habiamos dicho: porque M no es compacto.



-68-

Sin embargo, si M es compacto, entonces atractor serd un con
cepto mis amplio que el de atractor uniforme, y la idea de la de-

mostracidn es la ssbozada anterjormente,

PROPOSICIQON. Si M es un conjunto compacto que es un

atractor uniforme, entonces es un atractor.

Todo -esto nos jnvita a pensar, para evitar casos indesables
como el del ejemplo anterior, en que, al meros por el momento, de
bemos restringir nuestra atencidn a atractores M compactos. Ast
pues, en ias definiciones para los dfferentes tipos de atractores,
dadas anteriormente, debemos agregar, M es un subconjunto compac-

1o.
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CAPITULO HI

ESTABILIDAD

INTRODUCCION

Las propiedades de atraccidén gque hemos estudiado en el capf-
tulo anterior naos llevan a pensar que algunos conjfuntos peseen
ciertas otras propiedades, propiedades que ahora vamos a estudiar.

Tomemos, para ejemplificar, el sistema dindmico siguiente y

que ya nos habfa aparecido'en el capftule II (Ej. &)

Sabemos que el cfrculo unitario es un atractor, {de hecha es un

atractor uniferme}. Su regidn de atraccibn es
A(M) ="{p: p#(0,0}}.

Esto quiere decir que, la trayectoria que empieza en cual-
quier punto, con la sola excepcién del origen, es atraida por es-
te conjunto. En consecuencia, este conjunto tiene la siguijente

propiedad: todas las trayectorias excepto Ja trayectoria que pasa
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por el origen, tienden aacercarse a €1 cuando el.tiempo tiende a
oo

Ahora bien, como sabemos, {ver ejemplo 5, Cap. II), la re-
gidn de atraccidn de un atractor no siempre es tan grande, Pero
lo que si es cierto es que si un conjunto M es un atractor, enton
ces su regién de atraccidn es una vecindad de M. Esto significa
que las trayectorias que se inician en esa vecindad se acercan al
conjunto cuando el tiempo tiende a +e.

Ahora bien, esto 1o podemos ver de una manera un poco dife--
rente. Pensemos en que nos alejamos 1ige(amente del conjunto, pe
ro nos alejamos sdio lo suficiente parapermanecer dentro de la ve
¢indad de M que es su regidén de atraccién. Entonces, al tomar la
trayectoria que se inicia en un punto “"ligeramente alejado del
conjunto”, dicha trayectoria estard, después de un tiempo suficien
temente grande, cerca del conjunto. Es ahora sencillo dar un pa-
50 adelante y decir simp1eménte, que "la trayectoriz no se aleja”
del canjunto M. Estaremos en presencia, aunque por ahera habla-
mos de ello vagamente, de un concepto extraordinariamente impor-
tante en toda la teoria de -1os sistemas dindmicos: el concepto de
estabitidad de um conjunto. '

Lo gue nos proponemos en este capitulo es formular claramen-
te sste concepto y mestrar sus relaciones con las conceptos ante-
riores.

£1 problema de la estabilidad aparece en la prdctica vincula
do a una gran cantidad de problemas de electrénica, de ingenierfa,
de ffsjca, de teoria de control, de quimica, etc., que & su vez -
aparecen descritos por un sistema de ecuaciones diferenciales. -
Estos sistemas tienen simpre una infinidad de soluciones. Para
determinar una de ellas es necesario fijar unas condicicnes ini--
ciales. Cada solucidn describird un comportamento del sistema ff
sico en estudio.

Si queremos que el sistema ffsico marche, cuando el tiempo -

corre, de acuerdo a una cierta solucidn, bastard colocarlo inicial
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mente, bajo las condiciones adecvadas. Sin embargo, en la pric-
tica, esto no es posibkle, ya sea por errores inevitables en las
mediciones, o porque los factores a tomarse en cuenta son tantos,
gue no es posible en la prdctica considerarlos a todos.

Muy conveniente serd., por lo tanto, saber que si partimos de
conrdiciones iniciales cercanas a las adecuadas, el sistema fisico
marchard con un comportamiente cercano al que a nosotros nos inte
resa, y mds conveniente adn, $i se acerca a éste; si tiende a es-

tabilizarse.

§ 1. EJEMPLOS

ITustremos 1o que queremos decir con unos ejemplos,
Primere consideremos el péndulo simple sin friccién, Y con-

sideremos de &1 su posicidén mds baja

Esta es una posicidn de equitibrio, porque si dejamos el pén
duto en esa posicidn sin velocidad alguna, es decir, con veloci--
dad cero, entonces va a quedarse ahi para siempre.

Ahora bien, si desptazamos el péndulp de esa posicifn un &n-

gulo 6 y 1o soltamos ahf
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p .-
4-
:

entonces el péndulo va a ponerse a oscilar alrededor de la posicibn
original siemﬁre con la misma amplitud. Es decir va a moverse e}
péndulo, pero sin alejarse nunca de la posicidn mds baja en mis -
del &dngulc ©. Uﬁ equilibrio de este tipo, si dicg que es estable.
Consideremo§ ahora el béndu1o simple con fricci6n, Este sis
tema fisico, igual que el anterior, tiene las mismas dos pesicio-
nes de equi1%brio. Una ya la mencionamos, es la posicién mds ba-

ja. Lla otra es la posicibn mis alta del péndulo

Supongamos ahora, que de su paesicidn mds baja, el péndulo -

con friccidn es desplazado un dngulo 6 y soltado ahf
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Al correr el tiempo sucederd que el péndulo se va a poner a
oscilar alrededor de su posicidn m&s baja, pero, debido a la fuar
za de friccidn, la amplitud de esas oscilaciones va a hacerse cada
vez mis pequefia, de manera que cuando e] tjempo se hace cada vez
mis y mds grande las oscilaciones se hacer cada vez mds .y mds pe-
queiias tendiendo a 'a posicién mds baja del péndulo, Por elle,
un eguilibrio de este tipo se 1lam2 asintéficamente estable.

Finalmente, consideremos que de su posicién més alta, el pén

dulo es desplazado un cierte dngulo o.

Y

Por pequefio que sea ese desplazamiento ocurre que cuando el
tiempo transcurre el péndulo no se acercard en forma definitiva,
es decir para todo tiempo mayor gué un cierto tiempo 7, a la posi
cién original de equilibric, es decir, a la posicidn mds alta del
péndulo; mas bien 10 gue ocurre es que, debido a ta friccidn, el
péndulo se va a aproximar a la posicibn mal baja del péndule o -
sea que se va a alejar definitivamente de la posicifn original, -
la posicibn mas alta,

Con el péndulo simple sin friccifn, ocurre que ai desplazar-
se el péndulo de su posjcibn mids alta, por pequefio que sea ese des
plazamiento, el péndule va a oscilar sjempre con la misma amplii--
tud, y esto quiere decir gue siempre es posible encontrar una am-
plitud 6, y un tiempo t, de tal manera que en ese tiempo el péndu
lo va a estar alejado en mds de 8, de la posicidn mds alta,

A un equilibrio del tipo ejemplificado en cuglguiera de los
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dos (1timos casos mencionados, es decir, el caso de la posicidn -
mds alta del péndulo ya sea con friccién o sin friccidn, se le
1lama equilibric {nestadle.

Una observacidn importante gue debe hacerse es en el sentido
siguiente: 1os conceptos anteriores son propiedades "lecales”. Lo
que queremos decir queda claramente ejemplificado en la siguiente -

figura:

La figura representa una masa esférica sobre una superficie.
En la posicidn indicada de la masa, el equilibrio es estable, y -
aGn mds, si tomamos en cuenta la friccidn, es asintbticamente es-
table. Sin embarge, no 2 cualquier desviacidn del equilibrie, Ja
esfera retornard al equilibrio; es necesarfo que Ta desviacifn -
sea adecuadamente pequefda, porque si es demasiado grande, se ale-

jard de) equilibrio.

§ 2. ESTABILIDAD EN SISTEMAS DINAMICOS.

Las ideas anteriores queremos ahora expresarias en nuestra -
lenguaje de sistemas dindmicos. al mismo tiempo que ser. m&s forma
les matemdticamente, Consideremos, pues, un sistema dindmico -
{X,&,#). Ya habiamos mostrado que al estudiar Jos subconjuntos de
X que son atractores, esto nos conducfa a) tema de Ia estabilidad

de subconjuntos de X.
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DEFINICION. Un conrjunto M C X es eatabfe, si dada una
vecindad arbitraria U de M, existe una vecindad V de M
tal yue la semitrayectoria positiva cue parte de cual--

quier punto de V', no se sale nunca de U.

Gréficamente, esta definicidn puede ilustrarse con el siguien

te esquema

Esto mismo, con otras palabras, podrfa expresarse de Ja sj--
guiente manera:
M es eatabfe sidada una vecindad arbitraria U de M, exis
te una vecindad V de M tal que si p € V, entonces

m{p.t) €U v t € &'

EJEMPLO 1
Para ejemplificar, tomemos el sistema dindmico cuyas trayec-

torias se muestran en la siguiente figura
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Tomemos a M como el conjunto cuyo idnfco elemento es el origen
N = {0].

Evidentemente es estable, ya que para cualquier vecindad U de M,

sfempre podemos encontrar una vecindad V € U {por ejemplo, una bo
1a con centro en el origen y radio suficientemente pequefio) de ma
nera que la trayectoria que empiece en cualquier punto de V no se

salga nunca de U.

EJEMPLO 2.
Un interesante ejemplo de un conjunto estable gue no es aco-

tado es el proporcionado por la recta M de la siguiente figura
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Estos dos G1timos ejemplos han mostrade casos de canjuntos
estables que son conjuntos cerrados, el sigufente ejemplo hace

ver que un conjunto abierto puede también ser estable.

EJEMPLOD 3.

Tomemos a M come e} interior del circulo unitario en el s$is-

tema dindmico del anteriar ejemplo 1
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Claramente este conjunto abierto, (el interior del circulo
unitario) es estable, pues dada una vecindad arbitraria U de M,
existe una vecindad Vv de M tal que si p € V, entonces n(p,t) € U
v tea

Hasta aqui, por ahora, tos ejemplos. Lo que a continuacién
vamos a mostrar es cSmo podemos 1legar 2 una definicidn alternati

va de estabilidad.

§ 3. ESTABILIDAD Y CONJUNTOS INVARIANTES.

Supongamos que un conjunto M es estable. Sean U y V las ve-

cindades de K de la definicidn, y consideremos el conjunto
W ="{ge€X: qg=rn{p,t) conpev, tea"}

Este conjunto tiene 1as siguientes propiedades:

(1) W c U
{2) Sip €W, entonces r{p,t) EW y t € at

{(3) W es una vecindad de M.

Dos ¢osas son las que queremos aqul destacar:

Primera. Si para un conjunto M € X ocurre que, dada cualquier

vecindad U de M existe un conjunto W con las propiedades {1), (2},
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{3) anteriores, entonces M es estable. Para demostrarlo bastarfia

tamar V (de la definicidn} = W.

Segunda. £n general, conjuntos con la prepiedad {2) son ex-
traordinariamente importantes en la teorfa de 105 sistemas dindmi
cas. Lo podemos decir las siguiante manera: Un conjunto arbitra-
rio U C X tiene %a propiedad (2) si para cualquier p&€U y t € q}
a{p,t) €U; es decir, la semitrayectoria positiva de x estd conte-
nida en U mismo. Aun conjunte con esta propiedad le 1lamaremos po
d{tivamente invariante.

Pedemos entonces .dar la siguiente definicibn alternativa de

estabilidad:"

Un conjunto M es estabfe si cualquier vecindad U de M

contiene una vecindad V de M positivamente invariante,

Continuemos ahora con la digresiﬁn en nuestra segunda obser-
vacidn anterior, ya que h3a sido motivada en forma tan natural, ¥

ademis es importante.

DEFINICION. Diremos que un conjunto U C X es invardiante,

si para cualtesquier p€ U y t € &, ocurre que n{p,t)€l;

wegativamente invazdiante si vale lo anterior con & reem
plazando por & ; positivamente invariante $i vale 1o an

. +
terior con R reemplazado por &

§ 4. PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS INVARIANTES.

Mencionemos algunas propiedades importantes acerca de la in-

variancia de los conjuntos:

1. Sea fU;) una coleccién de subconjuntos invariantes de X.

Entonces Jla unidn y la interseccién son invariantes.
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2. ST U € X es invariante, entonces su cerradura U es también

invariante.

3. Un conjunte U € X es positivamente fnvariante si y s6lo si
el conjunto X Ues negativamente invariante. Unr conjunto U es

invariante si y sélo si X-U es invariante.

DEMOSTRACION DE 3.

Sea U positivamente invariante. Sipe X-U y te @, en-
tonces debemos demostrar que w{p,t)}eXx-U. Supongamos que no. En-
tonces n(p,t)€ U y puesta que-t €& tendremos w(n(p,t),~t) = n{p,t-t)
= #(p,0) = p € U, por 1a invariancia positiva de U. Esta contra-
diccifn muestra gue X-U es negativamente invariante. E!? recipro
co se prueba de manera enteramente simflar: Supongamos ahora que
U es invariante, Queremos demostrar que su complemento es también
invariante. Si no lo fuera existirfan pe€ X-U y tef tales
que z(p,t) €y, Ahora, ftEﬁ- ¥, por la dnvariancia de U: =x(n(p,t),

~t} = p € U. Esta contradiccién demuestra completamente 3. //

4, Un conjunto U es irvariante si y sélo si es tante positi-

va como negativamente invariante.

Terminamos esta seccidn mencionando las propiedades de inva-

rtancia de los conjuntos y(p), Y '(p} y ¥ (p):

Los conjuntos v{p}, v (p), y (p) son, respectivamente, in-
variante, positfvamente invariante y negativamente invariante.
to mismo vale para y(M)}, y*(M) ¥y vy (M), donde M es unr conjun
to contenido en X, De aquf surge de inmediato la siguiente carac

terizacifn de invariancia:

Un corjunto M € X es invariante, positivamente invarian
te o negativamente jinvariante st y s6lo si, respectiva-

mente, y(M) = M, yT (M) = M, Y (M) = M,
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§ 5. CARACTERIZACIOK DE LA ESTABILIDAD

5.1. LA PRIMERA PROLONGACION POSITIVA.

La forma tan natural en que nas surgié el problema de 1a in-
variancia, casi nos harfa pensar que fue un accidente Y que el
abordarlo nos harfa desviar el camino o nos apartarfa del tema
que estibamos tratando, el de la estabilidad. Sin embargo, aga--
rramos el toro por los cuernos, abordamos el tema de la invarian-
cia y obtuvimos al§unas conclusiones Gtiles. Pero no s6le eso,Si
no que ahora resulta que la caracterizacidn que se hizo para que M
sea invariante es altamentesugest{va al volver a abordar el tema
de Ta estabilidad.

Recordemos, en primer Tugar, que al hablar de estabilidad, 1¢
hacemos considerando no intervalos de tiempo finites, sino inter-
valos de tiempo infinitamente grandes. Por ello nos conviene des
tacar Ja caracterizacién para que un conjunto M € X sea positiva-
mente invariante:

' yh () = w
¥a que esta funcién y'nos habla de) comportamiento de M para todos
los tiempos t » Q.

Esto, dicho en otras patabras, nos dice que para todo punto
p e My cualquier t € & ocurre gue #(p,tie M,

As1 que M es positivamente invariante si y séto si, la semi-
trayectoria positiva que empieza en un punto de M estd totalmente

contenida en M. 0 sea que la imagen de Nbajo Ja transformacidn
v* es M mismo

Y = m.

Obseryemos que si un conjunto positivamente invariante M es
compacto, entonces, como para tode p € M, vy {(p} C M,se sigue que
el conjunto wu~limite de p no es vacic y ademds va a estar content
do en M,

Quizds sea conveniente en este momento dar algin ejemplo.

EJEMPLO 4

—_——

Consideremos el sistema
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cuyas trayectorias son rectas como se muestra en la siguiente fi-

by

gura

Y 3

f Y

A_xq

¥

A

h

NAAA

Sea M el conjunto de puntos que estd formade por la trayecto

ria qué pasa por p, es decir M = y({p). Entonces, este conjunto

es invariante., Ademds es estable, porque siempre podemos encon--

trar una vecindad de M pasitivamente invariante.

EJEMPLO 5.
Sea el sistema dindmico plano dado en coordenadas polares por

las ecuaciones

r o= r(l - r)

N D

6 = sen
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Sea ahora M el conjunto formado por el cfrculo uritario. -
Obviamente, si p€ M y t € &* entonces n{p,t) € M. Es decir,
M es positivamente invariante, (de hecho es invariante). Otra na
nera de ver la invariancia positiva de M, es comprobar que efecti
vamente y* (M} = M. Se ve fécilmente, ademds, que si p € M, enton
ces A*(p) € M; {A%{p) = p, para cualquier p € M). Por iltimo, M
es estable: cualquier vecindad U de M contiene una vecindad V de
M positivamente invariante, como se deja ver claramente en la si-

guiente figura en la que puede tomarse V = U,
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EJEMPLO 6..

Tenemos ahora el sistema dindmico dado por el sistema dife-~

rencial
r=rir -1}

e = 1.
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Sea otra vez M el c¢ircule unitario. Se ve fdcilmente que
v*(M} = M. Lo cual, como se sabe, es condicidn necesaria y sufi-
ciente para que M sea positivamente jnvariante. También se puede

ver facilmente que A+(p)‘= M, para cualquier p € M.

Sin embargo M ro es estable. Basta alejarse aunque sea un -
poquito de M, para que al seguir por la trayectoria correspondien

te, nos alejemes cada vez mids de M.

IQué es To que falla aquf que hace que M no sea estable? Pues
que puntos cercanos a M, siguiendo por su trayectoria correspon--
diente se atejan de M cuando el tiempo crece. Es decir, utilizan
‘do un lenguaje que ya habiamos usado anteriormente, el destino de

puntos cercanos a M es distinto al! destino de l1os puntos de M.

Esto quiere decir que para investigar estabilidad de un con-
junto M, debemos no sdlo investigar el destino de los puntos de

M, sino -ademds el destino de 1os puntos que le son vecinos.

Esto no es nuevo para nosotros; ya to habfamos hecho ante-
riormente, y es precisamente 1o que nos sirve ahora, porque esta
bilidad significa que el empezar cerca implica quedar 2 la larga
y para siempre cerca; es decir que 19s puntes que se encuentran -
cerca de un conjunto que es estable, al seguir por su trayectoria
van a permanecer cerca del conjunto para tode tiempe t mayor que

un cierto instante iricial t,.

Ahora bien, hablar del destino (a tiempos finites, positivos)
de un punto p es hablar de su semitrayectoria positiva Y+(D), co-
mo ya 1o hemas hecho anteriormente. Ej destino final, o sea el -
1fmite cuando el tiempo tiende a +=, es el conjunta w-limite At (p),
gue ya también hemos considerado. Considerar ambos conceptos si-

multdneamente nro es otra cosa que la cerradura de la semitrayec-
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torja positiva. En otras palabras, estamos afirmando que
Yy () = ¥'(p) v AT(p),

1o que, obviamente, nos da una descripcidn completa del destino
del punto p.
En el ejemplo de la siguiente figura, si tomamos un punto p

dentro del circulo, {p distinto del origen), entonces

v'(p) = v'(p) v A*(p) es la semitrayectoria positiva de p, la -
cual se pega cada vez mds y mds al cfrculo unitario €, unién el

propic circulo unitario,

0 sea la semitrayectoria positiva de p unién el conjunto 1imite

positivo de p

Y (p) = ¥ {p) v C.

En el siguiente ejemplo, la cerradura de v+(p) cuando p es
un punto de la forma p = (x,O), se obtiene agregindole a la tra--
yectoria y'(p)} el origen, ya que este Gltimo punto es el conjunte

limite positivo de p
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Y (p) = ¥y {p) v {0}

Ahora bien, como estdbamos diciendo, en relacidén a la estabj
lidad queremos considerar simultdneamente al destino de un punto
p. el destino de los puntos que le son vecinos. Esto es, de pun.
tos cercanos a p. ‘Esto nos invita a pensar, en primer lugar, en

las bolas con centro en p ¥y con radio a {un real positive)
S{p,a) = {q: d{p.q} < a}.

En segundo Jugar, en e! destino de estas bolas, es decir de

manera andloga a como consideramos el conjunto Y’(p). podemos con
siderar el conjunto vy (S(p,a)), para un a > 0. Esto nos describi
rd, junto con el comportamiento de p, el de todos 10s puntos que

estdn en la bola de radio « y con centro en p. Pero lo gue nos -
interesa es el comportamiento de los puntos que son verdaderamen-
te cercanos a p. Para ello consideraremos el comportamiento de -
todas estas bolas para radios arbitrarios a, y fijaremos nuestra

atencidn en lo que es comin a todos esos comportamientos, es de--



-88-

cir, consideraremos la interseccidn siguiente

Ny istp.ald

o0

Yeamos algunos ejemplos.

EJEMPLO_7.

En e} diagrama de 1a figura anterior

(ﬂ\ yHisp,ad) = ¥ (p).

<70

EJEMPLO 8.

Invirtiendo las trayectorias:
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MY 1" (5(hal) = ¥ )= v*(0) U A*(p) = v*(5) v 10).
a»¢
EJEMPLD 5,
En el sistema representado por el diagrama det ejemplo 8, to
mando p como el orjgen;

Nyt (s(0,a)) = {0}.

A>O

EJEMPLO 10.
Tomemos otra vez el sistema dindmico considerado mis arriba,
Y cuyo retrato fase se representa nuevamente en la siguiente figu

ra



Para el punto p de la figura se tiene, en primer Jugar, que:

Y (p) = ¥ (P) U AY(p) = v {p) U ¢.

Ahora, 1o gue debemos considerar son las bolas con centro en

P y radio a, ¥ de esas bolas la cerradura de su semitrayectoria

positiva v (S{p.a))

se ve que vy (S{p,a)) = vy {(S(p,a)) v C,

Y finalmente, tomando la jintersecci6n saobre todas
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las a > 0, 1o que queda para el punto p de 1a figura es
My*(stpaad) = ¥*(p) v,
L2

donde C es el circulo unitario, que, como ya habiamos sefalade an

teriormente, es el conjunto limite positivo A’(p) del punto p.

EJEMPLO 11.

Un ejemplo no trivial de este importante concepto que esta--
mos estudiando, es el analizado por Poincaré, y que queremos mos-
trar a continuacidn.

Sea el sistema dado por las ecuaciones difereniales

cuyo retrato fase es el siguiente
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Tomemos un punto p sobre el eje "x", una vecindad de radio

a, ¥, dejando correr el tiempo, observemos e! destino de esta ve

cindad S{p,u}:

S,

tf— ¥+ (scpd
Hemos ‘obtenido el cenjunto sombreado de Ja figura anterijor,
su cerradura v {S{p.x}) se obtieneﬁpegSndéie la recta contenida -
en-el eje “y". ' N
considerando otros radios a, podremos tener las siguiente fi

guras

'J\’*Csrw)
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'Y*(sﬁp.«.’l)

Y al tomar la interseccién sobre todas las o > 0:

CUNYHS(pe)

La importancia de este conjunto f\y*(s(p,u)) para un punto
p en un sistema dinfimico arbitrario, :;OQuedado ya completamente
evidente: es un conjunto que nos describe en forma completa no sé
Jo el destino de p, sino también el destine de los puntos que le
son vecinos. Y esto, como se recordard, es fundamental para la
inyestigaci6n de la estabilidad. Merece, pues, que se le ponga
un nombre. Tradicionalmente se le liama la "primera prolongacicén

positiva de p" y se le designa con el simbolo D*{p}. Tenemos en-
p

tonces 1a siguiente



DEFINICION. Sean {X,R,r). un sistema dindmico, y un
punto p € X. Se llama la primera prolongaciln posditdiva
de p al conjunto
o' (e} = ) ¥ istp.ad).
d>0
La primera prolongacidn positiva es entonces una funcidn que
a cada punto p € X le asocta un subconjunto de X.
Y ahora, para un conjunto M € X, podemos definir su primera

prolongacidn positiva de 1a siguiente manera

DEFINICION. Sean {X,&,w} un sistema dindmico y M € X,
Se tlama 1a primera profongacibén positiva de M al con--
Junte
ptMy = Uo*(p).
peN
Andlogamente se puede definir D™ (p) y D (M).

Obs&rvese gue D'es una funcién X » 2%,

5.2, EJEMPLOS.

De este importante concepto gque acabamos de definir, veamos
enseguida algunos ejemplos, sin olyidar que nuestro objetive fun-
damental es el de 1a caracterizacidn de 1a estabilidad de subcon-
juntos del espacio X. Trataremos, en consecuencia, de descubrir

la relacién entre D*(M) y la estabilidad o inestabilidad de M,

EJEMPLD 12.
Consideremes el sistema dindmico cuyas trayectorias se des--

criben en la siguiente figura
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y tomemos al origen 0, para investigar D+(O). Una bola de radio
a alrededor de 0 se transforma en sf misma bajo la transformacién

" y la cerradura ¥T(5{0,5)) es la cerradura de Ja bola

’S(M”W(sm, 9)
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y al tomar la interseccidn sobre todas las o > 0, 10 que queda es

Ginicanente el origen, es decir

“ara

p*{o) = (y*(s{0,a}) = {0},

EJEMPLO 13.
En e] mismo sistema del ejemplo antertor sea p cualquter pun

to fuera del circulo unitarie C, eptonces, ODSeryemes, en primer

Tugar que

MOEEaUER

P»




entonces, claramente si tomamos una bola con centro en p y radie

u, se tendrd para esa bola

yH{S(p,e}) = ¥ (S{p.u)) w0 €

come se ve en la siguiente figura

y al tomar la interseccién lo que queda es vYip) ¢ €, es decir

p*(p) = MM v*(s(puicd) = v*(p) v C.

w 21T

EJEMPLO 14.
Si ahora p estd dentro del circulo unitarioc en el mismo sis-

tema dindmico del ejemplo 12, entonces

2*(p) = v (p) v {0},

EJEMPLO 15.

Consideremos el sistema dindmico dado en la siguiente figura




-98-

Si p es un punto fuera del circule unitariec, entonces

D™ (p) = v (p).

EJEMPLD 16.

En el ejemplo 11 anterior

\

se tiene para el punto p de la figura

0™ (p) = ¥ (p) U {el eje 4}

La razén por la que hemos repetido aqui este ejemplo es para

hacer el siguiente comentario:



De 1os ejenpios anteriores podria sospecharse que
+ 5,
D7 {p) = x (p},

sin embargo aqui se ve que no vale la igusaldad, aunque la siguien

te contencién es siempre correcta

¥*(p) c 0™{p).

EJEMPLO 17.

En todos los ejemplos anteriores DY{p) es siempre un con--
junto conexo. Queremos mostrar ahora que esto no es siempre el -
caso. Consideremos el sistema dindmico dado por el sistema dife-

rencial,

X = seny

g = cos’y,

tn la figura siguiente se muestran sus trayectorias. Estas con-
sisten, en particular, de trayectorias AK dadas por

A {((,y): w km s % } k=0, +1, +2,..,, que son rectas pa-

ralelas al eje x. Entre dos de estas trayectorias consecutivas -
las trayectorias estdn dadas por C = {{x,u): x + ¢ = secy}, don-

de ¢ es una constante que depende de la trayectoria
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Entonces, para cualquier punto p € A_, p*{p)

Aqui D*{p) no es conexc. N&tese también que A*{p)

$. para cual

quier p en el plano.

EJEMPLO 18.

Un ejemplo muy interesante es el que queda descrito en la si

guiente figura

en la que M es el abierto contenido en la trayectoria C. E} punto
q es un punto de equilibrio que tiene la prapiedad de que para to-
do punto p € Rz A+(p} = q. Pero el comportamiente de las trayec
torias es diferente en el conjunto M que fuera de é1. Si p estd
en el complemento de M, entances A™(p) = ¢, mientras que si p € N,
A" {(p) = q.

Tomemos ur punto p como el que se indica en la siguiente figu

ra e investiguemos quién es su primera prolongacién positiva D*{p)

v*(p) U A, U A

'
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Estd claro que y'(p} = y*(p) U {q}. Tomemos ahora v (stp,a));

to que queda jlustrade en Ja figura de abajo

y al tomar la interseccibn sobre todas Tas a > 0 nos queda

Es decir:

¥ (p) = y*(p) v gy U C.

EJEMPLO 19.
Por Gitimo, tomemos al punto q para inyestigar D'(q}. Obser

vemos que ¢ es inestable,
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Con el método de tas bolas S{q,a) y la semitrayectoria vy {s(q.a)),

y tomando la interseccidn N yr(s{q.a)) se ve que

i

D+‘(q) = .

5.3. CARACTERIZACION DE LA ESTABILIDAD PARA COHJUNTOS COMPACTOS

Volvamos ahora a nuestro- prablema de la caracterizacifn de ia
estabilidad de un conjunto. .

Habfamos convenido ya en gue un conjunto M C X es estable si
y sdlo si cualquier vecindad de M LOntiene una vecindad de M posi-
sivamente invariante. Esto equivale a quea pequahes alteraciones,
0 a pequefa varjacidn ep las condiciones iniciales, la trayecto--
ria correspondiente no se va a alejar, aun a tiempos arbitrariamen-
te grandes, de M, Algo asi como que el destino de M y de los pun-
tos que le son vecinos, es el mismo.

Es decir. repetimos que para caracterizar estabilidad de un -
conjunte M debemos no sélo investigar el destino final de los pun~
tos de M, sinc ademas el destino final de los puntos que le sen ve
¢cinos.

Esto fue orecisamente 1o que nos motiyé para la introduccidn

de la transformacidn D', ya que ella nos da informacibén no sélo
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acerca de la trayectoria y e] destino fina) de un punto, sino si-
multéneamente, de Jos puntos vecinos. Y si lo que estamos buscan
do es informacidn acerca no sélo del comportamiento de M, sino si
multineamente del comportamiento de 10s puntos que le spr vecinos,
entonces D sers un instrumento sumamente Gtil para nuestros pro-
positos.
Nos preguntamos entonces, iqué deberd ser DY{M) para que el

conjunto M sea estable?

Veamos algunos ejemplos:

EJEMPLO 20.

Sea e] sistema dindmico representado en la siguiente figura

Sea M el origen. Sabemos que M es estable.

1Quéd es DT{M)?

o (M) = M,

EJEMPLO 21.
En el sistema cuyas trayectorias se representan en el siguien

te diagrama
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tomemos otra vez a M como el origen. €Es inestable. ¢Es ptra vez
D+(H} = M? No. Porque, aiin cuandc tomemos puntos muy cercanos al
origen, después de un cierto tiempo estardn arbitrariamente aleja

dos de 0. En realidad
D*(M) = (el eje 4.
EJEMPLD 22. Tomemos otra vez el sistema dindmico cuyas trayecto-

rias se muestran en la figura siguiente {® es e1 abierto conteni-

do en la trayectoria C}
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Supongamos primero que tomamos al conjunto cuyo dnico elemen
to es el punto g. Como ya se vié (ejemplo 19), es inestabte, y

también se vio que

p*{{q)})=R. (D*(fql) # {q}.)

EJEMPLO 23.
Hagamos M = R en 1a figura del ejemplo anterior. Entonces M

es estable y se cumple Ja igualdad
DK} = M,
EJEMPLD 24.

Consideremos el sistema dindmico dado por las ecvaciones {en

coordenadas polares)

r(l-r)

-
I

8 =1,

Y cuyas trayectorias estdn dadas en la siguiente figura
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Tomemos ahora come M al circulo unitario. Es estable. Y

nueyvamente

0t (M) = M.

Nos preguntaﬁos, entonces, 10 siguiente: ¢serd cierto, en ge
neral, que ot (M) = M, si y sblo si, M es estable?

Los ejemplus parecen decirnos a gritos que asi es. Sin em--
bargo, veamos un poco mds detenidamente Ja cuestifén, Si un con--
junto M es estable isiempre serd cierto que DT(M) = M2 Esto pare
ce razonable a partir de la siguiente observacidn:

Sipe M, la estabilidad de M, es decir, el hecho de que cual
quier vecindad de M contiene una vecindad de M positivamente inva
riante, obliga a que el destino de ese punto p y los que le san
vecinos, quede arbitrariamente cerca de M; pero entonces el desti
no de M y 1os puntos que le son vecinos no puede ser ovirc que ¥ -
mismo, es decir DY(M) = M.

Recipracamente, £D+(M} = M, implicard necesariamente estabi-
lidad? En realidad no puede ser de otra manera, porque si M fue-
ra inestable, querria decir gue podrfamos encontrar puntos muy
cercanos a M {0 a un punto de M) tales que después de un cierto -
tiempo, y siguiendo; por su trayectoria estdn alejados de M en una
ciert& cantidad positiva. £sto es simplemente la negacidn de eg
tabilidad. Pero entonces seria posible encontrar un punto en
D+(M) alejado de M en esa misma cantidad. Estoc contradice la -~
hipétesis de que DY {M} = M.

Estos argumentos parecen confirmarnos en nuestra conjetura de
que M es estable si y sdlo si op*{M) = M.

Pero no debemos precipitarnos. Hay que tomar las ¢osas con

calma y ver otros ejemplos que nos hardn meditar ur poco.

EJEMPLO 25.
Consideremos nuevamente el sistema del ejemplo 24 anterior.
Sea M el interior dei disco unitario. Este conjunto abierto es -

estable, ya que cualquier vecindad ! de M contiene una vecirdad V

=l
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de M positivamente invariante.

Para cualquier punto p distinto del origen

p*(p) = v*(p) v C.

Ahora bien, para este conjunto estable M, no es cierte que
0% (M) = M, como habfamos conjeturade. iQué es 1o que ocurre? En
realidad, en razén de la igualdad de m&s arriba D*(M) = M, Enton
ces, Inuestros razonamientos anteriores eran falaces? En realidad
no.

Lta moraleja, como lo muestra este Gltime ejemplo, es que si
gGueremos caracterizar a 1os conjuntos estables como aquellos con-
Juntos cuya primera prolongacién positiva es igual al conjunto -.
mismg, debemos pagar un precio: y este precio es que debemos res-
tringirnos a coajuntes cexrados.

Hagamos finalmente otra observacifn que nos hard restringir-
nos un poco mis. Cuando hablamos de conjuntos invariantes, mos--

tramos el ejemple dade por el sistema
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X = f
y = 0
31\
— M

y dijimos que cualquier s¢lucidn, a mds de ser invariante es esta
ble. La invariancia de unm conjunto M, qued6 caracterizada por la
ecuacién y' (M} = K. Y, nhor;, para la estabilidad sospechamos -
que la condicidn necesaria y suficiente es D*{M) = M. Sin embar-
go, hemos hablade de la funcién D'(p) como aquella gque nos propor
ciona informacidn acerca de todo el comportamiento de p y los -
puntos que le son vecinos, no sdlo en tiempos finitos, sino tam--
bign en tiempos arbitrariamente grandes. Esto es At {p} va a es--
tar contenido en D+(p). Y en este ejemplo, para un punteo como p,
n(p.t) para tiempos cada vez mis y mis grandes, 1leva a p a puntos
cada vez mids y mids alejados sin converger a ningin punto, es de--
cir A*(p) = ¢. Esto serd, en general, bastante inconveniente y -
nos muestra, volviendo @ nuestro problema de Ta caracterizacidn -
de l1a estabitidad, la conveniencia de considerar conjuntes M com-
pactos.

En el siguiente ejemplo se muestra mds claramente Tas graves
inconveniencias que acarrea el hecho de que M no sea compacto. To
memos el sistema dindmico que se muestra en la siguiente figura -

(para una presentacidn mis detallada de este sistema ver {41]).
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$i tomamos 2 M como el conjunto farmado por las dos rectas -
x = + 1, entonces ocurre que D+(M) = M, y sin embargo este conjun
to, el conjunto formado por las rectas, no es estable.

Esto muestra, otra vez, la necesidad de considerar a conjun-
tos M compactos. i

Ahora si, con estas restrfcciones, volvemos a hacernos la --
misma pregunta anterior: iserd cierto que si M es un conjunto com
pacto, M es estable si y s6lo si DY(M) = M?

Afirmamos que s7, y vamos a dar una demostracibn de este he-

cho,

TEOREMA.
Un conjunto M compacto, contenido en X, &s estable si y
s6lo si

Dr{M) = M.
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DEMOSTRACION.

Adnitamos primero que p*(M} = M, y vamos a demostrar que ello
implica que M es estable.

Supongamos que M no es estable. Esto es, que existe una ve-
cindad V de M, digamos de radic € > 0, de tal manera que podemos

escoger una sucesidn {xn},.y una sucesidn {tn}, con t > 0 tales

que d(xn.M) +~0 vy d(n(xn,tn),M) E

Como M es cerrado podemos suponer que x > X € M.
Podemos ahora escoger una sucesidgn {1r}. 0 =< T = tn. de tal

manera que m(x_,: ) estd en la frontera de V.
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Pero esta frontera la podemos suponer éompacta, porque X es
locaimente compacto y M es compacto. Oe aqui que podemos asegu--
rar que la sucesidn i(xn,rn}, {0 una sﬁbsucesiﬁn de ella) conver-
ge a un punte y € 3V.  Pero y € D*(M), porque y € B*(x), donde
x s el punto en M limite de 1la Sucesiﬁn X mencionados anterior-
mente. Que y € D¥(x) se ve de la siguiente manera:

Sea a > 0, Como X, X, existe N; tal que si n > N,

x € S{x,a}.

Esto significa que

alx .1 ) € Y (S(x,0)).

y en el limite

¥ € v (S{x,al).

Como esto es vdlido para toda o« > 0, se tiene que

ye Ny (s, = 0% (x),

x 20
y esto significa, como ya dijimos, que
y € DY(M).

Pero como y ¢ M, obtenemos que D'{M) + M, tontradiccidon gue

demuestra la primera parte del teorema.
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Reciprocamente, sea ahora que M es estable; queremos demos--
trar que DY(M) = M.

Obyiamente M ¢ D*(M). Faltard demostrar la otra contencion.

Por la estabilidad de M, sabemos que cualquier vecindad V
gque contiene a M, contiene gotra vecindad v {que contiene a M) posi
tivamente invariante. .

Por la compacidad de M, existé un o > 0 tal que S{x,u,) <
U C ¥ para todo x € M. Siende verdad que esto se cumple para to-
do o con & < o < a,, se tiene en consecuencia que p*(M) ¢ V para
cualquier vecindad V de M.

Por lo tante

D (M) ¢ Y{V: V es una vecindad de M} = M,

donde la igualdad se justifica ya que M es compacto. Todo este

‘significa que

D*{M) = M. 7!
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CAPITULO IV
ESTABILIDAD ASINTOTICA
INTRODUCCION

En el capftulo II estudiamos a 1¢s atractores y vimos algu--

nas de sus propiedades. En el capitulo III el tema principal gque
tratamos fue el de la estabilida& para un conjunto M en un siste-
ma d¢inamico. Ahora queremos mostrar la relacibn que existe entre
estos dos conceptos. Esto nos conducird a un nueve concepto de -
estabilidad, el de estabilidad asint6tica. Estudiaremos, ademis,
1a primera prolongacifn positiva de un atractor débil compacto.
A continuacidn, utilizando el primer conjunto Tfmite prolongacio-
nal positivo, demostraremos el siguiente resultado: todo atractor
uniforme compacto contiene un subconjuhto asintdticamente estable.
Finalmente, caracterizaremos a la estabilidad asint6tica mediante
un importante método, método debido al matemdiico ruso Alexander

Mikhailovich Liapunov,

§ 1. ESTABILIDADB ASINTOTICA

1.1 EJEMPLOS

En relacidn a los siguientes dos ejemplos va.os a hacer algu
nas observaciones,

E1 primer ejemplo es el sistema dindmico que ya mostramos en

el capitulo I y que estd dado por las ecuaciones diferenciales

Como dijimos en agquel capituls, sus trayectorias son circulos

y el origen es el {rico punto critico



£l segundo ejemplo es el sistema dindmico ya muy conocido por

nosotros y que esté dado por las siguientes ecuacianes diferencia

tes {en coordenadas polares)

o
L be

[=¥[=9
<D
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Como dijimos en el Cap. I, ejemplo 7, la trayectoria que pa-
sa por cualquier punto del plano {distinto del origen) espiralea
alrededor del circule unitario B y se aproxima mids y mis a &) cuan
do el tiempo tiendea +=_. Esto es, el cfrculo unitario M es el con

junto w-limite de cualquier punto P del planrp distinto del origen.

1.2. ESTABILIDAD ASINTOTICA

Ahora bien, en los dos cases el circulo unitario M es esta--
ble, ya que, para cada sistema, dada cualquier vecindad U de M, U
contiene una vecindad V de M positivamente invariante.

Sin embargo, debemos observar una importante diferemcia, En
el segunde ejempio, al tomar la trayectoria que pasa per un punto
arbitrario p distinte del origen, esa trayectoria tiende al circy
1o M cuando e) tiempo tiende @ 4=, En el primer ejemple esta si
tuacidn no se da; ahf, las trayectorias permanecen a la misma dis
tancia de M sfempre. A pesar de ello, repetimos, en los dos casos
el circulo unitaric es estable.

Entonces, en el segundo ejemplo, M tiene, ademds de ser esta
ble, 1a siguiente propiedad:si p es un punto del plano, §1stintq
del origen, entonces

im d{n(p,t), M) = 0.

t>+400

Este tipo de estabjlidad merece distinguirse de la estabjli-
dad a secas, y se llama estabifidad asintdtica. Vamos a escribir

Ta definicitén formal de la siguiente manera:

DEFINICION. Sean (X,&,7) un sistema dindmico y M C X,
Se dice que M es aaintdticamente estable si es estable y ademas,

para todos los puntos p en una vecindad de M, ocurre que

1im d{r(p,t). M) = O

+ oo

EJEMPLO 1.
E) circulo unitario en el segundo ejemplo anterfor, las tra-
yectorias del cual aparece en la pdgina 114 es asintdticamente es

table.
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EJEMPLD 2.
Consideremos una vez mds el sistema cuyas travectorias apare
cen en la siguiente figura y donde M es la recta contenida ea el

eje y

entonces M =5 asint6ticamente estable.

EJEMPLC 3.
Consideremos el sistema descrito en la siguiente figura, (ver

Capftulo II, ejemplo 6)
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Sea M l1a unibn de los puntos critices A y B con las trayecto
rias C; ¥y C,, es decir M es el cfrculo unitario. Entonces M es
asintfticamente estable, pues para cada punto p del plano {distin

to del origen} se tiene gue
AT(p) = M,
1o que implica que
1im  d{n{p,t}, M) = 0.
L4
EJEMPLO 4.
Consideremos ahora el mismo sistema mostrado en el Cap. III

ejemplo 18, y cuyas trayectorias se describen a continuacidn nue-

vamente

Llamémosle K ahora al compacto acotado por la trayectoria C.

Entonces M es asintdticamente estable.

1.3. ALGUNOS RESULTADOS.

A. Ahora bien, si ¥ es un conjuntoasintdticamente estable,
entonces, segin 1a defintcidn existe una vecindad de M tal que st

p es un punto en esa vecindad, entonces

1im d{x(p,t).M) = 0.

T4
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Esto nos hatia de los punios que son atraidos por M. y se sa
be muy pien (ver pdgiras 54-68] que si M es compacto, la igualdad

anterior significa que

“\'{p) + O

y ademds

At(p) c M.

Como esto ocurre para todes 1os puntos p en una vecindad de M, se
concluye que M es un atractor. Claramente, el recfproco también -

vale, y se tiene en consecuencia el siguiente teorema:

TEOREMA.
Un conjunto compacto M es asintbéticamente estabie si y -

slo si es estable y es ademds un atractor.

En e} djagrama representado en 1a pagina 117 el punto g es -

un ejemplo de un atractor gque no es estable.

B. Tomemos otra vez un conjunto compacte M asintdticamente -
estable y utilicemos el teorema anterior para dar un paso mds ade-
lante,

Como M es asintdéticamente estable y compacte, el teorema dice
que es estable y es un atractor. Consideremos la regifn de atrac-
cigén de M, es decir, el conjunto A{M), que, como M es atractor es

una vecindad de M,
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Para un punto p € A(M), sabemos que
A'(p) 6 y AT(p) c M.

< +
Podemos, en consecuencia, tomar un punto w € A (p). Entonces we€ M.

Ahora bien, como N es estable

0 (M) = M,
en consecuencia

0 {w) < M,

pero 0¥ fu) es la descripcidn del destino de « junte con 14s puntes
que le son vecinos, para todo tiempo t. Esto es, D'{w) € M nos
dice que « y los puntos que le son vecinos tienen como destino fu
turo al propio conjunto M. Esto por un lado.

Por otro lado, velviendo al hecho de que p es atraido por M
¥ que w € A+(p) € M, existird un T, tal que =(p,T) estard arbitra
riamente cerca de w, es dectr de M.

Ahora por ta continuidad de x, existird una vecindad U de
p tal que »{U,T) estd contenida en una vecindad de w contenida en

una vecindad arbitraria V de M.

Pero ahora, por lo dicho antes acerca del destino de Tos pun
tos vecinos de w, se tendrd que la imagen m(U,t} de esa vecindad
U de p va a quedar contenida en V para todo tiempo t = T

EFsto significa que p es uniformemente atraido por M. Y como es
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to vale para todo p € A(M), se tiene gue
A(M) C© Au(M),

es decir M es un atractor uniforme.
Todos estos razonamientos hacenplausihle el - siguiente teore-

ma (cuya demostracitén completa puede verse en (11]).

TEOREMA.
Si M C X es un conjunto compacto asintéticamente estable

entances M es un atractor uniforme,

¢, f€onsideremos nuevamente el ejemplo 3 de este capitula

Anteriormente {Cap. 11, Ej. 6) vimos que el conjunto M = {A.B!,
formado por la unién de los puntos criticos A y B es un atractor
débil, pero no es un atractor, y en consecuenciaz, no es asintfti-

camente estable.

Sin embargo, una observacidn de las trayectorias que estdn -

en la regidn de atracciénA, (M} nos muestra que ellas no tienen
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un comportamiento demasiado errdtico. De hecho sonatraidas de una
manera mds fuerte por un conjunto mds grande que {A,B}. ¢Quién es
ese conjunto y ¢6mo son atrafdas por &1 las trayectorias?

Ese atractor mds fuerte que suponemos que existe, deberd con
tener al atractor mds débil ya conocido, puesto que &ste atrae de
alguna manera a las trayectorias.

£n otras palabras, 10 que estamos diciendo es que ante la
presencia de un atractor débil, muy plausiblemente existe un atrac
tor uniforme, es decir, existe un conjunto compacto asint&ticamen
te estable. Esto es, existe un atractor que es ademds estable,

Recordemos 1a caracterizacién de conjuntos compactos estables:
M es estable s3 y s6lo s1 D*(M) = M. Pues bien, para el conjunto

M = {A,B}, se tiene, naturalmente, que
p*{{A,B}) # {A,B}.

Pero entonces équé es DY{{ A,B}}?Es el cfrculo unitario €. iY re--
sulta que el circulo unitario €, en este sistema, es asintética--
mente estable! Esto es, DY {{A,BNes un conjunte estable y que es
ademds un atractor. Ahora nos preguntamos por su regifin de atrac
cién A{(D*{A,B}). Es decir, icufiles trayectorias son atrafdas? -
En este case es evidente, viendo la figura carrespondiente, que
son atrafdas las mismas trayectorias que son atraidas débilmente

por el atractor débil. Asf¥ que
AD*((A,8)) = A,l{A,B}).
fgualdad que usando la letra M para el conjunto {A,B} nos queda
A(DT(M)) = Au(M).

Para un ejemplo mds, tomemos el atractor inestable {q} pro--
porcionado por Pichard Mendelson en 1960, y que ya hemos utiliza-

do anteriormente
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Nuevamente, como en el ejemplo anterier
p*(tq}) # {q}.

Nuevamente, observando la figura, se ve que la presencia del atrac
tor inestable {q} nos hace pensar en la presencia de un atractor
estable, es decir, de un conjunto asintéticamente estable.

Siguiendo el razonamiento del ejemplo anterior inquifimos por
el conjunto D*({q3). Ya vimos {pdgina 101) que D" ({q1) es el com-
pacto acotado par la trayectoria C, iy este conjunto es, stra vez,
asintéticamente estable! [Es decir D'({q}) es estable y es umatrac
tor que, ademds, atrae a todas las trayectorias atraidas por {g}.
De modo que

A0 (tq1) = A (fq}) = A ({q)).

Ahora bien, éserd cierto en general que los hechos que acaba-
mos de observar en estos dos ejemplos son vdlidos? Si, sf lo es.

£1 teorema puede enunciarse de 1a siguiente manera:

TEOREMA
Sea M un atractor débil compacte. Entonces D+(M) es un
conjunto compacto asintdticamente estable, con A(D+(M))

- A,(M). Ademds, D*(M) es el conjunto asintiticamente
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estable mds chico conteniendo a M.
Para la demostracidén, habrfa que probar:

(i) que D+(M) es un conjunto compacto;
(ii) que A,{M) es una vecindad de D'(M);

{(iit} que D+(M) es un atractor, es decir que p € A (M)
implica que A*(p) = ¢ y A™(p) c D*(M).
{Ademds que A{D+(M)) C A {M), 10 cual significa, -

por Jo anterior, la igualdad);

{iv) que D+(D+(M)) = D+(H}, 1o cual significa, por el -
teorema que vimos en el Cap. III, que D¥ (M) es es-

table;

(v) vy finalmente que si M* es un compacto asintéticamen
te estable tal que M c M* < DT(M), entonces M* =

ot (m).

Para una demostracifn completa, siguiendo estos lineamientos,

ver [1] pdginas 64-65.

D, E1 teorema del pardgrafo B de este capftulo afirma que -
todo conjunto compacte asintéticamente estable es un atractor unj
forme, Preguntamos nosotros azhora, éiserd vdlido el recfproco?

Es decir, étodo atractor uniforme es asintéticamente estable? A
primera vista pareceria que asi es. Pero, desafortunadamente, -

no io as. Veamos un ejemplo gque 1o muyestra,

EJEMPLO 5.

Al atractor uniforme M del ejemplo 8 del Capftule II le uni-
mos cualquier punto p distinto del origen y que no esté sobre el
circulo unitario. Entonces este conjunto M U {pl} es un atractor
uniforme que no es asintéticamente estable, ni siquiera es esta--

ble,
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E1 siguiente teorema aclara Va situacién:

TEOREMA.
Sea M un-atractor uniforme positivamente invariante, en
tonces M es estable., Consecuentemente es asintSticamen

te estable.

Este teorema ser& usado posteriormente para demostrar un in-
teresante resultado, (ver E, pdgina 126}, pero antes vamos a abrir
un paréntesis para introducir un nuevo concepto y técnicas adecua
das para las demostraciones,

Primero, vamas a recordar la funcién D%, que a cada punto
p € X Te asecia su primera prolongacidr positiva (ver Capitulo II,

5.1}. Tal funcién qued§ definida como
0¥ () = M y*(s(pac)),
L -4

y dijimes que su significado es el de ser una funcién que nos des
cribe el comportamiento, tanto del punto p como de los puntos que
le san vecings,

En el apéndice A de este capitulo, se demuestra que

D+(p) = {q € X :existen sucesiones {p } € X, {t } C &* tales que

P, > P ymlp,.t )~ al.
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Atora bien, recordemos que cuando estudiamos 2 los gtracto-
res uniformes estuyimos interesados en el destino final tanto de p
como de los puntes que le son vecinos, Pero el destino final, en
nuestro lenguaje, significa investigar la situacidén cuando el tiem
po tiende a infinitpe. En consecuencia, traduciendo al lenguaje for
mal de las matemdticas, esto nos lieva a restringir a Jas sucesiones
{tn} en la fgualdad anterior que nas da_n* a aquellas sucesiones
{tn} que tienden a +». Tendremos pues, una nueva funcidn que a
cada punto p € X le asoc1§ un subconjunto de X, gque nos describe
el comporitamiento a tiempos infinitos del punte p y de Jos que le
son vecinos, La designaremos con el simbolo J+(p) ¥ su imagen se
r& un subconjunto de X. Tradictonalmente se le coroce con el di-
fici) nombre de-primer conjunto Uimite profongacionatl positdivo,

AsT pues;

DEFINICION. Sean (X, ®, %) un sistema dindmico y p € X,
Se 1l1ama el primer conjunto Limite profongacionatl posdits

vo de p al conjunto
3¥(p} = 1q € X: existen sucesiones fpn} c X, {t,}c &t

tales que p > p, t ++=o y wip .t ) +q}.

DEFINICION. Sea M C X compacte, Entonces el padmern con

junto Limite prolongacionef positive de M es
sfny = l_LJq € X: existen sucesjones {pn} cX
e
.’
{t,} c & tales quep +p, t > +=y m(p, st )
> q}
E] siguiente teorema muestra la utilidad de Ja funcion J%;

TEOREMA.
Sea M compacto. Entonces p € X estd en la regién de «-

atraccién uniforme de M, A, (M), si y s610 si
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iy 26y 3(p) am,

DEMOSTRACION. Yer apéndice B.
MEs tarde usaremos el siguiente teorema en relacidn al

conjunto d¥(M):
TEQREMA,

Sea M C X compacto., Entonces 3*(M) es cerrado e inva--

riante.

QEMOSTRACION. Ver apéndice C.
Finalmente, enunciamos un dtil e importante lema:

LEMA. Dados My p € A (M), entonces

3% (py < At (my.

DEMOSTRACION. Yer apéndice D.

Kasta aqui el paréntesis abierto en la p&gina 124.

E. Abora vamos a enunciar y demostrar el interesante resul-

tado prometido antes.

TEQOREMA. -
Sea M un atractor uniforme, Entonces J+(H} es un subcen

junto de M asintdéticamente estable,

Antes de la demostracidn yeamos dos ejemplos.

EJEMPLD 6.
Consideremos el mismo atractor uniforme del ejemplo 5 ante--

rior. Llamémosle C al circulo unitario y M a) conjunte C U {p}.
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Para este atractor uniforme M = ¢ U {p) se tiene J’(H) = C,

qQue es asintdticamente estable.

EJEMPLO 7.

Consideremos el sistema dindmico del cual las traysctorias

se muestran en 12 siguiente figura

.
]
.
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Sea el conjunto M el segmento de recta comprendido desde el

punto g hasta p;, como se muestra en la siguiente figura

Entonces M es un atractor uniforme, y se tiene que J+(H]
i{p>}, que es asintéticamente estable.
En otras palabras, el teorema puede enunciarse de la siguien

te manera:

TECREMA. Todo atractor uniforme contiene un subcaonjunte

asintdticamante estable. p

DEMOSTRACICN DEL TEQREMA:

(i} %My + ¢ porque por hipdtesis M es un atractor uniforme, -
asT que para cada punto p de A,{M), J+{p) ¢ y Fpy € M. En
particular, esto vale para cada n € M, ya que M C A, (M) y. por de

finicibn
sty = U oiqrqedtpir 20
. PEM.
(1i) aT(M) es cerrado e invariante. Para una demostracién, véa-
se el apéndice C.

{iii) J+(M) es compacto, porque en (i) demostramos gte atmy c m,

asf pues, se tiene un cerrado contenido en un compacto, luego es
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compacto.

(iv) J*(M] es un atractor uniforme. Para hacerio ver vamos a de-
mostrar que A (M} < A (a*(M}}:

Sea p € A (M), Por el lema de la p.126 J7(p) c J*(M). Ade
nis JHM) c mc A (M}, vy como Ay{M) es una vecindad de M, es tam-

bién vecindad de J+[N). AsT pues J*(M) es un atractor uniforme.

(v} Se sabe que J*(M) es positivamente invariante, ya que es fn-

variante (ver Cap. 11I % 4,),

{vi) Por (iv) y {v) y el teorema de 1a pdgina 124 J*(M) es asintd

ticamente estabie.

{vii} Finalmente, Aﬁ(J*(M,) = Ru{M). Ya vimos en {iv) que A (M}C
ﬁu(J*(M)}. Ahora si p € Ag(3¥(M}), entonces

It (p) € 3t (M) < w,

esto es, p € A (H). 7/

§ 2. FUNCIONES DE LIAPUNOV

Ahora, nuestra intencidn es caracterizar a la estabilida asin
totica mediante el estudio de ciertas funcjones escalares defini-
das en una vecindad de un conjunto compacto M. Este método reci-
be el nombre de segumdo método o métode directo de Lliapurov debi
do a] matemdtico que lo introdujo.

Ltas funciones de Liapunoy son funciones escalares ro negati-~
vas que se anulan en el conjunto M y que decrecen a 1o largo de
las trayectorias del sitstema. £sta caracteristica es la gue nos
impide caracterizar, por ejemplo, a un atractor uniforme, pues si

este no es invarfante como en l1a siguiente figura
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donde M es el atractor upiforme formada por el circulo C al que

se le ha agregado el punte.p, es decir, M = C U {p}s una funcién

tal no puede ser encontrada.

Sin embarga, para la caracterizacibn de ta estabilidad asin-

tdtica se han encontrado fuertes resultados que generalizan a sis

temas dindmicos los teoremas enunciados por Liapunov. Ung de es-

tos resultados es el que a continuacién se menciona {ver f11):

EOREMA.

Un conjunto compacto. M © X es asintéticamente estable si;
y s6élo si .existe una funcién ® contipua con valores reg

les definida en una vecindad.N de M tal que |

1. @{x) = 3 si x € M,
B} >0 si x & M;

% -

2o b(alx, 1)) < @(x) para x § M, t >0 y

aix, [2,t1)<C N.
in il s2 demuestrz primere que la existencia de unz fun-

cién ® con las propiedades mencionadss es una condicidn suficien-
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te para la estabilidad asintdtica de M. Al demostrar 1a necesi-
dad de la existencia de una funcifn ¥ con las propiedades del teo
rema, se define primeramente v(x), como una funcidn que involucra

la distancia del punto x al conjunto M, de la siguiente manera
e(x} = sup {d{n{x,t),M): ¢t » 0},

Esta funcidn tiene las propiedades requeridas, excepto, pro-
bablemente, 1a de ser decreciente a 1o largo de las trayectorias.

Se modifica entonces v de Ja siguiente manera

J° olnlx,1))e™T dr

[}
y esta integral define una funcida ®(x) que es l1a del teorema.
Abora, consideremos un conjunto compacto M asintdticamente

estable. Con Ja funcidn

®{x) = Jw e{n{x,t})e™™ d1
1

del teorema anterior, funcifn que sabemos definida en una vecindad
N de M, podemas nosotros definfr, para cada x fija en ¥ la siguien

te funcibn:
e(t) = ®(n(x,t))s
esto es,
e{t) = ] wln{x,t + 1)}e”" dr;
0
que haciendo el cambio de variable s = t + 1, queda

e{t) = b Iu w{u{x,s))e” " ds.
t

Observamos primeramente que £{0) = ®({x}. Esta Funcidn eft)

tiene ademds las propiedades que se mencionan en el siguiente lema.

LEMA.

Sean M un conjunto compacto asintéticamente estable y N

la vecindad de M del tearema anterior. £ntonces la fun-
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¢idn £(t) es diferenciable y, para x € N-M, la derivada

deft) : ’
dt 'Fs.negatzva.

Una demostracién de este lema Ta' damos em &1 apéndice E de -
este capitulo. ) ) .

Finalmente afirmamos que en un sistema dindmico, los conjun-
tos compactos asintéticamente estables quedan caracterizados por

tos ceros de una funcibn diferenciable.

TEOREMA,
Un conjunto cdﬁpacto M < X es asintdticamente estable si
y s6lo si existe una funcidn e{(x,t) continua en las dos
variables x,t y diferenciable can respecto a t, s:_Nxﬁ+ +
&, (donde N es una vecindad de M}, tal que
(i) e{x,0) = 0 sixeMN,
C e(x,0) >0 siox € M;

{(ii) elw(x,1),0) = e{x,t];}
(i11) Dye < 0, donde Dye significa la derivada -

con respecto a t de la funcidn e{x,t) a lo

largo de las trayectorias.

DEMOSTRACIQN. Ver apéndice F.
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APENDICE AL CAPITULO IV,

DEMOSTRACION DE QUE

8" (p) = {q € X: existen sucesiones fp }cx {t)c &" tales

que p_»p y wlp,t) » q}

Sea q € D*(p), es decir g € £3Ly (s{p,a)). Entonces, para cada -
a>0, g€ Y*(S(p,a}), To cual significa que o bien q €
y*(s(p,a)),o 9 es punto Timite de y'(S{p,a)). Pero si e € v(s(p,
a)) para cada a, tiene que estar en la semitrayectoria positiva
de p: es decir, path algin t; € /" g = wlp,t:} Y asi podriamos
tomar p_ = p y t, = ti. Siqes punto 1Tmite de 7+(S(p,a}). to-
mamos vecindades de q y de p de radiu§ iguales a %, Podemos, en--
tonces, tomar p, € S(p.%) yun t tal que n(pn.tn) € V%(q). Cla-
ramente p_ + p y 1{pn.tn}_+ q. 0 sea 0'(p) C {q € X: existen su-

sucesiones {p_} € X, {t_} ¢ & tales que p, + p nlp ,t } + q}.
n R n n n n

Rec{procamente, s{ para algln+q € X existen sucesjones {p },
{t } tales que P, P ¥ w{pn,tn} + q, tenemos que demostrar gque
g€ 0*(p). Sea a>un:

v (s{p,al} =;{g € X: y=xwlx,t), x¢8(p,a)ter’),
Ahora: P € S(p,uf para n mayor que una cierta N. Por lo tanto

w(p,.t ) € v {s(p,ad),

en consecuencia
a.€ v (s{p, a)).

Y como o era arbitrario

ae DY sk, an = oty 2
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DEMOSTRACION DEL SIGUIENTE TEOREMA (ver p.125)

Sea M compacto. Entonces p € X estd en la regién de -
. F
atracccidbn uniforme de M si y s81o si 0 (p) #4 ¥

2 (p) c M.

Supongamos primero que para p € X, J*(p) ¢ y JI*(p) c M.
Esto "implica que A+(P) *¢ y A*(p) C M, {(ver {1]). Supongamos
gue existe una vecindad V = S(M.u}, a > 0, tal que para cualquier
vecindad Ude p y T>0 hay un t > T tal que n{U.t) ¢ V., Como
A'{p) # & y A'(p) € M, existe t, tal que w(p,t) € V para todo t> to.
De esto se puede concluir que existen sucesfones {tn}, {7 } en a*,
cont <T., t >4y una sucesién {pn} en X, p_+ p, tales que
n(pn.tn) € V, pere n(pn.Tn) € H{M,a). (*) Puasto que H{M,a} puede
suponerse compacto (ya gque el espacio X es tocalmente compacto),
existe una sucesidn {pn}, P, * Py ¥ una sucesién {1n}. T, e, -
con ﬂ(pn,Tn) > q € H(M,a}). Esto es, q € J+(p), pero q € M. Esta
contradicibn prueba que p € A,(M).

Supongamos ahora que p € A,(M), es decir que para cualquier
vecindad V de M existe un vecindad U de p y un T > 0 tales que
7{0,t) C-V para todo t > 7. Entonces w{U,tJ C V. Esto muestra
que x(p,t) € V para t » T, y puesto que podemos suponer V compac
to, tendremos A'{p) # ¢. Por lo tanto J*(p) # ¢. Claramente --
3 (p) € 2(u,lt, +=1) para cualquier vecindad U de p y t € &* En

cansecuencia J+(p) C V para cualguier vecindad V de M. Asj que

J*(p) ¢ N} {V: v es una vecindad de M} = M //

(M) T0nat = (xex: a1 = al.
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Pemostracidn de que 44 M es compacto, entonces J+(H) es ce--
arade ¢ {nvani{ante. Primero demostramos que J+(H) es inyarijante.
Sean g, € J*(H) yte @, Entonces, para algin p € M, existen su-

N +
cesjones {pnj c X, {tn} C & tates que P> Pst > 4wy w(pn.tn}

> q1. Consideremos la sucesién r_ =t + t. Entonces, t - +w ¥
n n n

mlops ) = wlps to 4t} = aln(p . t ).t} > %(ai. t)

(por Ta continuidad de 7). Por Jo tanto n{q; t) € J¥(M).
La demostracidén de que J*(H) es cerrado, corre de la siguien
te manera.
Sea {qn} una sucesidn en J*(M) con g+ g. Para cada entero
k, existen sucesiones {p:}, {ti} ¥ un punto p* € M, tales que
k K x

p.>p, t

K ok
a ey vl .t} > g

Podemos suponer, tomando subsucesiones si es necesario, que
>k,
k _k 1
d(Pn0 pT) < I
kK Lk 1
d{nlp], t), q)< P
para todo n > k.

Como {p', p%,..., pk....} C My M es compacto, podemos supo-
ner que la, sucesidn {pk}, 0 una subsucesidn de ella, converge a -
un punto p € M.

Consideremos ahora las sucesicnes {p:}, {t:}. Se tiene Jo -

siguiente:

(1) € » 4=, (31) p2 -~ p, (§i1) w{pl, t7) » q,

afirmaciones que se justifican de la siguiente manera:

(1) t: >+, ya que t: >n.

(1) dpy. p) < dlpf, p") + d(p”, p) < &+ + d(p", p).
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(#1i) dlr{pl, t7), q) < d{wlp], t2), q ) + dla_. 9} < % + d(q_.q).

_Por 1o tanto, g € J+(M), y J+{H} es cerrado. [/

E1 Jema enunctado en la pégina 126 es en realidad un corola

rio del siguiente teorema y su corplario

TEOREMA
Sean pe€ X y we A'(p). Entonces 37 (p) ¢ It (u):

cuya demostracién puede verse en {11].

CORDLARIO
Dados M y p € Au{M]), se tiene
*p) © 7t

Ahora, nuestro lema se sigue del heche de que

A (M) € A(H) © Aw(M).

Demostracitn def fema de La pdgina 131 Que e(t} es diferen
ciable se infiere aj aplicar el teorema fundamental det cdlculo, -

ya que Jas funciones v y n son continuas. Ademds, la derivada es

. p@

Q_E%_l = 8" olr(x,s))e™® ds  e' o{n(x, t})e™"
I3 4
= e olxi{x,s))e® ds  w(m{x,t)). «...... (*)
t

Para ver el signo, bastard calcular la derivada en t = O:
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-2

wi{n(x,s)}e”® ds  ¢(x}

(x) v¢{x),

ya que, si en Ta expresidn (*) para 12 derivada hacemos ={x,t) = ¢
y efectuamos el cambio de variable s = t + 7, obterdremos:

0
ef| vinlx,s)1e™® ds  w{y)

t

d e{t
dt

H

= ¢(m{x,s)e" % ds-p{y)

= elrf{x,t + 1))e™ dr  v{y)

= olnln{x,t),t) e Tdr  wiy)

oo

= | eln(y,x))e™”

dr  w{y) = ®ly) vly).

Tenemos entonces que hacer ver que $(x) < ¢(x} para cada x.

Para simplificar, el problema 1o podemos transformar en el
sigufente:

Tenemos una funcién f(x) continua y no-creciente, con f{0)=xq > 0,

y ademds 1im f(x) = 0.
o '
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Consideramos la funcidn

F{x) = e* fs)e % ds.

Y lo que tenemos que demostrar es que
Xq > F(O)
Observemos ahora que

F{0) = [ f{s)e™® ds

0

B> ™

b
1im J f{x)e™* dx.
¢

Ademis

flx) < F{0)} = x, ¥ ox. (1)

Ahora bien, como 1fm f{x) = G, podemos escoger o > O, Xy, ta
X+ @

les que
flx} <a < xs ¥ x> x,; (2)

De manera gue existe h > 0 tal que 2, = h + a. y tendremos Jo si-

guiente:
b x, s
f{x)e ™ dx = flx}e™ dx + f{x}e™ dx {con b > x;)
[ ] Xl
rRy b
< Xg e dx + | Flx)e™ dax {por (1}}
‘o x,
(X b
<xp | e¥dy+ta| e Fdx (por (2))
o X3

x{l €F) g (&% P

"

xa(l ™)+ {x, h}(e™ %)

w1 e nle™r 0.
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Pasando al 1fmite tendremos que
b
_ - -b -X =b
F(O) = Lim | f{x)e™ dx < Jfn (% (1 &™) n(e”™ &%)

= xg he”¥1,

Como he ™ > 0, se tiene que F(0)} es estrictamente menor que

xg. {Obs#rvese, finalmente, que x, he ' > 0). 7/

F

Demostracitn del teorema del pdgina 132 $i M es asintéticamente
estable, el teorema de la p&gina 130 asegura la existencfa de una
funcitn continua ® definida en una vecindad N de M, con valores

reales y con las siguientes propiedades:

P(x) =0 si xeM,

B{x} >0 si x¢ M

Plri{x,t)) <®(x) para x ¢ M, t>0 y ui(x[0.t] S N,

Pues bien, con esta funcién ® hacemos ahora la siguiente fun-

cifn, definida en N x &
elx,t) = @ (n(x,t)}.

Afirmamos que ésta es 1a funcifén cuya existencia se asegura
en el teorema que estamos demostrando.
Efectivamente, como consecuencia directa de la definicién de

e(x,t) tendremos que
e{x,0) = ®(x{x,0)) = ®(x).

Esto demuestra (i) en el teorema.

Observemos en seguida que

e{nl{x,t).0} = @(r(x{x,t), 0}) = o{n{x,t + 0}) = &(m{x,t)) = e(x,t}.
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Esto demuestra (ii}.

Finalmente para la demostracign de (i{i) observemos que to--
mar la derivada a lo largo de las trayectorias. es fijar un x & N-M
y tomar 1la derivada de 1a funcidén e{x,t) = ®(7{x,t})., que, por

lema, es negativa.

Para el reciproco, hagamos
b {x) = ¢{x,0).

Esta funciSn @, tiene las siguientes propiedades: estd definida

en una vecindad de M, es continua y se cumple lo siguiente
®;{x) =0 si  x €M,
@, (x) >0 si x ¢ M;
& {v(x,t)} < ¥ {x) para x € M, t >0 y nlx,[0,t]) € N.

Por el teorema de la pdgina 130 M es asintéticamente esta--
ble. //
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